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Streszczenie

Omowiono ograniczenia zalecanej w Przewodniku GUM metody wyzna-
czania niepewnos$ci pomiaréw typu A. Opisano rozszerzenie jej na pomia-
ry o rdwnomiernym probkowaniu menzurandu z uwzglednieniem wplywu
funkcji autokorelacji warto$ci obserwacji. Przedstawiono poprzedzajaca
niezbedna identyfikacj¢ i usunigcie sktadowych regularnie zmiennych
z surowych danych pomiarowych. Podano wzory dla rownowaznej, tzw.
efektywnej liczby nieskorelowanych obserwacji neg, zaleznej od funkcji
autokorelacji o probki. Umozliwia ona poprawne wyznaczenie niepewno-
Sci pomiaréw wedhug dotychczasowej procedury GUM. Omoéwiono spo-
sOb oszacowania estymaty funkcji autokorelacji r z danych pomiarowych.
Rozwazania zilustrowano przyktadami liczbowymi.

Stowa Kkluczowe: teoria pomiaru, menzurand, niepewnos¢, autokorelacja,
efektywna liczba obserwacji, efektywna liczba stopni swobody.

Uncertainty of type A of the measurement
with auto-correlated observations

Abstract

Expanding of the application range of the present formalism of GUM
to the case of regularly sampled mutually correlated observations is
proposed. First, the obvious previous identification and cleaning of the raw
sample data from regularly variable components is discussed briefly. The
formulae for standard deviation and standard deviation of the mean are
expressed with the use of the so-called effective number of observation nes.
This quantity depends of real number of observation n and elements of the
autocorrelation function p. The another parameter named effective degree
of freedom v describes the dispersion of both estimators of standard
deviation and can be used to calculate the expanded uncertainty. We also
show how to adopt this formalism if only an estimate r, of the ACF
derived from a sample is available. A novel method is introduced based on
truncation of the ry function at the point of its first transit through zero
(FTZ). This method can be applied to non-negative ACFs which occurs
most often in practice. Considerations are illustrated by the numerical
example.

Keywords: measurement theory, measurand, uncertainty, autocorrelation,
effective number of observations, effective degree of freedom.

1. Wprowadzenie

Rekomendowane przez przewodnik GUM i jego Suplementy
[1 — 4] reguly obliczania i wyrazania niepewnos$ci pomiaréw
stosowane s od szeregu juz lat przy wszystkich poziomach do-
ktadno$ci pomiaréw, we wszystkich laboratoriach pomiarowych
i innych placowkach wykonujacych pomiary — od handlu do ba-
dan technicznych i podstawowych, w tym w Stuzbie Miar i akre-
dytowanych laboratoriach. Rozpowszechnity si¢ tez one w pod-
recznikach [5 — 7] i poradnikach metrologicznych, np. [8],
w laboratoryjnej praktyce pomiarowej, analizie chemicznej, bada-
niu materiatow i urzadzen podczas ich wytwarzania i eksploatacii,
w kontroli proceséw przemystowych oraz w monitoringu $rodo-
wiska.

Tre$¢ przewodnika GUM obejmuje obecnie tylko pomiary
o warto$ciach obserwacji nie powigzanych ze sobg statystycznie
(czyli bez autokorelacji) oraz bez wartosci odstajacych. Obliczanie
niepewnosci ztozonej dotyczy przypadku, gdy mozna stosowaé
liniowe lub linearyzowane prawo propagacji wariancji. Stosowa-
nie dotychczasowej wersji Przewodnika GUM natrafia na ograni-
czenia w wielu rodzajach pomiarow. W szczegolnosci nie ma np.
zalecen jak jednolicie wyznacza¢ niepewno$¢ w pomiarach proce-
s6w zmiennych w czasie lub przestrzeni i dla pomiaréw dyna-
micznych. Brakuje tez wskazoéwek jak, poza metoda Monte Carlo
opisang w Suplemencie 1 [2], uzywa¢ w pomiarach innych za-
awansowanych narzedzi wspotczesnej statystyki matematycznej.

Propozycje udoskonalenia i rozszerzania zakresu stosowania
tych zalecen prezentowane sa w licznych publikacjach i na wielu
seminariach, rowniez i w Polsce. Opracowywaniem nowych prze-
pisdbw metrologicznych zajmuje si¢ powolany w 1997 r. wspolny
komitet 7-miu organizacji migdzynarodowych, o skrocie JCGM,
pod przewodnictwem dyrektora Miedzynarodowego Biura Miar
i Wag BIPM. Jest to proces dlugotrwaly, wymaga poprzedzajacej
weryfikacji w praktyce pomiarowej i nie nadaza za biezacymi
potrzebami szybko rozwijajacej si¢ techniki pomiarowe;j.

Europejskie i $wiatowe $rodowisko metrologiczne, obok propo-
zycji doskonalenia dotychczasowych zalecen opracowuje podsta-
wy teoretyczne (w tym w ramach EUROMET-u) dla nowych
metod oceny niepewnosci, nie objetych jeszcze przez konwencje
GUM. Badania w tym kierunku rozwijaja tez niezaleznie metrolo-
dzy z Polski, Ukrainy i Rosji. Pierwszy z autorow (Z.W.) zaini-
cjowal nieformalng wymian¢ pogladow i koordynacje niektérych
z tych dziatan, realizowang gléwnie droga internetowa. Wybrane
rezultaty tych prac przekazane beda ponizej i w innych publika-
cjach, aby mozna bylo je stosowa¢ w praktyce pomiarowej. Przy-
czynilo by sie to do eksperymentalnej weryfikacji tych propozycji,
koniecznej, aby poprzedzaé starania o uwzglednienie ich w unij-
nych i migdzynarodowych przepisach metrologicznych.

Niniejsza publikacja dotyczy problematyki wyznaczania nie-
pewnosci w pomiarach uzyskanych przez regularne prébkowanie
menzurandu. Obejmuje ona usuwanie sktadowych regularnie
zmiennych z surowych danych (nazwane tu ich ,,czyszczeniem”)
i szacowanie niepewnosci typu A dla probki o danych samoskore-
lowanych wraz z estymacja funkcji autokorelacji z jej danych.

2. ,,Czyszczenie” surowych danych

Niepewno$¢ wyniku pomiarow zalezy od wlasciwosci catego
toru przebiegu sygnatu, tj. od wielko$ci mierzonej na jego wejsciu
i jej zmian w obiekcie badanym, az do wyniku pomiaréw na wyj-
sciu. Do jej wyznaczenia zwykle wyodrebnia si¢ i1 lokalizuje
miejsca wystegpowania i warto$ci niepozadanych oddziatywan
z otoczenia i zaktdcen oraz zmian parametréw wewnetrznych. We
wspolczesnej technice pomiarowej dominujg zelektronizowane
systemy i przyrzady cyfrowe, w tym realizowane wirtualnie.
Proces zbierania obserwacji pomiarowych jest w duzym stopniu
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zautomatyzowany. Wartosci sygnatu lub odczytow na wyjsciu
maja posta¢ dyskretng jako rezultat o odpowiednio dobranej cze-
stosci regularnego probkowania wejsciowego sygnatu analogowe-
go. Rozrzut ,,surowych” warto$ci obserwacji w trakcie prowadze-
nia pomiar6w wywolany jest przez przyczyny zaré6wno losowe,
jak i zdeterminowane, jako skutek zmian wewngtrznych parame-
trow toru pomiarowego i warunkow pomiaru. Moga one réznic si¢
dla kazdej z probek danych pobranych w réznym czasie i dla
réznych przyrzadéw uzytych w pomiarach, a nawet dla tego sa-
mego przyrzadu w ciagu okresu jego uzytkowania. Sktadowa
wywolana ta sama przyczyna, np. zmianami temperatury otocze-
nia, zaleznie od dlugosci czasu zbierania probki pomiarowej,
przejawia si¢ badz jako losowa, badz jako zdeterminowana
0 zmianach znanych na biezaco, lub o nieznanej warto$ci. Sg one
tez inne w pomiarach laboratoryjnych i przemyslowych. Wplywy
niepozadanych oddziatywan nalezy wigc indywidualnie identyfi-
kowa¢ w danym eksperymencie.

Zmiany losowe warto$ci obserwacji bywaja stacjonarne i nie-
stacjonarne, w tym w postaci krotkotrwatych zaktocen (wartosci
odstajace, ang. outliers). Przed wyznaczaniem warto$ci i niepew-
no$ci wyniku pomiaréw powinno si¢ je wykry¢ i wyeliminowaé
z danych surowych. Algorytm usuwania takich zaktocen opisano
w [9] i nie bedzie tu omawiany.

Zmiany regularne wystepuja jako sktadowa aperiodyczna, czyli
trend 1 jako sktadowe okresowe. Wptywaja one na ksztalt histo-
gramu probki oraz na warto$¢ $rednig i na sktadowa niepewnosci
typu A. Sa wig¢c niepozadane przy wyznaczaniu niepewno0sci.

Bledu o wartosci stalej nie mozna wyznaczy¢ i usunaé przetwa-
rzajac tylko same surowe dane pomiarowe, gdyz do oszacowania
poprawek powinna by¢ znana warto$¢ rzeczywista lub poprawna.
Jedynym sposobem jest dodatkowa kalibracja.

Jesli nie zostanie rozpoznany trend, nawet liniowy i nie skory-
guje si¢ jego wplywu, to wynik pomiaru, np. jako warto$¢ $rednia
z obserwacji, bedzie obcigzony przesuni¢ciem (bledem systema-
tycznym) o nieznanej wartosci. W nowszej aparaturze elektro-
nicznej dla usuwania na biezaco dryftu stosuje si¢ odpowiednio
czesta autOmatyczng adjustacje wewngtrzng, w tym zerowanie
sygnatu na wejsciu. Sposob ten nie obejmuje jednak trendu, ktory
powstaje przed wejéciem uktadu pomiarowego, tj. dla wartosci
samego menzurandu oraz na drodze sygnalu przez obiekt badany
i tor doprowadzajacy. Wowczas uzywa sie a posteriori metod
obliczeniowych dla danych wyjsciowych.

Sktadowe okresowe w danych pomiarowych pozyskanych
w probkowaniu rownOomiernym nie wplywaja na ich wartos$¢
$rednig tylko wtedy, gdy probka obejmuje pelng liczbe okresow
oraz gdy okresy te sg wielokrotnosciag odstgpu probkowania AT.
Warunki te na ogot nie sg spetnione i niewyeliminowane sktadowe
periodyczne moga wptywac na warto§¢ srednig wyniku pomiarow
oraz zawsze powiekszajg statystyczng skladowg (typu A) jego
niepewnosci. Dla wickszosci pomiard6w procesow zmiennych
w czasie lub przestrzeni trzeba wigc stosowa¢ odpowiednie proce-
dury filtracji w analogowym i cyfrowym przetwarzaniu sygnatu.
Jesli w systemie pomiarowym nie wystgpuja automatyczne proce-
dury, to sktadowe regularne powinno si¢ usuwaé obliczeniowo
z danych wyjsciowych, a jesli to niemozliwe, to ich wptywy po-
winno si¢ szacowac tak, jak innych sktadowych niepewnosci ug.

Zadanie pomiarowe moze polegaé nie tylko na mierzeniu war-
tosci stalej, ale tez i innych sktadowych regularnych w danych
probki wraz z oceng ich niepewnos$ci. Proces identyfikacji i usu-
wania niepozadanych sktadowych z surowych danych pomiaro-
wych zaproponowano nazywac “czyszczeniem danych” [10] -
[11]. Tlustruje go podany ponizej przyktad liczbowy 1.

Przyktad 1

Probka zawiera serie N = 121 ,,surowych” wynikow obserwacji
pomiarowych otrzymanych kolejno przy regularnym probkowaniu
badanego procesu i przedstawionych (czarne kwadraty) na rys. 1a.
Dane te pochodzg z [11]. Wplywy czynnikéw oddziatujacych na
obiekt i tor pomiarowy nie s3 znane. Nalezy wyznaczy¢ wynik

PAK vol. 58, nr 2/2012

pomiaru jako $rednig warto$¢ tej serii obserwacji oraz statystyczna
(typu A) oceng jej niepewnosci.

Rozwiazanie

Po usunigciu jednego punktu odstajacego [11] wykres pozosta-
lych punktow przedstawia rys. la. Analiza jako$ciowa wykresu
pokazuje, ze badana probka:

(i) zawiera nieliniowy trend (malejacy),

(ii) nie ma widocznych sktadowych okresowych, oraz

(iii) wzglednie mate poszarpanie wykresu wskazuje, ze dane sg
samoskorelowane.

Ten ostatni wniosek jako$ciowy bedzie potwierdzony w rozdziale

3.2 przez obliczenie funkcji autokorelacji.
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Rys. 1. Przyktad danych pomiarowych zebranych kolejno przy rOwnomiernym
probkowaniu: a) odchylenia surowych danych od wartosci stalej
i wyodrgbnione metoda najmniejszych kwadratow (sktadowa
systematyczna - trend); b) rozktady: surowych danych (1), po odjgciu
trendu (2) oraz krzywa Gaussa dopasowana do tych danych (3)

Fig. 1. Set of measurement data collected by regular sampling: a) deviations
from the mean value of the raw data and identified its systematic
regularly variable component - drift, b) distributions: of raw data (1),
after removing systematic component (2) -data cleaning and Gauss
function (3) fitted to them

Dane surowe dla tego przyktadu maja tendencj¢ zmniejszania
si¢ wraz ze wzrostem kolejnego numeru i obserwacji w probce.
Metodg najmniejszych kwadratow (MNK) wyznaczono rownanie
trendu modelowanego wielomianem drugiego stopnia:

y(@i)= (-7,65-107)i2 +(6,6-10)i + 0,034
Zalozono arbitralnie, ze przechodzi on przez zero dla wartosci

sredniej probki, gdyz zmian tej warto$ci nie mozna wykryé bez
kalibracji zewngtrznej z uzyciem doktadniejszego przyrzadu lub
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wzorca. Po odjeciu od surowych danych zmian trendu otrzymuje
si¢ wartosci skorygowane Aq'i 0 mniejszym zakresie zmian.

Oceng zgodnosci danych z rozktadem normalnym przy uzyciu
klasycznego testu chi-kwadrat przedstawiono w pracy [11].

Wspotczesnie istnieje dostep do réznych testow zgodnosci za-
implementowanych w programach komputerowych, np. Kotmogo-
rowa, Lilieforsa czy Shapiro-Wilka. Ten ostatni jest uwazany za
jeden z najlepszych. Uzycie testu Shapiro-Wilka wykaze, ze dane
przed odjgciem trendu sg niezgodne z rozktadem normalnym, a po
usunieciu trendu - stajg si¢ z nim zgodne. Do tej samej konkluzji
mozna doj$¢ przez subiektywna analiz¢ histogramow rozktadu —
na rys. 1b wida¢, ze obecno$¢ trendu w danych pierwotnych po-
woduje wystapienie asymetrii i silnego ,,ogona” z lewej strony
rozktadu - krzywa (1).

3. Niepewnosé¢ typu A pomiaru powtarzanego
0 obserwacjach samoskorelowanych

Z podstawowych wzoréw stosowanych do wyznaczenia nie-
pewnosci typu A wynika, Ze proporcjonalne zmniejszenie jej
warto$ci, wymaga kwadratowego wzrostu liczby obserwacji po-
miarowych n. Wspotczesna technika umozliwia wykonywanie
pomiaréw cyfrowych powtarzanych z niemal dowolng czesto$cia
w dziedzinie czasu, lub innej wielkoéci. Aby zwickszy¢ liczbe
obserwacji n w ograniczonym czasie badan, lub skroci¢ ten czas,
czesto ustawia si¢ odpowiednio geste probkowanie. Ograniczenie
czasu prowadzenia obserwacji moze rowniez wynika¢ z wymagan
dotyczacych $ledzenia predkosci zmian badanego procesu. Przy
zbyt gestym probkowaniu rezultaty obserwacji moga sta¢ si¢
samoskorelowane, czyli powiazane ze sobg statystycznie, szcze-
golnie, gdy w sygnale wystepuja zjawiska losowe intensywne przy
matych czestotliwodciach, np. szum 1/f. W takich przypadkach
nalezy zna¢ funkcj¢ autokorelacji opisujaca takie powigzanie
obserwacji lub wyznaczy¢ jej estymate z danych pomiarowych
i uwzgledni¢ jej wplyw w oszacowaniu niepewnosci typu A.
Rutynowe stosowanie wzoru dla u, wedtug GUM da zbyt korzyst-
na, tj. zanizong warto$¢ tej sktadowej niepewnosci (w niektorych
przypadkach nawet dos¢ znacznie). W Przewodniku GUM [1 4]
oraz w innych krajowych i europejskich instrukcjach metrologicz-
nych, monografiach i podrecznikach, w tym w [5—8] i w wigk-
szosci publikacji o wyznaczaniu niedoktadno$ci pomiardéw, np.
[M3], zaktada sie, ze wartosci zbioru obserwacji tworzacych
probke pomiarows sa od siebie statystycznie niezalezne.

Od lat, na wielu krajowych seminariach metrologicznych
pierwszy z autorow sygnalizowal, Ze z teorii sygnatéw wynika, iz
otrzymywane przy probkowaniu procesu wartosci obserwacji
pomiarowych mozna traktowaé¢ jako niezalezne dopiero wtedy,
gdy odleglto$¢ pomiedzy nimi jest wigksza niz zastepczy promien
funkcji autokorelacji oraz, ze informacje o statystycznym ich
powiazaniu mozna pozyska¢ z analizy wartosci Kolejno otrzymy-
wanych obserwacji. Pozostawato to bez odzewu az do pazdzierni-
ka 2006 r., gdy na polsko — ukrainskim sympozjum MSM w Rze-
szowie M. Dorozhovetz przedstawit prosty sposob ujgcia wptywu
autokorelacji przez zastgpcza liczbg niezaleznych obserwacji Neg.
Jego wspolne publikacje z Z. Warsza [14], [15] i kilka nastepnych
zainicjowaly w $rodowisku polskich metrologow tematyke wy-
znaczania niepewno$ci pomiaréw z uwzglgdnieniem wpltywu
autokorelacji. Roéwnolegle ukazata si¢ tez na ten temat praca N. F.
Zhanga [13] z National Institute of Standards and Technology
NIST — gtéwnej amerykanskiej placowki metrologicznej, a poz-
niej — T. J. Witta z BIPM [16]. Przy wyznaczaniu niepewno$ci nie
stosowali oni jednak pojecia zastepczej, tzw. efektywnej liczby
obserwacji nes Zagadnienia te rozwingt nastepnie A. Zigba
[17 -20]. W pracach tych zostaty uscislone wzory dla niepewnosci
standardowej i rozszerzonej oraz zanalizowano doktadno$¢ metod
wyznaczania estymaty funkcji autokorelacji z danych pomiaro-
wych. Zigba zaproponowat tez polski termin: ,,samoskorelowanie
obserwacji” i dotart do najstarszych, zapomnianych juz prac
Bartelsa z 1935 r. oraz Bayley’a i Hammersley’a 21946 r. [21],
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w ktorych do opisu autoskorelowanych danych meteorologicznych
po raz pierwszy wprowadzono ng. Wptyw nieznajomosci funkcji
autokorelacji na ocen¢ niepewnosci wartosci $redniej analizowat
tez nastegpnie M. Dorozhovetz [22].

Kroétka syntezg¢ obecnego stanu zagadnienia podano ponize;j.

3.1. Niepewnos¢ standardowa sredniej

Jesli sktadowe deterministyczne w danych obserwacji tworza-
cych probke pomiarows sa pomijalne, badz wyeliminowano je
réznymi metodami: przez poprawki, filtracj¢ 1 czyszczenie danych
wyjsciowych, to w odpowiednio krotkim okresie zbierania tych
danych, mozna z wystarczajacym przyblizeniem opisac je stacjo-
narnym szeregiem czasowym uzyskanym z probkowania badane-
go procesu. Korelacje statystyczne migdzy realizacjami X; takiego
procesu charakteryzuje funkcja autokorelacji

Xi, X4,
D= cov( 1 o) . (1)
o

Funkcja py zalezy od widma czestotliwo$ciowego badanego
procesu 1 jest badz znana, badz nalezy znalez¢ jej estymate Iy
z danych pomiarowych (patrz rozdziat 4.2).

Poczatkiem wyprowadzenia formalizmu umozliwiajacego obli-
Czenie niepewnosci pomiaru typu A dla takich danych jest zwig-
zek migdzy odchyleniem standardowym $redniej i pojedynczej

obserwacji,
n-1
_ 1+2k2:1(l—k/n)pk (2)
o n :

o(X)

Wzér ten wynika z twierdzenia o wariancji sumy zmiennych
losowych (poniewaz $rednia jest suma podzielona przez n). Jed-
nym ze sposobow alternatywnego zapisu wzoru (2) jest wprowa-
dzienie wielkosci [14]

D, =25 M-k, ®

=1

Dla obserwacji statystycznie niezaleznych p, — 0(dla k> 1).
W konsekwencji D, = 0 i wzor (2) przechodzi w znane wyrazenie

0'()_()/0':]/\/;.

Gdy obserwacje sg calkowicie skorelowane (Sci$le uzaleznio-
ne), tj. p, =1,z (3) wynika

2n-
Dp—>ﬁz(n—k)-1=n—1. )
k=1

Wowczas odchylenie standardowe $redniej jest takie samo, jak
pojedynczej obserwacji. Jest tak, gdyz w granicy p, -1, a wigc
wszystkie kolejne obserwacje beda jednakowe.

Inny sposob przedstawienia wzoru (2) polega na wprowadzeniu
pojecia efektywnej liczby obserwacji. Wzor mozna zapisaé
w takiej samej postaci jak w dla obserwacji niezaleznych

o(X) 1
- - 5
p. o ®)

z warto$cia
n n
Nett = 1 "D (6)
1+2Y (1-k/n)p, P
k=L



160

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie, jak dla zmiennych samo-
skorelowanych oblicza¢ odchylenie standardowe indywidualnej
obserwacji i $redniej. Nieobciazony estymator wariancji wyznacza
si¢ powszechnie jako

:—Z(X -%)?, U]

n 1|1

chociaz dla danych samoskorelowanych staje si¢ on obcigzony.
W [17] podano wyprowadzenie nicobcigzonych estymatorow
wariancji pojedynczego pomiaru s2(q;) i sredniej s2(X). Ponizej,
odchylenie standardowe s,(q;) zapisano jako iloczyn estymatora
Sa(g;) (obliczany z (7) przez kazdy program analizy danych)
i mnoznika, zaleznego od efektywnej liczby obserwacji, tj.

Sa(X) =ka (%), ®)

N (N—1
K, = et (N—1) . (8b)
n(nef‘f *l)
Warto$¢ wspotezynnika K, jest bliska jednosci, dlatego zapewne
podany juz w r. 1946 [21] wzor (8) zapomniano na ponad pot
wieku, za§ odchylenie standardowe s obliczano z wariancji (7).

Obliczenie ng jest potrzebne do prawidlowego estymowania
odchylenia standardowego $redniej s,(X) . Z (8) i (5) wynika

gdzie:

o Salx) 1 B
()= Nest _\/n (Netr —1) %(X W ©
lub
s, (%)= kbs(;q) (9a)
gdzie:

1+D
Negs — 1_7

W granicy dla obserwacji statystycznie niezaleznych ngs —n
i wzor (9) przechodzi w posta¢ klasyczna. Zatem mozna go przy-
jac¢ jako wilasciwa oceng niepewnosci pomiaru przy obserwacjach
samoskorelowanych

u(x)=s,(x), (10)

przynajmniej przy zatozeniu, ze rozktad prawdopodobienstwa
obserwacji jest zblizony do rozktadu normalnego.

Dokladnos$¢ statystycznej oceny niepewnosci danych nieskore-
lowanych nie jest zbyt duza i zalezy od parametru zwanego liczba
stopni swobody v=n-1. Dla danych z autokorelacja mozna
wprowadzi¢ podobny parametr nazwany efektywngq liczbg stopni
swobody [17] i okreslony w przyblizeniu jako

n
Vet =———7— 1. (11)

1+23 pi
k=1

Poréwnanie wyrazen (6) i (11) pokazuje, ze Ve # Neggr —1. Za-
kresy zmian obu liczb efektywnych ne i vess przedstawiono na rys.
23, b. Z poréwnania wynika, ze pierwsza z nich zmienia si¢ od 1
dla petnego skorelowania ( p, — 1), a druga Ve - 0d zera, do n dla

danych nieskorelowanych (p=0). W pomiarach fizycznych kore-
lacja jest zwykle dodatnia.
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a)

granica dane granica
A1 nieskorel. no (71)k
korelacje korelacje l
dodatnie ujemne
—+ t -
0 1 n niesk.

efektywna liczba obserwaciji

b)

p > Loraz dane
n> (-2)¥ nieskorel.
korelacje
dodatnie
L i ulemne
6 1'L r'1 niesk.

efektywna liczba stopni swobody

Rys. 2. Syntetyczne przedstawienie wlasciwosci: a) efektywnej liczby obserwacji
nes oraz b) efektywnej liczby stopni swobody ve

Fig. 2. Comprehensive presentation of the properties of effective number of
observations ne and effective degree of freedom ves

Whprowadzenie v.; umozliwia za pomocg obydwu estymatorow
zapisanie wzglednej dyspersji odchylenia standardowego:

u(s) _UG.() 1
Sa Sa ()_() - \/2veff

Jest to wzor analogiczny jak dla zmiennej nieskorelowanej ([1]
- dodatek E.4.3). Innym zastosowaniem v, jest okreslenie

(12)

wspolczynnika rozszerzenia i niepewnosci rozszerzonej [20].

Reasumujac, zaleta formalizmu opartego na efektywnych licz-
bach ngs oraz v jest maksymalne zblizenie formalizmu do zwy-
ktych wzorow GUM dla obserwacji statystycznie niezaleznych

Przy znanej funkcji autokorelacji tatwo jest tez okre$li¢ mak-
symalng czesto$¢ rOwnomiernego probkowania, przy ktorej ob-
serwacje mozna traktowac juz jako nieskorelowane. Minimalny
odstep AT migdzy obserwacjami powinien by¢ wigkszy od potowy
zastgpczej szerokosci funkcji autokorelacji py (szerokos$ci prosto-
kata o wysokosci 1 i1 o polu pod ta krzywa). Dla krotszych odste-
pow AT nalezy stosowac wzory (4) — (8).

Z warunku Nyquista wynika, ze do wyznaczenia przebiegu sy-
gnatu czasowo nieograniczonego i o pasmie czgstotliwo§ciowym
0 — B potrzeba minimum dwa pomiary dla kazdego okresu prze-
biegu harmonicznego o najwyzszej pozadanej czestotliwos$ci. Stad
przy rownomiernym probkowaniu otrzymuje si¢ zalezno$¢ pomie-
dzy liczbg obserwacji w probce, gorng czestotliwoscia B sygnatu
i czasem zbierania obserwacji T

n=2BT (13)

3.2. Estymator funkcji autokorelacji z danych
pomiarowych

W eksperymencie funkcja autokorelacji najczgséciej nie jest
znana i trzeba ja estymowac z danych pomiarowych. Estymaty
funkcji o moga mie¢ rézne postacie analityczne, niemniej najcze-
Sciej stosowana i implementowana w programach jest funkcja
zdefiniowana jako

n7I<()(i = X)X;.i ~X)
_ i
T ) 4o




PAK vol. 58, nr 2/2012

Wykres estymaty r, (rys. 3) ma (dla typowego przypadku prze-
wagi korelacji dodatnich) dwie, rozne jakosciowo czeSci. Dla
matych wartosci odstgpu k wystepuje opadajace zbocze, w ktorym
jest zawarta realna informacja o autokorelacji.

Pozostata czgs¢ wykresu w postaci fluktuujacego ogona stano-
wi obraz skorelowanego szumu, stwarzajacego wrazenie funkcji
quasi-ciagtej. Fluktuacje te moga mie¢ do$¢ duza amplitude gdyz
ich odchylenie standardowe jest wicksze niz n™*2 [18], [M4].

084 =

ol

0,0

0,2 4

Rys. 3. Poczatkowa czg$§¢ estymaty funkcji autokorelacji {r} obliczona z danych
rys. 1 (po odjeciu trendu)

Fig. 3. The initial part of the autocorrelation function estimate calculated from
the data of Fig. 1a (after removing the trend)

Przy znanej jedynie estymacie r, funkcji autokorelacji py, poja-
wia si¢ zagadnienie, jak na jej podstawie wyznaczy¢ efektywna
liczbg obserwacji? Warto$¢ ne obliczona na podstawie funkcji o
jest parametrem ustalonym. Natomiast przy stosowaniu estymato-
ra tej funkcji re otrzymuje si¢ estymator efektywnej liczby obser-
wacji A jako zmienna losowa o pewnym rozkladzie gestosci

prawdopodobienstwa, warto$ci oczekiwanej i wariancji.

Proste zastapienie funkcji py przez jej estymate r, we wzorze (6)
daje estymator efektywnej liczby obserwacji o niekorzystnych
wiasnosciach. Jego warto$¢ $rednia jest mniejsza od ngg | 0Szaco-
wanie niepewnosci Wedtug (9) bedzie zbyt korzystne, tj. zanizone.
Przyczyna jest wptyw ogona funkcji autokorelacji. Sumowanie
w (6) mozna ograniczy¢ arbitralne tylko do kilku poczatkowych
elementéw estymaty ry [15]. Aby procedur¢ ta uczyni¢ jedno-
znaczng, w [18] zaproponowano nastepujaca modyfikacje zalez-
nosci (6):

A n

Mett =77 1N K
1+2 Z(l—fj r
Kk =1 n

Graniczny odstgp N jest okreslony przez ostatni niezerowy
element estymaty r, przed jej pierwszym przejsciem przez zero
(metoda FTZ — od ang. first transit through zero). Przyktadowo,
dla krzywej z rys. 3 warto$¢ nc = 3. Z symulacyjnych badan MC
wynika, ze powoduje t0 zmniejszenie ujemnego obciazenia esty-
matora fi,, . Metode FTZ mozna stosowa¢ przy zatozeniu nie-

(15)

ujemnej funkcji autokorelacji, ale whasnie ten przypadek korelacji
dodatnich wystepuje zwykle w praktyce.

Uzyskang warto$é i, mozna uzy¢ do obliczenia Sy(X) i S,(X)
przy wykorzystaniu wzoréw (8) i (9). Rysunek 4 zaczerpnigty
z [18] pokazuje uzyskane metoda MC przyktadowe rozklady
prawdopodobienstwa obydwu estymatorow. Przebieg oznaczony
jako teor na rys. 4 obliczono ze wzoru dla obserwacji nieskorelo-
wanych o odchyleniu standardowym z=s/o, wynikajacego
z rozktadu y?
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21—V/2VV/2

-1 2
WZV eXp(—VZ /2), (16)

9(2)=

w ktorym za liczbg stopni swobody v podstawiono efektywna
liczbg stopni swobody Ve, Wynik ten potwierdza, ze suma kwa-
dratow roznic w (7) podlega rozktadowi %® z v= Ve Niewielka
niezgodno$¢ wynika z wptywu czynnika Ky, ktory jest teraz liczba
losowa, ale bliska 1. Losowy charakter czynnika jest przyczyna
poszerzenia rozktadu dla odchylenia standardowego $redniej.

Funkcja gestosci prawdopodop.

0 T

Znormalizowane odchylenie standardowe

Rys. 4. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla estymatoréw znormalizowanego
odchylenia standardowego wedhug modelu AR(1)* i wielkosci proby
losowej n = 60 [18]. Krzywe 1 i 2 pochodza z symulacji MC i dotycza
odpowiednio si/oi s,(X)/o(X) . Zalezno$¢ teoretyczna (teor) obliczono

z wykorzystaniem wzoru (16) dla ve = 22,7
Fig. 4. PDF of normalized estimators of the standard deviation of autoregresive
first order model AR(1) and of random data sample of n = 60 [18].

Curves 1and 2 of s,/o , s,(X)/o(X) are from MC simulation.
Theoretical curve (teor) has been calculated using eq. (16) with ve = 22,7

Przyktad 2

W przykladzie przedstawione zostanie obliczenie odchylenia
standardowego pojedynczego pomiaru i $redniej dla oczyszczo-
nych danych z przyktadu 1, tj. po odjeciu linii trendu. Estymate
funkcji autokorelacji przedstawia rys. 3. Duza warto$¢ wyrazu
o1 = 0,81 potwierdza jakosciowy wniosek o wystgpowaniu Samo-
korelacji obserwacji.

Odchylenie standardowe bez uwzglednienia korelacji (7) wynosi

s(q;) = 0,0397.
Z rys. 3 odczytuje si¢ n, = 3 i oblicza estyma t¢

120

Nes = =321
1+2(0,7804+ 0,464+ 0127)

Warto$¢ wspotczynnika k, wynosi 1,012 co potwierdza, ze
uwzglednienie korelacji ma pomijalnie maly wptyw na wartos¢

s.(gi) = 0,0397x1,012=0,402

(z doktadnosciag do dwu miejsc znaczacych obydwie wartosci sa
identyczne). Odchylenie standardowe $redniej wynosi

5.(@) = 2222 o071

321

! Model AR(1) - autoregresyjny szereg czasowy pierwszego rzedu, dla ktérego r=a*
[17], [19], [M4]
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Uwzglednienie wptywu korelacji jest tu istotne, gdyz bez tego
uzyskano by wynik zanizony o czynnik ,/120/311=196 czyli
prawie dwa razy.

4. Podsumowanie i wnioski

Zagadnienia tu omowione wynikly z potrzeb wyznaczania
w praktyce niepewnosci pomiarow dla danych otrzymywanych
przy probkowaniu. W pracy przedstawiono rezultaty przeprowa-
dzonych badan nad czyszczeniem takich danych ze sktadowych
systematycznych oraz nad formalizmem rozszerzajagcym metode
obliczania niepewnos$ci standardowej typu A wedtug GUM na
przypadek danych samoskorelowanych. Formalizm ten opiera si¢
na podstawach teoretycznych, w wigkszosci mato znanych wsrod
metrologdéw i uzupetniony zostal przez nowe koncepcje. Catosé
przetestowano przy uzyciu modelowania Monte Carlo. Opraco-
wany sposob jest tatwy do stosowania i mozna go wykorzystywac
w praktyce pomiarowej oraz moze stanowi¢ podstawe przepiséw
rozszerzajqcych GUM. Whnioski z pracy podano ponizej.

» Przy ograniczonym czasie zbierania obserwacji pomiarowych,

stosowany w praktyce sposob zmniejszenia niedoktadnosci po-

miardw przez zwigkszanie liczebnosci probki przez wzrost czeg-
stosci probkowania jest zawodny, gdyz prowadzi do konieczno-
$ci uwzglednienia wptywu funkcji autokorelacji obserwacii.

* Dla uniknigcia nieprawidlowosci przy wyznaczeniu niepewno-
$ci up(X) nalezy najpierw odpowiednimi metodami obliczenio-
wymi zidentyfikowac i usunaé¢ z surowych wynikéw obserwacji
sktadowe systematyczne aperiodyczne i okresowe.

» Dla tak oczyszczonych warto$ci obserwacji nalezy zna¢ lub
oszacowa¢ funkcje autokorelacji. Funkcja ta powoduje istotne
zwigkszenie niepewnosci Uy w stosunku do obliczonej wedtug
GUM. Odpowiada ona mniejszej, tzw. efektywnej liczbie nieza-
leznych pomiardw, ktora nalezy uwzglednia¢ w szacowaniu nie-
pewnosci standardowej. Odpowiednio skorygowane wzory do
wyznaczania niepewnosci typu A przy wystepowaniu autokorela-
cji danych probki podano w tresci wraz z wynikami obliczen.

* Istniejace programy komputerowe do obliczania niepewnosci
typu A i niepewnosci rozszerzonej U nalezy uzupehi¢ poprze-
dzajacymi algorytmami do identyfikacji i eliminacji z ,,suro-
wych” danych sktadowych aperiodycznych i periodycznych oraz
algorytmami do wyznaczania estymatoréw funkcji autokorelacji.

* Omoéwione tu wyznaczanie niepewnos$ci U, dla danych z samo-
korelacja dotyczy, podobnie jak wedtug GUM, pomiaréw mo-
delowanych rozktadem normalnym. Postgpowanie przy innych
rozktadach wymaga jeszcze szczegblowego zbadania.

« Dalsze kierunki rozwoju tematyki to: opracowanie zasad oblicza-
nia w praktyce pomiarowej parametréw statystycznych dla pro-
bek o danych z autokorelacja i zbadanie mozliwosci zastosowania
dla nich testow statystycznych, wyznaczanie niepewnosci pomia-
réw opisanych réznymi funkcjami liniowymi i nieliniowymi,
ktoérych dane zawierajg sktadowa w postaci stacjonarnego i ergo-
dycznego lub niestacjonarnego procesu stochastycznego oraz
uwzglednianie funkcji samokorelacji i korelacji w obliczeniach
niepewno$ci pomiardw wieloparametrowych i dynamicznych.

* Propozycje realizacji przyrzadu wirtualnego z wbudowana
funkcja czyszczenia surowych danych i wyznaczaniem na bie-
73co niepewnosci mierzonego procesu opisano w [12].
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