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Streszczenie

W artykule rozpatrzona zostata metoda przeznaczona do wyznaczania
stanu ustalonego w matrycowo- reaktancyjnych przeksztattnikach czgsto-
tliwosci pradu przemiennego (MRFC z ang. matrix- reactance frequency
converters). Metoda polega na rozszerzeniu niestacjonarnych réwnan
rozniczkowych opisujacych przeksztattnik o dodatkowe zmienne czasu,
odpowiadajace roznym czgstotliwosciom pracy obwodu. Aproksymacja
rozwigzania jest otrzymana przy zastosowania metody Galerkina oraz
wykorzystaniu podwojnych szeregéw Fouriera, za pomoca ktorych otrzy-
mywane s3 prady i napigcia w obwodzie. Rezultaty obliczen zaprezento-
wane zostaly na przykladzie MRFC i porownane z metoda numeryczng.

Stowa kluczowe: matrycowo- reaktancyjny przeksztattnik pradu prze-
miennego, modelowanie matematyczne, podwdjny szereg Fouriera, meto-
da Galerkina

Application of the double Fourier series to
analysis of AC matrix-reactance frequency
converters

Abstract

The purpose of this paper is to present a method for calculation of steady-
state processes in AC/AC three-phase, matrix-reactance, frequency
converters (MRFC) that are described by nonstationary periodical differential
equations (1). The proposed method is based on extension of nonstationary
differential equations and use of the Galerkin’s method [1]. The differential
equations are extended by additional, independent variables of time,
corresponding to different pulsations in the circuit [2]. There is assumed that
the ratio of the supply source and control signal periods is incommensurable.
The solution is found by the Galerkin’s metod with basis functions
described by a double Fourier series [3]. The calculation results were
verified by a numerical method. The calculations were obtained for steady-
state processes in the three-phase MRFC with an RL load (Fig. 1). The
calculation results are presented in the form of a double Fourier series. To
verify the results obtained there was calculated the steady state in which
both time variables were the same. The results were compared with the
those obtained by the numerical method embedded in the program
Mathematica (Figs. 5 and 6). A new method for solving nonstationary
differential equations is presented. The method can be applied directly to
finding the steady- state solution without any additional transformation of
equations. Moreover, the steady state solution is obtained immediately,
without any transient state.

Keywords: AC/AC matrix-reactance frequency converter, mathematical
modelling, double Fourier series, Galerkin’s method.

1. Wprowadzenie

W uktadach pradu przemiennego powszechnie stosowane sa
przeksztattniki elektroenergetyczne, wykorzystywane do sterowa-
nia napie¢ przemiennych. Przeksztaltniki te umozliwiaja ekono-
miczne przeksztatcanie i sterowanie przeptywem energii do odbior-
nikéw. Przy analizie sterowania uktadéw elektroenergetycznych

wymaga si¢ aby uktad przeksztaltnikowy zapewnial pozadane
przeksztalcanie energii oraz wyeliminowat lub ograniczyt nieko-
rzystne oddzialywanie na sie¢ zasilajacg. Rozwigzania takie moz-
na znalez¢ analizujac jedno- i trdjfazowe uklady bazujace na
strukturach impulsowych sterownikéw matrycowo reaktancyjnych
[4] pradu przemiennego. Uktady MRFC umozliwiaja regulacje
zarowno czestotliwosci napigcia wyjsciowego jak rdwniez warto-
$ci tego napigcia, z mozliwoscia jego podwyzszania [5, 6, 7].

Modele matematyczne przeksztaltnikow impulsowych sa szero-
ko wykorzystywane do analizy teoretycznej wilasciwosci takich
uktadow. Analiza stanéw ustalonych i przejsciowych dla uktadow
przeksztattnikow sprowadza si¢ do rozwiazywania niestacjonar-
nych uktadow réwnan rézniczkowych tej postaci:

dx(t)
dt

= A(t)X(t)+B(t), (D

gdzie X(t) to wektor zmiennych stanu, 4(¢) macierz obwodu, a B(?)
wektor wymuszen.

Rozwigzanie (1) mozna znalez¢é za pomocg metod analitycz-
nych [8, 9, 10], jak réwniez za pomoca metod numerycznych,
poprzez symulacje analizy komputerowej. Metody numeryczne
maja jednak swoje ograniczenia, otrzymywane za ich pomoca
rezultaty okreslaja co najwyzej kilka przebiegéw pracy prze-
ksztattnika. Dopiero rezultaty uzyskiwane w metodach analitycz-
nych pozwalaja na dokladne okreslenie procesow zachodzacych
w uktadzie.

Artykut dotyczy przedstawienia metody modelowania matema-
tycznego MRFC w stanie ustalonym z wykorzystaniem podwoj-
nych szeregéw Fouriera [3]. Rozwigzanie niestacjonarnych réw-
nan rézniczkowych (1) jest otrzymane przy wykorzystaniu metody
Galerkina i rozszerzeniu przestrzeni rownan do dwoch zmiennych
czasu. Rozszerzenie to zostaje wprowadzone przy zatozeniu, ze
taczniku na wejsciu 1 wyjséciu zrodet pradowych i napigciowych,
dzialaja z r6znymi pulsacjami i nie istnieje miedzy okresami ich
pracy wymierna zalezno$¢. Rezultaty obliczen zaprezentowane
zostaly na przyktadzie MRFC i poréwnane ze znang metoda nu-
meryczna.

2. Model matematyczny

W celu przedstawienia zaproponowanej metody zostanie prze-
prowadzona analiza wybranego przeksztattnika MRFC z obciaze-
niem RL, pokazanego na rysunku 1. W kazdym okresie Ty, istnie-
ja dwa przedzialy czasu, #5 i #; . W przedziale ¢ taczniki o pota-
czeniu synchronicznym (SCS z ang. synchronous connected swi-
tches) sa wylaczone, natomiast faczniki o potaczeniu matrycowym
(MCS z ang. matrix connected switches) dziataja zgodnie ze
strategig sterowania rysunek 2.
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Rys. 1.  Matrycowo — reaktancyjny przeksztaltnik czgstotliwosci z obcigzeniem RL
Fig. 1.  Matrix reactance frequency converter with RL load
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Rys. 2. Ogolna postac strategii sterowania
Fig.2.  General form of control strategy description

Funkcja stanu lacznikow jest zdefiniowana, w taki sposob, ze
sir=1 gdy tacznik jest wytaczony i 5;=0 gdy tacznik jest wiaczony,
gdzie j={a, b, ¢}, k= {4, B, C}.

W tego typu MRFC wykorzystuje si¢ strategi¢ sterowania bazu-
jaca na koncepcji niskoczestotliwosciowej macierzy transformacji
wedlug Venturiniego [4]. Zmodyfikowana macierz transformacji
przyjmuje postaé [5]:

daA daB daC
M(t)=\dpy dpp dpc ®)
ch ch duC

gdzie:
dyy=dpg =dec=(1-Dg Y1+ 2qcos(w,t))/ 3,
dyg =dog=dye =(1-Dg Y1+ 2qcos(w,t—27/3))/3,
dyc =dpy=dog =(1-Dg X1+ 2qcos(w,t—47/3))/ 3,

Dg=ts/Ts.q- wspOtczynnik wypehienia impulsu, o, =0, —®, o,
w; - pulsacje napigcia odpowiednio na wejsciu i wyjsciu,
q - wspolczynnik wzmocnienia.

W celu przeprowadzenie badan dla réznych pulsacji obwodu,
macierz M(t) przedstawimy w formie sumy macierzy:

M(t)=M, (1)+M, (1) @)

gdzie M o, (t)jest macierzg z podstawowg czestotliwoscia @, ,
ktorej wspotczynniki s takie jak w (3), a druga macierz M o, (t)

z czestotliwoscig @, ma postaé

dlaA d,aB d,aC
M, =|dy dpp d'yc
d'cA d’cB d’cC

d’aA = d’bB = d’cC = (1 - DS )(1 t4s Cos(wo't))/j’
d'yg=d'oy=dyc=1-DgY1+qycos(wyt—27/3))/3,
d'yo=dyy=d'g=(1-Dg Y 1+q, cos(w,t—47/3))/3,
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i=23,..,
nienia. Wowczas wejsciowe i wyjsciowe rownania pradow i na-
pie¢ beda przeksztalcane przez wspotczynniki macierzy transfor-
macji M(t) z sumg dwdch réznych pulsacji i przyjmuja forme:

gdzie o, =io; —w; qs - Wwspolczynnik wzmoc-

dyy =dpg =d.c =(1-Dg) (1+2qcos(wyt)+ qy cos(wyt),
dap =dey =dpc :(I_DS)
(1+2qcos(wpyut—2m/3)+q, cos(wst—2m/3)),
dyc =dps =dep =(1-Ds)
(1+2qcos(wyut—4n/3)+q, cos(wst—4m/3)).

Nalezy zauwazy¢, ze podobnie jak w prostszym przypadku ma-
cierzy transformacji (3) transformacja (4) daje mozliwosci zmiany
czestotliwosci napigeia wyjsciowego w MRFC.

Na podstawie metody usrednionych zmiennych stanu [11], pro-
ces w takim ukladzie mozna opisa¢ za pomoca niestacjonarnych
réwnan rozniczkowych (1), w ktorych wektor zmiennych stanu
przyjmuje postac:

oL T
X(t)=lipripyipsucpiucrrtcrsiryisiss |

oraz macierz obwodu A(?) i wektor wymuszen B(#) maja postaé

[ Rey 0 0 _baa _dp _ des 0 0 0
Lg, Le; Lep Lpg
0 _Re2 0 _9as _dp _dep 0 0 0
Lp Lpy  Lpy  Lp
0 o _Res _dac _dpc _dec 0 0 0
Lz Lpz  Lps;  Lpj s
d(izA d(zB duC 0 0 0 _ ! 0 0
Cu Cu Cpy Cri
A(t)= s A dc 0 0 0 0 1 0
Co  Cp Cp Crs
dey  dep dec 0 0 0 0 0 -1
Crs Crs Crs Crs
1 R;;
0 0 0 —_— 0 0 ——= 0 0
Ly Ly,
0 0 0 0 1 0 0 Ry
Lp> Ly
0 0 0 0 0 ! 0 0 R
L Lips Lps |
E E 2 E 4. ’
B(t)= —cos(a}t),—cos(a)t + —”}—cos(wt + lj,0,0,0,0,0,0} ’
Lr; F2 3 ) Lps 3

gdzie Rr; , Rr; , Rps rezystancje dtawikow Lg;, Lr;, Lr;. Laczniki
S,k sa idealne, wlaczaja si¢ i wylaczaja okresowo, czas przewo-
dzenia jest zalezny od wartosci funkcji macierzy M(t). Laczniki
o polaczeniu synchronicznym Sg;, Ss;, Ss; maja stale okresy prze-
wodzenia w zaleznosci od wartosci wspolczynnika D. Nalezy
podkresli¢ rowniez, ze macierz A(z) i wektor B(¢) maja rézne
pulsacje.

3. Metoda obliczeniowa

Aproksymacja rozwigzania za pomoca metody Galerkina polega
na wprowadzeniu residuum zdefiniowanego jako:

dx(t)
dt

—A(1)X(1)=B(1) ®)

X(t) =

w przedziale 0<t<T , gdzie T =27/ o . W residuum (5) wektor
zmiennych stanu X(?) zastgpuje si¢ nowym wektorem zmiennych
zapisanych w formie szeregu funkcyjnego tzw. funkcji wagowych.
Nastepnie w metodzie obliczane sg catki z iloczynu residuum
i funkcji wagowych. Otrzymywany jest liniowy uktad réwnan,
ktérego wspotczynniki sg rozwigzaniem réwnania (1) [1, 2].
Obwad jest przetaczany z dwoma réznymi czgstotliwosciami
pracy tacznikéw i ich okresy nie sa wielokrotnosciami. Na tej
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podstawie uzasadnione jest wprowadzenie drugiej zmiennej czasu
7 odpowiadajacej drugiej pulsacji obwodu.

Woéwczas rownania (1) z dwoma niezaleznymi zmiennymi cza-
su ¢ i 7 przyjmuje postac:

X(tr)  oX(tr)

- L= A(L7)X(12)+ B() ()

W uktadzie (6) macierz A(t,7) odpowiada macierzy A(t), w ktorej
wyrazenie m,t jest zastapione przez wyrazenie

-0t
oraz wyrazenie m,f przez wyrazenie
i -0,
gdzie i=2,3, ....
Woweczas residuum (5) przyjmuje w przestrzeni dwoch zmien-

nych postaé:

8X(t,z-)+8X(t,z')
ot or

Rxir)= ~A(t,7)X(t,7)-B(1)

w przedzialach 0<t<T, 0<7<@, O =2rn/w;. W tym wyra-

zeniu @ okresla okres napiecia na wyjéciu , a 7 okres napiecia na
wejsciu obwodu. W celu rozwigzania stanu ustalonego dla bada-
nego przeksztaltnika okreslamy funkcje wagowe w formie trygo-
nometrycznej:

G (t,7)=sin(not)sin(ko;t),
W (t,7)=sin(nwt )cos(kw; ), 7
6, (t,7)=cos(nawt )sin(kew;t),

& (t,t)=cos(nat)cos(kaw,t),

gdzie n=0,1,2,..., k=0,1,2, ......

Roéwnania opisujgce stan ustalony w przestrzeni dwoch zmien-
nych sa funkcjami okresowymi, zatem aproksymacja rozwigzania
bedzie otrzymana za pomoca szeregu funkcji okresowych. W tym
celu zamieniamy wektor zmiennych stanu X(z,7) nowym wekto-
rem )N(( t,7), ktérego komponenty sa postaci podwdjnych szere-
gow Fouriera:

N N
E(Z)(t,r)=ZZ[a,Cj)@m(t,r)+b£,f)z//kn(t,r)+ ®
k=0 n=0

e O (t7)+dfE pu(t7) ],
gdzie a,(cfl) ,b,gf) ,c,(a:),d,gf) s3  wspolczynnikami  podwdjnych
szeregdw Fouriera dla napie¢ i pradow obwodu oraz z=1,..,9
odpowiada elementom w wektorze X(¢,7). Metoda Galerkina
polega na okresleniu wspétczynnikéw a,(c;) ,b,i;) ,c,(aj) ,d,i;) tak,
aby residuum (9) z nowym wektorem zmiennych stanu:

R —A(t,t)X(t,7)-B(t)

. AX(Lr) oX(t1)
YT Ty g

bylo mozliwie najmniejsze. Mnozymy residuum (9) przez funkcje
wagowe @) i catkujemy otrzymane wyrazenie
w przedziatach: 0<t<T, 0<7<6O,

TO TO
”qﬁ,m (LR, et =0, ”wkﬂ (LR, dudt =0,
00 00
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TOe TO
Ijgkn(t)T)Ri(,,T)dfdt =0, J.jﬁkn(t,r)Ri(t,T)dm’t:O.
00 00

Po obliczeniu calek otrzymujemy rezultaty w formie liniowego
uktadu réwnan. Rozwigzaniem tych rownan sa wspotczynniki
podwojnego szeregu Fouriera, wyznaczajace réwnania pradow
i napie¢ obwodu.

4. Rezultaty obliczen

Rozwigzanie stanu ustalonego dla MRFC z obciazeniem RL zo-
stalo wykonane za pomoca programu Mathematica, przy nastgpu-
jacych parametrach modelu:

Rp=01Q,R; =102, C; =100uF, L; =100mH
E=50V, oy =2n/0 =400rad /s,
w=2r/T=250rad/s, Dg =03, g=04. q, =03.

Wspotezynniki podwodjnego szeregu Fouriera zostaly obliczone
dla n=4 i k=4. Na rysunkach 3 i 4 sg przedstawione przyktadowe
przebiegi pradu w dtawiku Lz, i napigcia na kondensatorze C;; dla
dwoch okresow, tzn. 0 <7 <2@, 0<t<2T .
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Rys. 3. Przyktadowy przebieg stanu ustalonego pradu w dtawiku dla dwoch
zmiennych czasu
Fig. 3.  Exemplary steady-state current in the inductor

Rys. 4. Przyktadowy przebieg stanu ustalonego napigcia na kondensatorze
Fig. 4.  Exemplary steady-state voltage across the capacitor

Aby zweryfikowaé otrzymane rezultaty zostat obliczony stan
ustalony dla 7=7. Pordwnano otrzymane wyniki z wynikami
uzyskiwanymi w metodzie numerycznej, wbudowanej w progra-
mie Mathematica. W tym celu zostala wykorzystana standardowa
funkcja NDSolve, ktora jest przeznaczona do rozwigzywania
rownan rézniczkowych. Przebiegi czasowe dla przyktadowego
pradu i napigcia zostaly przedstawione i porownane na rysunkach
51 6. Przy liczbie funkcji aproksymujacej n=4 i k=4 otrzymane
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rezultaty w opracowanej metodzie sg juz zupetnie zbiezne z meto-
da numeryczna.
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Rys. 5. Przykladowy przebieg stanu ustalonego pradu w dtawiku
Fig. 5.  Exemplary steady-state current in the inductor
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Rys. 6. Przykladowy przebieg stanu ustalonego napigcia na kondensatorze
Fig. 6.  Exemplary steady-state voltage across the capacitor

Otrzymane rozwigzania stanu ustalonego pradow i napig¢ bada-

nego trojfazowego przeksztattnika MRFC zostaly zaprezentowane
na rysunkach 71 8.
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Rys. 7. Stan ustalony pradu w dtawikach Lg;, L, Lrs
Fig. 7. Steady-state currents in the inductors Ly, Lr, Lr3
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Rys. 8. Stan ustalony napigcia na kondensatorach C;;, Cp,, Cr3
Fig. 8.  Steady-state voltages across the capacitors Cy;, Cp5, Cp3
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Takie same rezultaty zostaly otrzymane w metodzie numerycz-
nej. Nalezy podkresli¢, ze za pomoca zaproponowanej metody
otrzymujemy rozwigzania z pominigciem stanu przejsciowego.

5. Podsumowanie

Przedstawiona metoda analityczno-numeryczna przeznaczona
jest do wyznaczania procesOw ustalonych w przeksztattnikach
pradu przemiennego, opisywanych niestacjonarnymi i okresowy-
mi rownaniami r6zniczkowymi. Réwnania rézniczkowe sg rozsze-
rzone o dodatkowe, niezalezne zmienne czasu, odpowiadajgce
réznym pulsacja w obwodzie. Rozwiazanie jest otrzymane przy
zalozeniu niewymiernej relacji pomigdzy okresem przelaczania
oraz okresem napigcia zasilajacego. Doktadnos$¢ metody zalezy od
liczby funkcji aproksymujacych. Przeprowadzone zostaly oblicze-
nia pordwnawcze procesu ustalonego w MRFC z obcigzeniem RL,
za pomocg proponowanej metody oraz metody numerycznej wbu-
dowanej w programie Mathematica. Otrzymane rezultaty obliczen
potwierdzaja zgodno$¢ zaproponowanej metody z metoda nume-

ryczna.
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