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Streszczenie

W artykule przedstawiono model obliczeniowy do wyznaczania krytycznych predkosci obroto-
wych oraz analizy amplitudy drgan watu doprowadzajgcego naped do przektadni ogonowej ul-
tralekkiego Smigtowca o masie startowej ok. 800 kg. Zaprezentowano niektdre, otrzymane wyniki
obliczen, przy czym zasadniczo skupiono sie na nadkrytycznym wale dwupodporowym (podpory
na koricach) z tarciowym, szczelinowym ttumikiem drgarn gietnych, ale pokazano tez pewne wy-
niki analizy dla watu z trzema podporami, z podporq srodkowq o liniowej lub nieliniowej spre-
zystosci.
Stowa kluczowe: modele obliczeniowe czestotliwosci i amplitudy drgan watu, ttumiki drgan, wy-
muszenia drgan, wielopodporowos¢ watu, wptyw podatnosci podpdr na drgania watu.

1. MODEL OBLICZENIOWY

Wat dzieli sie na n odksztatcalnych elementéw (odcinkéw) belkowych. Kazdy z elementow
charakteryzuja nastepujace parametry: dtugos¢, modut Younga, gestos$¢, geometryczne mo-
menty bezwtadnosci przekroju poprzecznego, niewywazenie w postaci mimosrodu (odlegtos¢
pomiedzy srodkiem masy przekroju poprzecznego a sSrodkiem geometrycznym tego przekroju)
oraz ttumienie zewnetrzne. Na krawedziach (konicach) kazdego z elementéw moga znajdowac
sie sprezysto-ttumigce podpory. Réwnania ruchu elementéw wyprowadzono z zasady prac wir-
tualnych [1], [3], [7]- Przemieszczenia elementéw watu rozpatrywano w nieruchomym, pro-
stokatnym, lewoskretnym uktadzie wspoétrzednych Oxyz (Rys. 1), w ktdrym o$ x pokrywa sie
z osig nieodksztatconego watu (elementy sprezysto-ttumiace, symbolizujace podpory, poka-
zano jedynie w ptaszczyznie Oxz - analogiczne wystepuja w ptaszczyznie Oxy). Analizowane
byty drgania watu z trzema podporami, ze Srodkowg podporg o liniowej lub nieliniowej spre-
zystosci, bez thtumika drgan i z nieliniowym, tarciowym ttumikiem drgan.

Site ciezkosSci pominieto.
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Rys. 1. Model watu do obliczen czestotliwosci drgan wtasnych

2. DRGANIA LINIOWE WALU W STANACH USTALONYCH

Obliczenia polegaly na wyznaczeniu za pomoca programu MES kilku pierwszych czestosci ko-
towych drgan wtasnych watu (Rys. 1), w zalezno$ci od sztywnoSci Srodkowej podpory k,,. Przy-
jeto, ze podpory s3 izotropowe, przegubowe i nie ma ttumienia (¢, = ¢y = ¢, = ¢, =0).
Parametry struktury watu sg nastepujace (wyrézniono gtéwne parametry, jednakowe w catym,
tu przedstawionym opracowaniu):

L=3,32 [m] - dtugosg,

r=2700 [kg/m3] - gestos¢,

A=0,00022 [m?] - pole przekroju poprzecznego,

E=0,7-10" [Pa] - modut Younga,

1=59,3:10° [m*] - geometryczny, gietny moment bezwtadnosci przekroju,
kg =k, =10° [N/m] -sztywno$¢ podpor zewnetzrnych,

Co=Ch=C,=0 [Ns/m] - wspétczynniki ttumienia w podporach,
k,=10°,10°  [N/m] - sztywno$¢ podpory Srodkowej (parametr),
=0 [Ns/m?] - ttumienie zewnetrzne na jednostke dtugo$ci watu.

Rozwazany wat jest ,gietki” - charakteryzuje go niewielka sztywno$¢ gietna w poréwnaniu
ze sztywnoscig podpor zewnetrznych.

Wygodnie jest wprowadzi¢ odniesieniowg czestos$¢ kotowg drgan watu w postaci pierwszej,
kotowej czestos¢ drgan belki jednorodnej o podanych wyzej parametrach materiatowo-geo-
metrycznych, podpartej na koricach, w 2 podporach nieskonczenie sztywnych. Wyznacza sie ja
z zaleznosci [3], [5], [6]:

_n’ |EI

" I*\ p4
Dla podanych wyzZej parametréw watu W, wynosi 74,85 rad/s. Do analizy MES wat podzie-
lono na 6 elementéw skonczonych réwnej dtugosci, a wyniki przedstawiono w Tab. 1 i na

Rys. 2. Kolejne czestosci kotowe drgan watu rzeczywistego (z uwzglednieniem skonczonej
sztywnosci podpor oraz ew. thumienia) oznaczono odpowiednio: wy; gy wp3 .
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Tab. 1. Bezwymiarowe czestos$ci kotowe drgan wtasnych watu w funkcji sztywnosci
podpory srodkowej ki, (sztywnos¢ podpor skrajnych: kg =k, = 10°N/m, Qg = 74,85)

kp [N/m] Boi = w01 / Qo Boz = @02 / Qo Boz = w3 / Qo

10° 1,00 3,97 8,84
10! 1,00 3,97 8,84
10 1,01 3,97 8,84
10° 1.08 3,97 8,85
10* 1.66 3,97 8,94
10° 3,83 3,97 9,94
10° 3,97 5,84 15,5
10 3,97 6,14 15,55
108 3,97 6,17 15,55
10° 3,97 6,17 15,55
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Rys. 2. Bezwymiarowe czesto$ci kotowe drgan wtasnych watu w funkcji sztywnosci kp

Jak widac¢ na Rys. 2, przy matej sztywnosci podpory srodkowej, wat jest belka jednoprze-
stowg, ktdrej kolejne czestotliwosci drgan wtasnych maja sie do siebie w przyblizeniu tak, jak
kwadraty kolejnych liczb naturalnych (miatyby sie do siebie doktadnie jak 1: 4 :9... gdyby nie
byto podpory srodkowej, a sztywno$¢ podpor zewnetrznych byta nieskonczenie duza). Gdy
sztywnos¢ podpory $rodkowej jest wieksza lub réwna sztywnos$ci podpér zewnetrznych
(ky 2 10 N/m), wat staje sie belkg dwuprzestowa. Jezeli k, lezy w przedziale 10*+10° N/m,
a zwtaszcza gdy jest bliskie 10° N/m, wystepuje obszar przej$ciowy, w ktérym mozna sie spo-
dziewac ciekawych efektow, gdyz wat w zaleznosci od dodatkowych czynnikéw (np. nielinio-
wos¢ sprezystosci podpory srodkowej, dodanie ttumienia albo sity wzdtuznej), moze sie
zachowywac zaréwno jak belka jednoprzestowa jak i dwuprzestowa. Wida¢ to dobrze na prze-
biegu 7 i By, - przy matej sztywnosci podpory srodkowej s to odpowiednio pierwsza i druga
kotowe czestosci drgan belki jednoprzestowej, ale w miare wzrostu sztywnosci tej podpory ),
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rosnie, osigga te sama warto$¢ co B, i staje sie pierwsza czestoScig kotowa drgan belki dwu-
przestowej. Gdy sztywnos$¢ podpory Srodkowej zrowna sie ze sztywnos$ciami podpoér skrajnych,
dalsze jej zwiekszanie nie powoduje juz istotnych zmian czestotliwo$ci drgan watu.

3. OPIS MODELU TLUMIKA TARCIOWEGO

W celu ograniczenia amplitudy drgan rozwazanego watu dla $migtowca ultralekkiego, opra-
cowano prosty konstrukcyjnie, tarciowy thtumik drgan gietnych watu. Szkic konstrukcyjny tego
ttumika przedstawia Rys. 3. Zasadniczym elementem ttumika jest tarcza (2) z centralnym otwo-
rem o Srednicy znacznie (o kilka milimetréow) wiekszej od Srednicy watu (1). Tarcza (2) jest
przez sprezyny dociskowe (5) zaci$nieta miedzy obudowa ttumika (3) i pokrywka (4). Poprzez
zmiane napiecia sprezyn (5), zmienia sie site tarcia suchego na powierzchniach bocznych tar-
czy (2), stanowigcg site oporu, stawianego przez ttumik usitujagcemu go przemiesci¢ watowil.
W modelu ttumika pominieto bezwtadno$¢ i ciezar jego tarczy oraz podatnos$¢ zamocowania
jego obudowy.
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1 - wal, 2 - tarcza ttumika, 3 - obudowa,
4 - pokrywka, 5 - sprezyna dociskowa
Rys. 3. Szkic konstrukcyjny tarciowego thumika drgan watu

Thumik opisuja nastepujace parametry:

F. [N] - sita oporu ttumika,

S [m] - szczelina w ttumiku,

H; [m] - grubo$¢ warstwy sprezystej?,

u [1] - wspbtczynnik tarcia wat-ttumik3,

Opis modelu matematycznego takiego ttumika znalez¢ mozna w pracach [2], [4].

! Tarcza prototypowego ttumika zostata wykonana z teflonu, aby zmniejszy¢ tarcie na styku wat-ttumik, a tym samym
zmniejszy¢ zuzycie kontaktujacych sie powierzchni oraz zmniejszy¢é wymuszenie drgan wywotane tym tarciem (efekt
struny i smyczka).

2 Wprowadzenie strefy sprezystej w otworze tarczy ttumika jest koniecznym ,chwytem” obliczeniowym, gdyz po-
zwala na stopniowe ,rozwijanie si¢” sity oddziatywania wat-ttumik, co umozliwia jej wyznaczenie; strefa ta ma row-
niez sens fizyczny (sprezysto$c tarczy ttumika).

3W prezentowanych w niniejszym artykule symulacjach wspétczynnik tarcia wat-ttumik pominieto.
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4. WPEYW SZTYWNOSCI SRODKOWE] PODPORY NA DRGANIA WALU BEZ TLUMIKA 1 Z TLU-
MIKIEM

Najpierw symulowano drgania watu bez ttumika (Rys. 4), o gtéwnych parametrach opisa-

nych w p. 2, przy czym wprowadzono niewielkie ttumienie zewnetrzne ¢, = 0,5 Ns/m?, a sztyw-
nos$¢ podpory $rodkowej zmieniano w granicach 10* +10° N/m. Wprowadzono niewywazenie
watu w postaci mimosrodu 1 mm, na odcinku od 1/4 do 1/3 dtugo$ci watu - przyjeto taki roz-
ktad niewywazenia , aby mogty pojawic sie trzy pierwsze rezonanse watu.
Na dalszych rysunkach, przedstawiajacych wat na podporach, niewywazony odcinek zostat wy-
rézniony kolorem szarym. W symulacjach predkos¢ obrotowa watu Q, rosta od 0 do 1200 rad/s
ze statym przyspieszeniem ¢ = 10 rad/s% Wprowadzono bezwymiarowga predkos¢ obrotowa
watu = Q/Q, odnoszac jego predko$¢ obrotowg () do odniesieniowej czesto$ci kotowej drgan
watu Q, opisanej w p. 2. W zwigzku z tym, w symulacjach, bezwymiarowa predkosc¢ obrotowa
watu rosta od 0 do 16. Symulacje powtérzono, wyposazajac wat w thumik tarciowy, usytuowany
w jednej czwartej dtugosci watu (w potowie elementu niewywazonego - Rys. 5), o nastepuja-
cych parametrach: F,=32N,$=0,002m, H;=0,0002 m.

Dobrano ttumik o szczelinie wystarczajgco duzej* zeby wat mogt z niego ,wyjs¢” i o sile oporu
wystarczajgco duzej by miato to wpltyw na amplitude drgan w trzech pierwszych rezonansach
watu.
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Rys. 4. Model watu trzypodporowego z podporami liniowymi
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Rys. 5. Model watu trzypodporowego z podporami liniowymi
i tarciowym ttumikiem drgan gietnych w 1/4 dtugosci

*Ustalono wcze$niej na drodze symulacji (potwierdzono to réwniez eksperymentalnie), ze zbyt mata szczelina s w thu-
miku opisanego typu powoduje, ze wat po przejsciu rezonansu nie opuszcza ttumika przechodzac do wirowania swo-
bodnego, co zwieksza jego drgania.
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Wyniki symulacji, w postaci wypadkowego ugiecia watu U (inaczej amplituda drgan) w ptasz-
czyznie dziatania ttumika, a wiec w 1/4 dtugosci watu (Rys. 5), dla trzech sztywnoSci $rodko-
wej podpory (k, = 10% 10 10° N/m), przedstawiono na Rys. 6...11.

W celu uwypuklenia wplywu zastosowanego thumika tarciowego na zachowanie sie watu,
wyniki symulacji przedstawione na Rys. 6...11, prezentowane sg na przemian dla watu bez ttu-
mika (rysunki gérne) i dla watu z ttumikiem (rysunki dolne), czyli usytuowane sg wzgledem sie-
bie tak, jak odpowiadajace im powyzsze rysunki modeli watéw. Przedstawione przebiegi
omawiane s3 na biezaco - po kazdej parze.
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Rys. 6. Przebieg U(f3) w punkcie x = 0,25L; kp =10*N/m;B=0-16
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Rys. 7. Przebieg U(3) w punkcie x = 0,25L; kp =10*N/m ; thumik: Fr =32 N,
$=0,002m,Hg=0,0002m;B=0-16
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Jak wida¢ na powyzszej parze rysunkdw wat zachowuje sie jak belka jednoprzestowa, ale
Z wyraznie przesunietym w prawo pierwszym rezonansem. Ttumik praktycznie ,zniwelowat”
drgania watu w pierwszym i drugim rezonansie i nieznacznie ostabit drgania watu w rezonan-
sie trzecim (energia watu byta juz zbyt duza), gtadko ,wychodzac” z ttumika po kazdym z re-
zonansow.
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Rys. 8. Przebieg U(f3) w punkcie x = 0,25L; kp =10°N/m;B=0-16
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Rys. 9. Przebieg U(B) w punkcie x = 0,25L; k, = 10° N/m ; thumik: Fr =32 N,
$=0,002m,Hg=0,0002m;=0-16

Na Rys. 8 sg widoczne dwa pierwsze rezonanse watu, zachowujacego sie troche jak belka
jednoprzestowa (Swiadczy o tym potozenie trzeciego rezonansu), a troche jak dwuprzestowa
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(pierwszy rezonans). Pierwsze dwa rezonase lezg tak blisko siebie, ze praktycznie ,zlaty sie”
w jeden silny rezonans, natomiast przebieg na rysunku dolnym pokazuje, ze ttumik tatwo sobie
z tym ,dubeltowym” rezonansem poradzit.

Przy tej sztywno$ci podpory srodkowej, doréwnujgcej sztywnoscig podporom zewnetrznym,
wat zachowuje sie jak belka dwuprzestowa (por. Tab. 1). Ttumik znacznie ostabit pierwszy re-
zonans i nieco zmniejszyt amplitude drgan w rezonansie drugim, przy czym wat fatwo opuscit
ttumik po przej$ciu obu rezonanséw.
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Rys. 10. Przebieg U(f) w punkcie x = 0,25L; kp =10°N/m;B=0-16
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Rys. 11. Przebieg U(f) w punkcie x = 0,25L; kp =10° N/m ; thumik: Fr = 32 N,
$=0,002m, Hg=0,0002m; 3=0- 16
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5. WPLYW NIELINIOWE] SZTYWNOSCI SRODKOWE] PODPORY NA DRGANIA WALU BEZ TtU-
MIKA I Z TLUMIKIEM

Symulowano drgania watu bez ttumika (Rys. 4) oraz z ttumikiem (Rys. 5), o gtéwnych para-
metrach opisanych w p. 2, przy czym wprowadzono nieliniowg sztywno$¢ $srodkowej w postaci
(gdzie U jest ugieciem podpory):

_ 2
kp —kp1+kp2-U

Wspotczynnik k,, w ogélnym przypadku moze by¢ zaré6wno dodatni (dosztywnienie pod-
pory), jak i ujemny (zmiekczenie podpory), przy czym przy zmiekczaniu podpory za pomoca
ujemnego cztonu nieliniowego, nalezy bardzo uwaza¢, zeby przy wiekszych przemieszczeniach
nie wystgpita ujemna sztywno$¢ podpory, co moze pozbawi¢ wyniki fizycznego sensu.

Poniewaz, jak wynika z rezultatow symulacji zaprezentowanych w p.4, ugiecia watu
w punkcie pomiarowym byty w rezonansach rzedu dziesiatkéw mm, a chciano, zeby wpltyw
cztonu nieliniowego byt znaczny, przyjeto wspotczynnik kpz o cztery rzedy wielkosci wiekszy
od wspdtczynnika kp1, co gwarantowato, ze czesci liniowa i nieliniowa sztywnos$ci podpory
beda tego samego rzedu. Czes¢ liniowa sztywnos$ci zmieniano w zakresie 103...10° N/m.
Chodzito o to, zeby wat po dosztywnieniu $srodkowej podpory przez czton nieliniowy znalazt sie
w ciekawym obszarze przej$ciowym pomiedzy belka jedno i dwuprzestows, zasygnalizowanym
w p.2. Z tego punktu widzenia dosztywnianie, za pomoca cztonu nieliniowego, podpory
srodkowej o kp1 2 106 N/m, nie wnosi juz nic interesujacego, gdyz wat bedzie sie zachowywat
po prostu jak belka dwuprzestowa.

Obliczenia przeprowadzono dla nastepujacych wariantéw sztywnosci podpory srodkowej:
a) k,=10°+107-U* N/m
b) k,=10*+10°-U* N/m
¢) k,=10°+10°-U>N/m

Parametry ttumika i rozktad mimosrodu, byty takie same jak w p.4. Tak samo jak w p. 4 wpro-
wadzono tez ttumienie zewnetrzne ¢, = 0,5 Ns/m? a predkos$¢ obrotowa watu rosta ze statym
przyspieszeniem € = 10 rad/s?.

Wyniki symulacji, w postaci przebiegu U(f) w ptaszczyZnie ttumika, a wiec w 1/4 dtugosci
watu, dla trzech wymienionych wyzej (a, b, ¢) sztywno$ci srodkowej, nieliniowej podpory,
przedstawiono na Rys. 12...17. Podobnie jak w p. 4, w celu lepszego pokazania wptywu zasto-
sowanego ttumika tarciowego na zachowanie sie watu, wyniki symulacji prezentowane sg na
przemian dla watu bez ttumika (rysunki gérne) i dla watu z ttumikiem (rysunki dolne), czyli
usytuowane sg wzgledem siebie tak, jak pokazane wczes$niej rysunki modeli watéw (Rys. 4, 5).
Po kazdej parze rysunkéw zamieszczono krétkie omoéwienie prezentowanych wynikéw.



ANALIZA DRGAN WALU DOPROWADZAJACEGO NAPED DO PRZEKLADNI OGONOWE] SMIGLOWCA... 157

60 -

U
mm

40

20

o LN

0 4 8 12 16
B

Rys. 12. Przebieg U(B) w punkcie x = 0,25L; kp =10+ 10’U?N/m;B=0-16
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Rys. 13. Przebieg U(B) w punkcie x = 0,25L ; k, = 10% + 107U% N/m ; ttumik: Fr = 32 N,
$=0,002 m, Hg=0,0002m; =0 16

Wat zachowuje sie jak belka jednoprzestowa. Jak wida¢ na rysunku gérnym wptyw nielinio-
wosci podpory jest niewielki i wida¢ go jedynie w trzecim rezonansie. Na rysunku dolnym
widac z kolei, ze uzycie ttumika bardzo ostabito drgania w pierwszych dwoch rezonansach i nie-
znacznie w trzecim.
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Rys. 14. Przebieg U(B) w punkcie x = 0,25L; kp =10*+10%U2N/m;B=0- 16
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Rys. 15. Przebieg U(B) w punkcie x = 0,25L; k;, = 10* + 108U% N/m ; thumik: Fr = 32 N,
$=0,002 m, Hg =0,0002m ; 3=0— 16

W tym przypadku widac¢ juz duzy wptyw nieliniowosci podpory na drgania watu w okolicy
pierwszego i trzeciego rezonansu (Rys. 14) - charakterystyczne jest nachylenie przebiegu am-
plitudy drgan watu w prawo. Widoczne jest silne zaburzenie drgan watu w trzecim rezonansie,
wywotane nieliniowo$cig sztywnosci podpory srodkowej -wat zachowuje sie cze$ciowo jak
belka jednoprzestowa, a cze$Sciowo jak dwuprzestowa. Ttumik, podobnie jak poprzednio, bar-
dzo dobrze wytlumit pierwsze dwa rezonanse i prawie nie wptynat na zachowanie sie watu

w trzecim rezonansie.
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Rys. 16. Przebieg U(B) w punkcie x = 0,25L; kp =10°+10°U*N/m;B=0- 16
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Rys. 17. Przebieg U(B) w punkcie x = 0,25L; k;, = 10° + 10°U% N/m ; thumik: Fr = 32 N,
$=0,002m, Hg=0,0002m; =016

Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze dwa powyzsze przebiegi maja inna skale na osi rzednych niz
pozostate. Wat zachowywat sie raczej jak belka dwuprzestowa - nie byto pierwszego rezonansu
belki jednoprzestowej, a trzeci rezonans belki jednoprzestowej prawie zaniknat. Interesujace
jest to, Ze po wyttumieniu, za pomoca ttumika, pierwszego rezonansu belki dwuprzestowej,
drugi, bardzo silny gdy nie byto ttumika, juz nie wystapit (Rys. 17).
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PODSUMOWANIE

W przedstawionym opracowaniu zaprezentowano wyniki symulacji drgan watu ,gietkiego”
na trzech podporach z sSrodkowa podpora o liniowej i nieliniowej sztywnosci, z ttumikiem tar-
ciowym i bez. Na niektdrych przebiegach ugie¢ watu, mozna zaobserwowac charakterystyczne
pochylenie przebiegu w prawo (zwtaszcza na Rys. 14), wywotane nieliniowo$cia sprezysta
$srodkowej podpory, typowe w przypadku rosnacej predkosci obrotowej watu.Ttumik tarciowy
o wybranych parametrach, bardzo dobrze ttumit drgania watu w zakresie dwéch pierwszych re-
zonansow. Trzeci rezonans byt juz zbyt silny dla ttumika o tych parametrach. Wida¢ tu podsta-
wowa wade ttumika tarciowego z tarciem suchym, w poréwnaniu np. z thumikiem cieczowym
(tzw. wiskotycznym). Oczywiscie mozna by zwiekszy¢ site oporu ttumika tarciowego tak, aby
wyttumit réwniez trzeci rezonans, ale trzeba by zastosowac¢ albo ttumik bezszczelinowy, be-
dacy w ciaglym kontakcie z watem, albo powiekszy¢ znacznie szczeline, Zeby przy tej zwiek-
szonej sile oporu ttumika wat mégt ,wyj$¢” z ttumika po pierwszym i po drugim rezonansie.
Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze ttumik tarciowy o wybranych parametrach, okazat sie
skuteczny w ograniczonym zakresie predkosci obrotowych waty, jednak na podkreslenie za-
stuguje fakt, ze jego wptyw na drgania watu okazat sie jednoznacznie korzystny, niezaleznie od
tego czy sprezystos$¢ sSrodkowej podpory watu byta liniowa, czy nieliniowa.
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