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Streszczenie

Model dynamiki obiektu wieloinercyjnego (1) rzgdu n zawiera n+/
parametréw, w tym n statych czasowych i wspodtczynnik statycznego
wzmocnienia. Eksperymentalne wyznaczenie tych parametrow (identyfi-
kacja) jest trudne, lub nawet niewykonalne, to tez operuje si¢ zwykle
modelami uproszczonymi o trzech, lub czterech parametrach (model
Kiipfmillera, model Strejca prosty lub z uzupetnieniami). W grupie do-
ktadniejszych modeli czteroparametrowych za najdokladniejszy wolno
uzna¢ model, ktorego state czasowe tworza postgp geometryczny, a jego
parametrami sg: wspofczynnik statycznego wzmocnienia, najwigksza stata
czasowa, iloraz postgpu geometrycznego, oraz rzad dynamiki. Ekspery-
mentalne wyznaczenie tych parametrow stwarza problemy, ktore zostana
omowione w niniejszej pracy.

Stowa kluczowe: Obiekty wieloinercyjne, uproszczone modele, identyfi-
kacja.

On certain problems associated with
identification of multi-inertia plant models
defined by time-constants representing
terms of geometrical progression

Abstract

The model of a multi-inertia plant (1) of n-order is defined by (n+1)
parameters (n time constants and static gain). The experimental identification
of those parameters is very difficult or even impossible. That is why
simplified models defined by means of three or four parameters
(Kupfmuller’s model, Strejc’s model and its modifications, etc.) are usually
used. The class of four-parameter models with time constants being terms
of a geometrical progression seems to be most accurate among them.
The models are defined by: model order n, static gain, the biggest time
constant and a common ratio. During the experimental identification of
these parameters quite serious problems can occur. These problems are
discussed in the paper .

Keywords: multi-inertia plants, simplified models, identification.

1. Wstep

Dynamike obiektu wieloinercyjnego opisuje transmitancja:

k
K(s)= 1

() (1+s7,)-(145T,)..(1+5T,) M
0 wspotczynniku statycznego wzmocnienia £ i statych czasowych
I,T,,.T,. Ze wzgledéw praktycznych zastgpuje si¢ ja czgsto
uproszczonym modelem Kiipfmillera:

k- —sT,
K, (5)= £-oel ) @

Iub modelem Strejca prostym:

k
K, (s)= m (3)

albo uzupelionym o dodatkowy biegun, miejsce zerowe, lub
op6znienie. Ten — bez watpienia dokladniejszy model zawiera
cztery parametry. Intuicyjnie wolno uznac, ze bardziej zblizony do
(1) i tym samym doktadniejszy jest model o statych czasowych
tworzacych postep geometryczny:

k
K”I(S) = n—
71'1(1+S-T;n-qi)

i=0

“4)

wymagajacy wyznaczenia czterech parametrow: wspotczynnika
statycznego wzmocnienia k, maksymalnej statej czasowej T,
ilorazu postepu ¢, oraz rzgdu dynamiki n. (Wykorzystanie postgpu
arytmetycznego jest obliczeniowo znacznie trudniejsze).

Wyznaczenie tych parametréw w oparciu o znang posta¢ mode-
Iu (1) jest proste [7, 8] i nie zachodzi potrzeba ponownego oma-
wiania tej metody. Problem pojawia si¢ wtedy, gdy obiekt jest
,»czarng skrzynka” i wiadomo o nim tylko tyle, ze odpowiada mu
model (1).

Wspotczynnik statycznego wzmocnienia mozna wyznaczy¢
z przebiegu charakterystyki skokowej, natomiast wyznaczenie
pozostalych parametrow wymaga omowienia (problemy identyfi-
kacji zapowiedziane w tytule pracy). Warto zauwazy¢, ze przyje-
cie:

M(s):1+al~s+a2~sz+...+an_l-s”"l+a”~s" (5)

prowadzi do zalezno$ci

a=T+T,+.+T, a,=TT,.T, (6)

Dla dokonania identyfikacji wystarczy wigc wyznaczenie

wspolczynnikéw a;, a, i rzegdu n. Wspolczynnik a, mozna wy-
znaczy¢ albo stosujac ,,metod¢ lustrzanego odbicia” [5] i odpo-
wiednia metod¢ pomiarowa, albo wykorzystujac przyblizony
zwigzek [6]:

dla t=1.11-q, y(r)=0.68k (7)

i charakterystyke skokowa — ale z mniejsza doktadnoscia.
Wspotczynnik a, i rzad dynamiki n mozna wyznacza¢ stosujgc
»metod¢ pierwszych probek” S. Skoczowskiego [2, 3]. Dla nie-
wielkich warto$ci ¢ stosunek a, ,/a, przyjmuje duze wartoSci
i wtedy owa metoda obarczona jest duzymi btedami, takze z po-

wodu silnego wplywu zaktdcen charakterystyki. Problem identy-
fikacji modelu (4) pozostaje wigc jeszcze otwarty.

2. Propozycja metody wyznaczania
prametréow T, i q

Zaproponujemy przeprowadzenie eksperymentu Zieglera-
Nicholsa [4] stosowanego dawniej do strojenia regulatora. Zatoz-
my, ze stan drgan niettumionych uktadu typu: obiekt wieloiner-
cyjny objety ujemnym sprze¢zeniem zwrotnym przez wzmacniacz
o regulowanym wzmocnieniu 4 zostal osiagniety dla 4= 4,,
a drgania posiadaja pulsacje @,. Aby tak bylo nalezy spetni¢
warunki:
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iarctg (coo ‘T, ~q’):7r (3)

i=0

oraz

4K = 2+ o) 1)) ©
przy tym wolno uzna¢, ze znane s3 wartosci k,w,, 4,, lub nawet
takze wartosS¢ a, .

W pierwszym przypadku przyjmujgc umownie 7, =1 mozna
obliczy¢ wartosci @, dla réznych wartosci g oraz réznych n
i zestawi¢ je tabelarycznie, lub w postaci rodziny wykreséw — np.
lVo=f (q,n) jak pokazano na rys. 1, wykorzystujac (8). Z kolei
dla kazdego zespotu wartosci @,,q 1 n mozna obliczy¢ 4, wyko-
rzystujac (9) i utworzy¢ zestawienie tabelaryczne albo wykres np.
O=1/4,= fl(q,n) jak pokazano na rys. 2.
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Rys. 1. Rodzina wykresow 1/ @, = f' (q,n). Oznaczono: @, - pulsacja drgan nie
tlumionych, ¢ — iloraz postepu geometrycznego, n — rzad dynamiki modelu
Fig. 1. The family of curves 1/ @, = f(q,n), where @, - resonant angular

frequency, n-model order, g- progression common ratio.
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Rys. 2. Rodzina wykresow Q = fl(q,n). Oznaczono: Q odwrotnos$¢ wielkoséci
wzmocnienia A, pozostate symbole jak na rys. 1

Fig.2.  The family of curves Q = f| (q,n), where Q - the reciprocal of gain 4,
The other symbols like in Fig.1

W rzeczywisto$ci oczywiscie 7, =1, ale w warunkach drgan
niethumionych warunek (8) obowiazuje w eksperymencie dla zmie-
rzonego @, takiego, by zachowa¢ proporci¢ @, -7, =@, -1 i tym
samym:

T, =0,/0, (10)
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Z pomiaru warto$ci Q przy przyjetym arbitralnie n mozna wy-
znaczy¢ ¢ (rys. 2) i tym samym dokona¢ identyfikacji. Arbitralne
przyjecie rzedu n wydaje si¢ dyskusyjne, ale warto zauwazy¢, ze
dla matych ¢ modele rzgdéw wysokich n >4 praktycznie roznia
si¢ mato, wystarczy wigc poszukiwa¢ modeli niskiego rzgdu. Duze
warto$ci ¢ wystepuja tylko dla duzych wartoéci 1/Q, skad wynika

nastepujaca reguta :

dla 4, <8 zachodzi n >3, dla 4<4 zachodzi n >4,
dla 4, <2.886 zachodzi n>5,dla 4, <2.37 zachodzi n>6,
dla 4, <2.,075 zachodzi n > 7, dla A, <1.884 zachodzi n > 8.

Znajac T, ,q oraz n mozna wyznaczy¢ pozostate state czasowe,
a takze parametr ¢,. Taki sposob postgpowania jest zasadny tylko
wtedy, gdy struktura modelu (1) odpowiada z dobrym przyblize-
niem strukturze modelu (4), a tak by¢ nie musi. Lepiej wige (drugi
przypadek) wyznaczy¢ warto$¢ «, jedna z podanych metod,
a wtedy:

T —a- (1-q) (11)

Po uwzglednieniu (11) w (8) i dla znanej warto$ci ¢, mozna
wyznaczy¢ dla przyjetych n i g warto$¢ @ i utworzy¢ rodzing
wykresow 1/ o= f, (q,n) jak pokazano na rys. 3. Znajac z pomia-
ru @, mozna przy arbitralnie przyjetym n wyznaczy¢ g i pozosta-
le state czasowe. Tu zalozone przyblizenie struktury modelu (1)
i modelu (4) nie jest juz tak istotne, gdyz model (4) spetnia waru-
nek @, =T, +7,+..T,, natomiast przy matych q mozna si¢ spo-

dziewa¢ duzych btedow modelu (4).
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Rys.3. Rodzina wykresow 1/ @, = fz(q,n), Oznaczono: @,, - wyznaczona
eksperymentalnie wielkos¢ pulsacji drgan nie ttumionych, pozostate
symbole jak na rys. 1

Fig. 3.  The family of curves 1/ @, = fz(q,n), where @,, — result of

experimental determination of resonant angular frequency. The other
symbols like in Fig. 1

3. Eksperymenty

Wykonano symulacje komputerowe czterech obiektow wielo-
inercyjnych, zachowujac w kazdym przypadku warunek k=1,
a,=10. Wykorzystujgc obie podane metody wyznaczono modele

uproszczone. Wartosci parametrow wszystkich modeli zestawiono
w tabeli 1, a wykresy charakterystyk skokowych wszystkich sy-
mulowanych obiektéw pokazano na rys. 4. Warto zauwazy¢, ze
posiadaja one punkt wspdlny, wyznaczajacy parametr a,. Wykre-
sy bledow chwilowych modeli uproszczonych, definiowanych
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jako réznice charakterystyk skokowych obiektu y(t) i jego mode-

lu uproszczonego y,, (t) pokazano na rys. 5.
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Rys. 4. Wykresy charakterystyk skokowych symulowanych obicktow
wieloinercyjnych
Fig.4.  The simulated step responses of multi-inertia plants

Tat) = y(t) . 1072
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Rys. 5. Bledy modeli uproszczonych, wyznaczonych dla symulowanych obiektow
Fig. 5. The errors of simplified models for simulated multi-inertia plants
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Pozwalaja one wyciaggnaé nastgpujace wnioski:

e Lepsza jest metoda druga, przy tym wybdr rzedu modelu
uproszczonego n — poza przypadkiem duzych warto§ci parame-
tru ¢ — nie ma duzego znaczenia, najprawdopodobniej w prak-
tyce wystarczy operowa¢ modelami czwartego rzgdu.

e Metoda pierwsza moze by¢ uzyta tylko wtedy, gdy struktura
obiektu przypomina model (4), ale tego dla ,,czarnej skrzynki”
nie mozna z gory zaktadac.

e Obiekty o statych czasowych bardzo do siebie zblizonych, poza
nielicznymi wyjatkami (obiekt 4) nadajg si¢ raczej do tworzenia
modeli uproszczonych typu Strejca z uzupetnieniem.

Tab. 1.  Model (1) i parametry modeli uproszczonych
Tab. 1. Model (1) and parameters of simplified models

Nr Parametr 7, Modele uproszczone
modelu (1) Metoda 2 Metoda 1
a n=5q=057 | 4=0.83 T,=4.40, 4,=9.84
L, 52,1,1,1 i
n=4q=0.65 q=0.787 T,=3.26, a,=93
a = =
2 3,3,2,1, 1 n=3q=077 o718 T,=3.50, 4 =10.1
b n=4 - "
a - n=5q=045 | q=0473 T, =497, a,=921
3b 6’2’1’5’5 n=4q=0.49
c n=3q=074 |a-0537 T, =468 =927
. R n=>q-016 | 4-0230 T, =543, @ =7.03
4 9~y 4 '
b 3373 q=0250 T, =502, a,=6.59
n=2q=0.18 !

4. Podsumowanie

Eksperymenty zdaja si¢ potwierdzaé wstgpne przewidywania,
a maksymalne btedy chwilowe uzyskiwanych modeli uproszczo-
nych sa zwykle mniejsze, niz w przypadku modelu Strejca.
Wprawdzie metoda Zieglera-Nicholsa jest do§¢ czasochlonna
i moze naraza¢ identyfikowany obiekt na przeciazenia, ale mozna
ja zastapi¢ metoda Astroma [1], ktéra nie ma tych wad. Teza, ze
modele uproszczone nie musza by¢ rzedu wyzszego niz czwarty
i tu znajduje nowe potwierdzenie. W ramach omowienia proble-
mow identyfikacji zaproponowano eksperymenty umozliwiajace
wyznaczenie parametréw modelu.
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