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Streszczenie 
 

Przedstawiono metodę randomizacji oddziaływania systematycznego 
zawierającego dwie składowe, w postaci odchylenia pomiarowego i nie-
pewności jego wyznaczenia. Oddziaływanie systematyczne tworzy zmien-
ną losową, opisaną centrowanym rozkładem płasko-normalnym. Rozkład 
ten jest splotem rozkładu prostokątnego z normalnym. Dzięki temu moż-
liwy jest łatwy opis analityczny, jak również numeryczny, przyjętego 
rozwiązania. Obliczenia niepewności standardowej i współczynnika 
rozszerzenia tak zdefiniowanej zmiennej losowej nie są skomplikowane  
i mogą być łatwo implementowane do praktyki metrologicznej.    
 
Słowa kluczowe: niepewność pomiaru, oddziaływanie systematyczne. 
 

Method of randomization of systematic effect 
and its application 

 
Abstract 

 
The paper concerns a problem of randomization of the systematic effect 
being a part of the coverage interval associated with the measurement 
result. This effect is characterized by two components: systematic and 
random. The systematic component is estimated by the bias and the  
random component is estimated by the uncertainty associated with the 
bias. Taking into consideration these two components, there can be created 
a random variable with zero expectation and the standard deviation calculated 
by randomizing the systematic effect. The method of randomization of the 
systematic effect is based on the Flatten-Gaussian distribution. The standard 
uncertainty, being the basic parameter of the systematic effect, can be 
calculated with a simple mathematical formula, represented by (9). The 
numerical formula (11) can be also used for calculation of this standard 
uncertainty with a random generator represented by (12). The presented 
evaluation of the uncertainty is more rational than those obtained with use 
of other methods, represented in literature [11-13].  It is useful for practical 
metrological application. 
 
Keywords: measurement uncertainty, systematic effect. 
 
1. Wstęp 
 

Rozpoznane podczas pomiaru oddziaływania systematyczne 
charakteryzują się określonym znakiem i wartością oraz wyzna-
czane są z określoną niepewnością. W pomiarach bezpośrednich 
za ogół wynik pomiaru jest korygowany o wartość tych oddziały-
wań systematycznych, a jedynie włączana jest do niepewności 
wyniku składowa przypadkowa związana z wyznaczeniem po-
prawki lub błędu wskazania. Możliwe jest jednak również inne 
postępowanie, a mianowicie włączenie w całości oddziaływania 
systematycznego do przedziału rozszerzenia związanego z wyni-
kiem pomiaru i przez to traktowanie go jak składowej niepewno-
ści [1].  

Oddziaływanie systematyczne zawiera dwie składowe: syste-
matyczną i przypadkową.  

Część systematyczna oddziaływania przybliżana jest odchyle-
niem pomiarowym, a część przypadkowa estymowana jest nie-
pewnością związaną z wyznaczeniem tego odchylenia. Powstająca 
w ten sposób nowa zmienna losowa charakteryzuje się zerową 
wartością oczekiwaną i odchyleniem standardowym obliczanym 
na podstawie informacji o wartości odchylenia pomiarowego  
i związanej z nim niepewności pomiarowej.  

 
2. Przedział rozszerzenia 
 

Pojęcie przedziału rozszerzenia związane jest z rozkładem 
prawdopodobieństwa dla wartości wielkości mierzonej. Ogólnie 
oznacza on przedział, o którym można twierdzić przy danym 
poziomie ufności, że zawiera co najmniej określoną część popula-
cji [2]. Szczególnie, w metrologii oznacza on przedział zawierają-
cy wartość wielkości z określonym prawdopodobieństwem. Istnie-
ją dwie opcje tego przedziału: probabilistycznie symetryczny  
i najkrótszy [3]. W przypadku symetrycznego rozkładu będzie to 
zawsze tylko jeden przedział, symetryczny wokół wartości ocze-
kiwanej: 

 
I(y) = [ylow, yhigh] ,                                   (1) 

 
gdzie ylow = G-1() i yhigh = G-1(+p). G-1() jest kwantylem rzędu 
, a G-1(+p) kwantylem rzędu +p rozkładu opisanego dystry-
buantą G(). Przyjmuje się, że  = 2,5 %, a p = 1-2 = 95 %.  
W odniesieniu do klasycznie zapisywanej niepewności rozszerzo-
nej Up przedział rozszerzenia można zdefiniować jako: 

 
I(y) = [y  Up,  y + Up] .                              (2) 

 
Granice przedziału rozszerzenia spełniają równanie: 
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gdzie g() jest funkcją gęstości prawdopodobieństwa rozkładu 
związanego z wielkością mierzoną, y jej estymatą, a p prawdopo-
dobieństwem rozszerzenia. 
 
3. Oddziaływanie systematyczne 
 

Oddziaływanie systematyczne można przedstawić w postaci 
dwóch składowych: estymaty jego wartości (odchylenia pomiaro-
wego) e oraz niepewności standardowej u(e) tego odchylenia. 
Możemy założyć, że rozkład prawdopodobieństwa związany ze 
składową przypadkową tego oddziaływania jest opisany rozkła-
dem normalnym i możemy w związku z tym przyjąć, iż współ-
czynnik rozszerzenia wynosi k = 2 dla prawdopodobieństwa 95 % 
(rys. 1). Tworząc nową zmienną losową centrowaną wokół 
umownie przyjętej wartości zerowej wyznaczamy symetryczny 
przedział rozszerzenia: 

 
  eueU  2 . (4) 

 
W ten sposób Up staje się niepewnością rozszerzoną związaną  

z oddziaływaniem systematycznym. Rozkładem tej zmiennej 
losowej będzie rozkład płasko-normalny.  
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4. Rozkład płasko-normalny 
 

Rozkład płasko-normalny jest splotem rozkładu prostokątnego  
z normalnym. Funkcja gęstości tego rozkładu opisana jest zależ-
nością: 
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Rys. 1.    Schemat randomizacji oddziaływania systematycznego 
Fig. 1.     Randomization of the systematic effect    

 
Funkcje gęstości tego rozkładu charakteryzują się na ogół stałą 

wartością w okolicach wartości oczekiwanej i zboczami opisany-
mi funkcją Gaussa (rys. 2). Zakres stałości funkcji gęstości zależy 
od parametru r rozkładu, który określa stosunek odchylenia stan-
dardowego P jego składowej prostokątnej do odchylenia standar-
dowego N jego składowej normalnej:  
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Rys. 2.    Funkcje gęstości rozkładu płasko-normalnego dla różnych wartości  

parametru r  
Fig. 2.     Probability density functions of the Flatten-Gaussian distribution for 

different values of parameter r  

 
Parametr r rozkładu płasko-normalnego może być estymowany 

przy użyciu formuły wiążącej odchylenie pomiarowe z jego nie-
pewnością standardową: 
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Współczynnik rozszerzenia kPN dla rozkładu płasko-normalnego 

może być obliczony metodami numerycznymi. Wartości tego 
współczynnika podane są w tabeli 1 [4-7]. Mogą być również 

obliczone na podstawie rozkładu trapezowego, z zależności  
[8-10]: 
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Różnice pomiędzy wartościami współczynników rozszerzenia 

obliczanymi z rozkładu płasko-normalnego (kPN) i na podstawie 
rozkładu trapezowego (kT) dla prawdopodobieństwa 95 % podano 
w tabeli 2. Różnice pomiędzy tymi wartościami są minimalne. 

 
Tab. 1.   Wartości kwantyla rozkładu płasko-normalnego dla p = 95 %  
Tab. 1.   Quantile values of the Flatten-Gaussian distribution for p = 95 % 

 

r kPN r kPN r kPN 

0 1,9600 3 1,7438 7 1,6634 

0,1 1,9600 3,2 1,7347 7,2 1,6620 

0,2 1,9598 3,4 1,7266 7,4 1,6608 

0,3 1,9593 3,6 1,7193 7,6 1,6596 

0,4 1,9580 3,8 1,7128 7,8 1,6585 

0,5 1,9553 4 1,7070 8 1,6576 

0,6 1,9510 4,2 1,7017 8,2 1,6566 

0,7 1,9449 4,4 1,6970 8,4 1,6558 

0,8 1,9371 4,6 1,6928 8,6 1,6550 

0,9 1,9278 4,8 1,6889 8,8 1,6543 

1 1,9174 5 1,6854 9 1,6536 

1,2 1,8948 5,2 1,6822 9,2 1,6529 

1,4 1,8716 5,4 1,6793 9,4 1,6523 

1,6 1,8493 5,6 1,6767 9,6 1,6518 

1,8 1,8288 5,8 1,6742 9,8 1,6513 

2 1,8102 6 1,6720 10 1,6508 

2,2 1,7936 6,2 1,6700 20 1,6443 

2,4 1,7788 6,4 1,6681 50 1,6451 

2,6 1,7657 6,6 1,6664 100 1,6454 

2,8 1,7541 6,8 1,6648  1,6454 

 
 

Tab. 2.    Niepewność standardowa i współczynnik rozszerzenia randomizowanego 
oddziaływania systematycznego  

Tab. 2.    Standard uncertainty and coverage factor of randomized systematic effect 
 

e/u(e) ru kPN kT U uR=U/kPN uR=U/kT uR(MCM) 

0,1 1,0667 1,91 1,90 2,1 1,10 1,10 1,10 

0,2 1,1333 1,90 1,90 2,2 1,16 1,16 1,15 

0,3 1,2000 1,89 1,90 2,3 1,22 1,21 1,21 

0,4 1,2667 1,89 1,89 2,4 1,27 1,27 1,28 

0,5 1,3333 1,88 1,89 2,5 1,33 1,32 1,32 

0,6 1,4000 1,87 1,88 2,6 1,39 1,38 1,39 

0,7 1,4667 1,86 1,88 2,7 1,45 1,44 1,44 

0,8 1,5333 1,86 1,87 2,8 1,51 1,49 1,50 

0,9 1,6000 1,85 1,87 2,9 1,57 1,55 1,56 

1 1,6667 1,84 1,86 3,0 1,63 1,61 1,62 

2 2,3333 1,78 1,81 4,0 2,25 2,21 2,23 

3 3,0000 1,74 1,77 5,0 2,87 2,83 2,85 

4 3,6667 1,72 1,74 6,0 3,49 3,46 3,47 

5 4,3333 1,70 1,71 7,0 4,12 4,08 4,10 

6 5,0000 1,69 1,70 8,0 4,73 4,71 4,72 

7 5,6667 1,68 1,69 9,0 5,36 5,34 5,35 

8 6,3333 1,67 1,68 10 5,99 5,96 5,98 

9 7,0000 1,66 1,67 11 6,63 6,59 6,61 

10 7,6667 1,66 1,66 12 7,23 7,21 7,23 
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5. Niepewność standardowa  
randomizowanego oddziaływania  
systematycznego 

 
Niepewność standardowa randomizowanego oddziaływania 

systematycznego wynosi: 
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przy czym współczynnik rozszerzenia: 

 

TPN kkk  .                                   (10) 

 
Różnice w wyznaczonych wartościach niepewności standardo-

wej randomizowanego oddziaływania systematycznego dla 
współczynników kPN i kT przedstawia również tabela 2. Są one 
minimalne i nie mają istotnego wpływu na samą wartość niepew-
ności standardowej, szczególnie gdy wyraża się ją z dwoma cy-
frami znaczącymi. W tabeli zapisano je, w celu pokazania różnic, 
z większą liczbą cyfr znaczących. Względne różnice pomiędzy 
nimi nie przekraczają dwóch procent. 

Niepewność standardową randomizowanego oddziaływania 
systematycznego można również obliczyć przy użyciu metody 
Monte Carlo, stosując do obliczeń formułę [3]: 
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Wartości yi są losowane z rozkładu płasko-normalnego, opisa-

nego parametrem r = ru, danego równaniem (7). Wyniki obliczeń 
uR(MCM) przedstawiono również w tabeli 2. Różnice pomiędzy 
wartościami uR obliczanymi metodą analityczną i uR(MCM) oblicza-
nymi metodą numeryczną nie przekraczają jednego procenta. 

Generator liczb losowych o rozkładzie płasko-normalnym może 
być zbudowany z dwóch prostych generatorów liczb losowych. 
Losowanie może odbywać się przy użyciu formuły: 
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gdzie zP i zN są zmiennymi losowymi mającymi standaryzowane 
rozkłady prawdopodobieństwa: prostokątny P(0, 1) i normalny 
N(0, 1). 
 
6. Porównanie z podejściem literaturowym 
 

Podejście prezentowane w literaturze [11-13] często sprowadza 
się do oceny niepewności, związanej z oddziaływaniem systema-
tycznym, na podstawie zależności: 

 

  eueu 22
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W tym podejściu wartość odchylenia pomiarowego e traktowa-

na jest jak niepewność standardowa. Ponieważ odchylenie pomia-
rowe zawsze podawane jest z określoną niepewnością, to formuła 
(13) łączy niepewność standardową u(e) z oszacowaniem e. Ta 
formuła łączy składową systematyczną z przypadkową oddziały-
wania systematycznego i wyraża niepewność uL podobnie jak 
prawo propagacji niepewności. Zależność ta jest funkcją nielinio-
wą (rys. 3).  

Natomiast, w przestawionym powyżej rozdziale, zależność (9) 
na uR tworzy praktycznie funkcję liniową. Jednakowym przyro-
stom wartości składowych oddziaływania systematycznego towa-
rzyszą proporcjonalne przyrosty wartości niepewności standardo-

wej. Dzięki temu zależność pomiędzy składowymi a niepewnością 
standardową jest liniowa.   
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Rys. 3.     Niepewność standardowa policzona dwoma sposobami  
Fig. 3.     Standard uncertainty calculated with two approaches 

 
 
7. Przykład zastosowania 
 

Praktyczne zastosowanie randomizacji może być wykorzystane 
przy interpretacji informacji zawartej w świadectwie wzorcowa-
nia. W świadectwie podana jest wartość odchylenia pomiarowego 
i niepewność jej wyznaczenia. Niepewność podawana jest jako 
niepewność rozszerzona będąca iloczynem złożonej niepewności 
standardowej i współczynnika rozszerzenia k = 2, związanego  
z rozkładem normalnym, dla poziomu ufności około 95 %.  

Możemy posłużyć się przykładem obliczeniowym wyniku po-
miaru średnicy wałka przy użyciu wywzorcowanego mikrometru. 
Świadectwo wzorcowania mikrometru podaje, że odchylenie e  
w całym zakresie pomiarowym wynosi 3 m z niepewnością 2 
m. Zakładamy, że odchylenie pomiarowe jest estymatą wartości 
odchylenia systematycznego wskazań przyrządu pomiarowego  
i nie przekracza 3 m dla każdej zmierzonej średnicy. W powyż-
szym przypadku e = 0,003 mm i u(e) = 0,001 mm, gdyż niepew-

ność rozszerzona U0,95 = 0,002 mm i k = 2. Randomizowane od-
działywanie systematyczne charakteryzuje się rozkładem płasko-
normalnym o parametrze ru = 3, danym zależnością (7). Na pod-
stawie tabeli 1 możemy odczytać, że kPN = 1,74 lub na podstawie 
zależności (8) można wyznaczyć, że kT = 1,77. Niepewność stan-
dardowa, dana formułą (9), wynosi uR = 0,0029 mm. W przypad-
ku przybliżenia rozkładem trapezowym niepewność standardowa 
wynosi uR = 0,0028 mm, ponieważ rozkład trapezowy ma mniej-
szą niepewność standardową niż rozkład płasko-normalny dla tych 
samych parametrów randomizacji. Niepewność tą można nazwać 
niepewnością typu B i zapisać jako uB = uR. 
Średnica wałka 20h7 (h7 to oznaczenie tolerancji średnicy) 

była zmierzona ze średnią wartością odczytów d = 19,990 mm, 
jako estymatą średnicy i odchyleniem standardowym eksperymen-

talnym średnim )(ds = 0,0017 mm, jako niepewnością standar-
dową. Ta niepewność nazywana jest niepewności typu A, zatem 

uA= )(ds . Zgodnie z prawem propagacji niepewności złożona 
niepewność standardowa dana jest zależnością: 

 

  2
B

2
Ac uudu                                  (14) 

 
Złożona niepewność standardowa może być estymatą niepew-

ności standardowej związanej z wynikiem pomiaru średnicy wałka 
zmierzonego przy użyciu wywzorcowanego mikrometru: u(d) = 
uc(d) = 0,0033 mm. Możemy przyjąć rozkład normalny związany 
z niepewnością uA i rozkład płasko-normalny związany z niepew-
nością uB. Przedział rozszerzenia może być policzony metodą 
analityczną, przedstawioną w publikacji [4-6]. Używając tej metody 
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możemy wyznaczyć: dlow = 19,9838 mm i dhigh = 19,9962 mm. 
Zgodnie z zaleceniami dokumentu [3] możemy zapisać, że: 

 
d = 19,9900 mm, u(d) = 0,0033 mm 

95 % coverage interval = [19,9838; 19,9962] mm 
 

lub w tradycyjnej postaci: d = (19,9900 ± 0,0062) mm. Możemy 
porównać ten wynik z obliczeniami metodą Monte Carlo [3]: 

 
d = 19,9900 mm, u(d) = 0,0034 mm 

95 % coverage interval = [19,9837; 19,9963] mm 
 

lub przedstawionych w tradycyjnej postaci: d = (19,9900 ± 
0,0063) mm. Wynik pomiaru jest taki sam, gdy zaokrąglamy 
niepewność standardową do jednej cyfry znaczącej: 

 
d = 19,990 mm, u(d) = 0,003 mm 

95 % coverage interval = [19,984; 19,996] mm 
 

lub wyrażając w tradycyjnej postaci: d = (19,990 ± 0,006) mm. 
Tolerancja średnicy 20h7 wynosi: T = 21 m, z górną granicą 
specyfikacji: 0 m i dolną granicą specyfikacji: -21 m, które 
odpowiadają maksymalnej wartości średnicy: dmax = 20 mm  
i minimalnej wartości średnicy: dmin = 19,979 mm. 
 
8. Podsumowanie 
 

Oddziaływanie systematyczne pomiaru może być włączone do 
przedziału rozszerzenia wyniku pomiaru. Traktowane jest wów-
czas jak składowa niepewności, która jest zmienną losową. Ta 
zmienna losowa opisana jest rozkładem płasko-normalnym. Roz-
kład ten obejmuje dwie składowe oddziaływania systematyczne-
go: odchylenie pomiarowe i jego niepewność wyznaczenia. Obli-
czenia niepewności standardowej i współczynnika rozszerzenia 
takiej wielkości nie są skomplikowane i mogą być łatwo imple-
mentowane do praktyki metrologicznej.  

Podejście przedstawiane w literaturze nie zakłada rozkładu dla 
oddziaływania systematycznego. Przez to niepewność standardo-
wa związana z tym oddziaływaniem może być obliczana tylko na 
podstawie prawa propagacji niepewności. Natomiast przedstawio-
ne tu obliczenia mogą być wykonywane zarówno metodą anali-
tyczną jak i numeryczną zgodnie z zasadą propagacji rozkładów 
prawdopodobieństwa, rekomendowaną w [3]. Każda z tych metod 
prowadzi praktycznie do tej samej wartości niepewności standar-
dowej i rozszerzonej. 

Metodę można wykorzystać przy opracowaniu wyniku pomiaru 
wykonanego dowolnym przyrządem pomiarowym, jeżeli posia-

damy wiarygodną informację o wartościach jego oddziaływań 
systematycznych. Źródłem takiej informacji może być świadectwo 
wzorcowania przyrządu pomiarowego. Wykorzystanie metody 
możliwe jest też przy ocenie zdolności pomiarowej przyrządów, 
gdy odchylenie pomiarowe traktowane jest jako jedna z istotnych 
składowych budżetu niepewności. 
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