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Streszczenie

Przedstawiono metod¢ randomizacji oddzialtywania systematycznego
zawierajacego dwie sktadowe, w postaci odchylenia pomiarowego i nie-
pewnosci jego wyznaczenia. Oddziatywanie systematyczne tworzy zmien-
na losowa, opisang centrowanym rozkladem plasko-normalnym. Rozktad
ten jest splotem rozktadu prostokatnego z normalnym. Dzigki temu moz-
liwy jest tatwy opis analityczny, jak rowniez numeryczny, przyjetego
rozwigzania. Obliczenia niepewnosci standardowej i wspotczynnika
rozszerzenia tak zdefiniowanej zmiennej losowej nie sg skomplikowane
i moga by¢ tatwo implementowane do praktyki metrologiczne;j.

Stowa kluczowe: niepewnos$¢ pomiaru, oddzialywanie systematyczne.

Method of randomization of systematic effect
and its application

Abstract

The paper concerns a problem of randomization of the systematic effect
being a part of the coverage interval associated with the measurement
result. This effect is characterized by two components: systematic and
random. The systematic component is estimated by the bias and the
random component is estimated by the uncertainty associated with the
bias. Taking into consideration these two components, there can be created
a random variable with zero expectation and the standard deviation calculated
by randomizing the systematic effect. The method of randomization of the
systematic effect is based on the Flatten-Gaussian distribution. The standard
uncertainty, being the basic parameter of the systematic effect, can be
calculated with a simple mathematical formula, represented by (9). The
numerical formula (11) can be also used for calculation of this standard
uncertainty with a random generator represented by (12). The presented
evaluation of the uncertainty is more rational than those obtained with use
of other methods, represented in literature [11-13]. It is useful for practical
metrological application.

Keywords: measurement uncertainty, systematic effect.

1. Wstep

Rozpoznane podczas pomiaru oddzialtywania systematyczne
charakteryzuja si¢ okreslonym znakiem i warto$cig oraz wyzna-
czane sg z okre$long niepewnoscig. W pomiarach bezposrednich
za 0got wynik pomiaru jest korygowany o wartos¢ tych oddziaty-
wan systematycznych, a jedynie wiaczana jest do niepewnosci
wyniku sktadowa przypadkowa zwigzana z wyznaczeniem po-
prawki lub btedu wskazania. Mozliwe jest jednak réwniez inne
postepowanie, a mianowicie wiaczenie w catosci oddzialywania
systematycznego do przedzialu rozszerzenia zwigzanego z wyni-
kiem pomiaru i przez to traktowanie go jak sktadowej niepewno-
sci[1].

Oddzialywanie systematyczne zawiera dwie skladowe: syste-
matyczng i przypadkowa.

Cze$¢ systematyczna oddziatywania przyblizana jest odchyle-
niem pomiarowym, a cz¢$¢ przypadkowa estymowana jest nie-
pewnoscig zwiazang z wyznaczeniem tego odchylenia. Powstajaca
w ten sposob nowa zmienna losowa charakteryzuje si¢ zerowa
warto$cig oczekiwang i odchyleniem standardowym obliczanym
na podstawie informacji o warto$ci odchylenia pomiarowego
1 Zwigzanej z nim niepewnosci pomiarowe;.

2. Przedzial rozszerzenia

Pojecie przedziatu rozszerzenia zwigzane jest z rozkladem
prawdopodobienstwa dla wartosci wielkosci mierzonej. Ogdlnie
oznacza on przedzial, o ktorym mozna twierdzi¢ przy danym
poziomie ufnosci, ze zawiera co najmniej okreslong czgs¢ popula-
cji [2]. Szczegolnie, w metrologii oznacza on przedzial zawieraja-
cy warto$¢ wielkosci z okreslonym prawdopodobienstwem. Istnie-
ja dwie opcje tego przedziatu: probabilistycznie symetryczny
i najkrotszy [3]. W przypadku symetrycznego rozktadu bedzie to
zawsze tylko jeden przedzial, symetryczny wokoét wartosci ocze-
kiwane;j:

1) = Diows Yhighl » (D

gdzie yiow = G (@) i Vhigh = G '(atp). G''() jest kwantylem rzedu
a, a G'(atp) kwantylem rzedu artp rozkladu opisanego dystry-
buanta G(7). Przyjmuje si¢, ze a = 2,5 %, a p = 1-2a = 95 %.
W odniesieniu do klasycznie zapisywanej niepewnos$ci rozszerzo-
nej U, przedzial rozszerzenia mozna zdefiniowa¢ jako:

)= =U, y+U]. 2
Granice przedziatu rozszerzenia spetniajg rownanie:

y+U,

jg(n)dn:p, 3)

U,

gdzie g(77) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu
zwigzanego z wielkoscig mierzona, y jej estymata, a p prawdopo-
dobienstwem rozszerzenia.

3. Oddziatywanie systematyczne

Oddzialywanie systematyczne mozna przedstawi¢ w postaci
dwoch sktadowych: estymaty jego wartosci (odchylenia pomiaro-
wego) e oraz niepewnosci standardowej u(e) tego odchylenia.
Mozemy zalozy¢, ze rozklad prawdopodobienstwa zwigzany ze
sktadowa przypadkowag tego oddzialywania jest opisany rozkta-
dem normalnym i mozemy w zwigzku z tym przyjaé, iz wspot-
czynnik rozszerzenia wynosi k = 2 dla prawdopodobienstwa 95 %
(rys. 1). Tworzac nowa zmienng losowa centrowang wokot
umownie przyjetej warto$ci zerowej wyznaczamy symetryczny
przedziat rozszerzenia:

U=|e|+2~u(e). “)

W ten sposdb U, staje si¢ niepewnoscig rozszerzong zwigzang
z oddzialywaniem systematycznym. Rozkladem tej zmiennej
losowej bedzie rozktad ptasko-normalny.
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4. Rozktad ptasko-normalny

Rozklad plasko-normalny jest splotem rozktadu prostokatnego
z normalnym. Funkcja gestosci tego rozktadu opisana jest zalez-
noscia:

PAK vol. 57, nr 11/2011

obliczone na podstawie rozktadu trapezowego, z zaleznoSci

[8-10]:

kT:

+1

(l+ru -2 ru(l—p)).

@®)

3 . . - . .
( )_ 1 . & 2 de 5) Roéznice pomiedzy wartosciami wspotczynnikéw rozszerzenia
&= 261 -7 xp 2 ) obliczanymi z rozktadu ptasko-normalnego (kpy) 1 na podstawie
n-3r rozktadu trapezowego (k1) dla prawdopodobienstwa 95 % podano
w tabeli 2. Roznice pomigdzy tymi warto§ciami sg minimalne.
Tab. 1. Wartosci kwantyla rozktadu ptasko-normalnego dla p = 95 %
Tab. 1. Quantile values of the Flatten-Gaussian distribution for p = 95 %
r N r ken r N
0 1,9600 3 1,7438 7 1,6634
0,1 1,9600 32 1,7347 7.2 1,6620
0,2 1,9598 3,4 1,7266 7,4 1,6608
e 2u(e) 03 1,9593 3,6 1,7193 7,6 1,6596
% 0,4 1,9580 38 1,7128 78 1,6585
0,5 1,9553 4 1,7070 8 1,6576
Rys. 1. Schemat randomizacji oddziatywania systematycznego 0.6 1.9510 42 17017 82 1.6566
Fig. 1. Randomization of the systematic effect ’ . 2 ’ ’ d
0,7 1,9449 4,4 1,6970 8.4 1,6558
Funkcje gestosci tego rozktadu charakteryzuja si¢ na ogo6t statg 0,8 1,9371 4,6 1,6928 8,6 1,6550
wartoscig w okolicach wartosci oczekiwanej i zboczami opisany- 09 19278 48 1,6889 8.8 1,6543
mi funkcja Gaussa (rys. 2). Zakres st'a10501 funkcji ge;stosc1. zalezy | 19174 p 16854 9 1.6536
od parametru  rozktadu, ktory okresla stosunek odchylenia stan-
. . . . 12 1,8948 52 1,6822 9,2 1,6529
dardowego op jego sktadowej prostokatnej do odchylenia standar-
dowego oy jego sktadowej normalne;j: 14 1.8716 54 16793 94 1,6523
1,6 1,8493 5,6 1,6767 9,6 1,6518
o 1,8 1,8288 5.8 1,6742 9,8 1,6513
r=—t. ©)
oN 2 1,8102 6 1,6720 10 1,6508
2,2 1,7936 6,2 1,6700 20 1,6443
2,4 1,7788 6,4 1,6681 50 1,6451
2,6 1,7657 6,6 1,6664 100 1,6454
o g 2.8 1,7541 6.3 1,6648 o 1,6454
0.25/]

Tab. 2. Niepewno$¢ standardowa i wspotczynnik rozszerzenia randomizowanego

oddziatywania systematycznego

[ \ Tab. 2. Standard uncertainty and coverage factor of randomized systematic effect
\\ r=2 e/u(e) Ty ken kr U ur=Ulkpn | ur=Ulkr | uroicmy
0,1 1,0667 1,91 1,90 2,1 1,10 1,10 1,10
0,2 1,1333 1,90 1,90 2,2 1,16 1,16 1,15
03 | 12000 | 1,89 1,90 23 1,22 1,21 1,21
n 0,4 1,2667 | 1,89 1,89 2,4 1,27 1,27 1,28
25 25 0,5 1,3333 1,88 1,89 2,5 1,33 1,32 1,32
0.05 0,6 1,4000 1,87 1,88 2,6 1,39 1,38 1,39
0,7 1,4667 1,86 1,88 2,7 1,45 1,44 1,44
Rys. 2. Funkcje ggstosci rozktadu ptasko-normalnego dla réznych wartosci 0.8 15333 1.86 1.87 2.8 151 1,49 150
parametru »
Fig. 2.  Probability density functions of the Flatten-Gaussian distribution for 0,9 1,6000 1,85 1,87 2,9 1,57 1,55 1,56
different values of parameter r
1 1,6667 | 1,84 1,86 3,0 1,63 1,61 1,62
Parametr r rozkladu ptasko-normalnego moze by¢ estymowany 2 23333 ] L78 | 181 | 40 225 221 223
przy uzyciu formuly wigzacej odchylenie pomiarowe z jego nie- 3 3,0000 | 1,74 1,77 5,0 2,87 2,83 2,85
pewnoscig standardowg: 4 [36667 | 1,72 | 1,74 | 60 3,49 346 | 347
5 43333 | 1,70 1,71 7,0 4,12 4,08 4,10
;o= 2 '|e| +1 7 6 5,0000 | 1,69 1,70 8,0 4,73 4,71 4,72
Y .
3 “(e) 7 56667 | 1,68 1,69 9,0 5,36 5,34 5,35
i . . 8 6,3333 1,67 1,68 10 5,99 5,96 5,98
Wspolezynnik rozszerzenia kpy dla rozktadu ptasko-normalnego
. , . . . ;. 9 7,0000 1,66 1,67 11 6,63 6,59 6,61
moze by¢ obliczony metodami numerycznymi. Wartosci tego
wspolczynnika podane s3 w tabeli 1 [4-7]. Moga byé réwniez 10 | 7.6667 | 166 | 1,66 12 723 7,21 723
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5. Niepewnosé¢ standardowa
randomizowanego oddziatywania
systematycznego

Niepewno$¢ standardowa randomizowanego oddziatywania
systematycznego wynosi:

2.
uR:%:M’ ©9)

przy czym wspotczynnik rozszerzenia:
k:kPNsz' (10)

Roznice w wyznaczonych warto$ciach niepewnos$ci standardo-
wej randomizowanego oddzialywania systematycznego dla
wspotczynnikow kpy 1 kr przedstawia rowniez tabela 2. Sg one
minimalne i nie maja istotnego wpltywu na sama warto$¢ niepew-
nosci standardowej, szczeg6lnie gdy wyraza si¢ ja z dwoma cy-
frami znaczacymi. W tabeli zapisano je, w celu pokazania r6znic,
z wigksza liczba cyfr znaczacych. Wzgledne roéznice pomiedzy
nimi nie przekraczaja dwoch procent.

Niepewnos¢ standardowa randomizowanego oddziatywania
systematycznego mozna réwniez obliczy¢ przy uzyciu metody
Monte Carlo, stosujac do obliczen formute [3]:

M

1 _
ulz{(MCM) ZWZ(M -3y (1D
i=1

Wartosci y; sa losowane z rozktadu ptasko-normalnego, opisa-
nego parametrem r = r,, danego rownaniem (7). Wyniki obliczen
uromemy przedstawiono rowniez w tabeli 2. Roznice pomiedzy
warto$ciami ug obliczanymi metodg analityczng i uggcm oblicza-
nymi metoda numeryczng nie przekraczaja jednego procenta.

Generator liczb losowych o rozktadzie ptasko-normalnym moze
by¢ zbudowany z dwodch prostych generatorow liczb losowych.
Losowanie moze odbywa¢ si¢ przy uzyciu formuty:

_rZP+ZN

P

(12)

gdzie zp i zy sa zmiennymi losowymi majacymi standaryzowane
rozktady prawdopodobienstwa: prostokatny P(0, 1) i normalny
N(O, 1).

6. Porownanie z podejsciem literaturowym

Podejscie prezentowane w literaturze [11-13] czesto sprowadza
si¢ do oceny niepewnosci, zwigzanej z oddziatywaniem systema-
tycznym, na podstawie zalezno$ci:

up = 62+u2(e) (13)

W tym podejsciu warto$¢ odchylenia pomiarowego e traktowa-
na jest jak niepewnos¢ standardowa. Poniewaz odchylenie pomia-
rowe zawsze podawane jest z okreslong niepewnoscia, to formuta
(13) taczy niepewnos¢ standardowa u(e) z oszacowaniem e. Ta
formuta taczy sktadowa systematyczna z przypadkowa oddziaty-
wania systematycznego i wyraza niepewnos$¢ u; podobnie jak
prawo propagacji niepewnosci. Zaleznos¢ ta jest funkcja nielinio-
wa (rys. 3).

Natomiast, w przestawionym powyzej rozdziale, zalezno$¢ (9)
na ug tworzy praktycznie funkcje liniowa. Jednakowym przyro-
stom wartosci sktadowych oddziatywania systematycznego towa-
1rZysza proporcjonalne przyrosty wartosci niepewnos$ci standardo-
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wej. Dzigki temu zalezno$¢ pomigdzy sktadowymi a niepewnoscia
standardowa jest liniowa.

12

uy,

uR

=

Rys. 3. Niepewnos¢ standardowa policzona dwoma sposobami
Fig. 3.  Standard uncertainty calculated with two approaches

7. Przykiad zastosowania

Praktyczne zastosowanie randomizacji moze by¢ wykorzystane
przy interpretacji informacji zawartej w Swiadectwie wzorcowa-
nia. W $wiadectwie podana jest warto$¢ odchylenia pomiarowego
i niepewnos¢ jej wyznaczenia. Niepewno$¢ podawana jest jako
niepewno$¢ rozszerzona be¢daca iloczynem ztozonej niepewnosci
standardowej i wspolczynnika rozszerzenia k=2, zwigzanego
z rozktadem normalnym, dla poziomu ufnosci okoto 95 %.

Mozemy postuzy¢ si¢ przyktadem obliczeniowym wyniku po-
miaru $rednicy watka przy uzyciu wywzorcowanego mikrometru.
Swiadectwo wzorcowania mikrometru podaje, ze odchylenie e
w catym zakresie pomiarowym wynosi 3 pm z niepewnoscia 2
um. Zaktadamy, ze odchylenie pomiarowe jest estymata wartosci
odchylenia systematycznego wskazan przyrzadu pomiarowego
i nie przekracza 3 pum dla kazdej zmierzonej $rednicy. W powyz-
szym przypadku |e| = 0,003 mm i u(e) = 0,001 mm, gdyz niepew-

nos¢ rozszerzona Ujos = 0,002 mm i & =2. Randomizowane od-
dziatlywanie systematyczne charakteryzuje si¢ rozktadem ptasko-
normalnym o parametrze r, = 3, danym zalezno$cia (7). Na pod-
stawie tabeli 1 mozemy odczytac, ze kpy = 1,74 lub na podstawie
zaleznosci (8) mozna wyznaczyé, ze kr = 1,77. Niepewnos$¢ stan-
dardowa, dana formuta (9), wynosi ug = 0,0029 mm. W przypad-
ku przyblizenia rozkladem trapezowym niepewno$¢ standardowa
wynosi ug = 0,0028 mm, poniewaz rozktad trapezowy ma mniej-
sza niepewnos$¢ standardowa niz rozktad ptasko-normalny dla tych
samych parametréw randomizacji. Niepewno$¢ ta mozna nazwac
niepewnoscia typu B i zapisa¢ jako ug = uy.

Srednica watka @20h7 (h7 to oznaczenie tolerancji $rednicy)
byla zmierzona ze $rednig warto$cia odczytow d =19,990 mm,
jako estymata $rednicy i odchyleniem standardowym eksperymen-
talnym $rednim s(d)=0,0017 mm, jako niepewnoscig standar-
dowa. Ta niepewno$¢ nazywana jest niepewnosci typu A, zatem
up=s(d). Zgodnie z prawem propagacji niepewnos$ci zlozona
niepewno$¢ standardowa dana jest zaleznoscia:

uc(d)=\[u12§+u§ (14)

Ztozona niepewno$¢ standardowa moze by¢ estymata niepew-
nosci standardowej zwiazanej z wynikiem pomiaru $rednicy watka
zmierzonego przy uzyciu wywzorcowanego mikrometru: u(d) =
u(d) = 0,0033 mm. Mozemy przyja¢ rozktad normalny zwigzany
z niepewnoscig u, 1 rozktad plasko-normalny zwigzany z niepew-
no$cia ug. Przedziat rozszerzenia moze by¢ policzony metoda
analityczng, przedstawiona w publikacji [4-6]. Uzywajac tej metody
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mozemy Wwyznaczy¢: diy = 19,9838 mm i dygn = 19,9962 mm.
Zgodnie z zaleceniami dokumentu [3] mozemy zapisac, ze:

d=19,9900 mm, u(d) = 0,0033 mm
95 % coverage interval = [19,9838; 19,9962] mm

lub w tradycyjnej postaci: d = (19,9900 + 0,0062) mm. Mozemy
poroéwnac ten wynik z obliczeniami metoda Monte Carlo [3]:

d=19,9900 mm, u(d) = 0,0034 mm
95 % coverage interval =[19,9837; 19,9963] mm

lub przedstawionych w tradycyjnej postaci: d= (19,9900 +
0,0063) mm. Wynik pomiaru jest taki sam, gdy zaokraglamy
niepewnos$¢ standardowa do jednej cyfry znaczace;j:

d=19,990 mm, u(d) = 0,003 mm
95 % coverage interval =[19,984; 19,996] mm

lub wyrazajac w tradycyjnej postaci: d = (19,990 = 0,006) mm.
Tolerancja $rednicy @20h7 wynosi: 7=21 pum, z gorna granicg
specyfikacji: 0 pm i dolng granica specyfikacji: -21 um, ktére
odpowiadaja maksymalnej wartosci $rednicy: dpa. =20 mm
i minimalnej wartosci $rednicy: dy;, = 19,979 mm.

8. Podsumowanie

Oddziatywanie systematyczne pomiaru moze by¢ wiaczone do
przedziatu rozszerzenia wyniku pomiaru. Traktowane jest wow-
czas jak sktadowa niepewnosci, ktéra jest zmienna losowa. Ta
zmienna losowa opisana jest rozktadem ptasko-normalnym. Roz-
ktad ten obejmuje dwie sktadowe oddziatywania systematyczne-
go: odchylenie pomiarowe i jego niepewno$¢ wyznaczenia. Obli-
czenia niepewnosci standardowej i wspodtczynnika rozszerzenia
takiej wielkosci nie sg skomplikowane i mogg by¢ tatwo imple-
mentowane do praktyki metrologiczne;.

Podejscie przedstawiane w literaturze nie zaktada rozktadu dla
oddziatywania systematycznego. Przez to niepewnos¢ standardo-
wa zwigzana z tym oddzialywaniem moze by¢ obliczana tylko na
podstawie prawa propagacji niepewnosci. Natomiast przedstawio-
ne tu obliczenia moga by¢ wykonywane zarowno metoda anali-
tyczng jak i numeryczna zgodnie z zasada propagacji rozktadow
prawdopodobienstwa, rekomendowang w [3]. Kazda z tych metod
prowadzi praktycznie do tej samej warto$ci niepewnosci standar-
dowej i rozszerzonej.

Metode mozna wykorzysta¢ przy opracowaniu wyniku pomiaru
wykonanego dowolnym przyrzadem pomiarowym, jezeli posia-
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damy wiarygodng informacj¢ o wartosciach jego oddziatywan
systematycznych. Zrodlem takiej informacji moze by¢ $wiadectwo
wzorcowania przyrzadu pomiarowego. Wykorzystanie metody
mozliwe jest tez przy ocenie zdolnos$ci pomiarowej przyrzadow,
gdy odchylenie pomiarowe traktowane jest jako jedna z istotnych
sktadowych budzetu niepewnosci.
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