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Streszczenie

Praca dotyczy zagadnienia oceny niepewno$ci wspotczynnikéw nielinio-
wych réwnan empirycznych i zawiera propozycje metody oceny wymie-
nionych niepewnosci. W metodzie tej do wyznaczenia wspotczynnikow
réwnania empirycznego wykorzystuje si¢ klasyczng metode najmniejszych
kwadratow natomiast oszacowanie ich niepewno$ci przeprowadza si¢ za
pomoca algorytmu do wyznaczania niepewnosci w pomiarze zlozonym
wykorzystujac niepewnosci standardowe bezposredniego pomiaru bada-
nych parametrow. Metoda ta moze by¢ stosowana rowniez do réwnan
liniowych, a w skrajnym przypadku moze by¢ uzyta w sytuacji gdy wyste-
puja tylko dwa punkty pomiarowe i wspotczynniki rownania sg wtedy
wyznaczone jednoznacznie. W takim przypadku zastosowanie tej metody
sprowadza si¢ do klasycznego obliczenia niepewnosci w pomiarze ztozo-
nym gdzie wystepuja dwie wielkosci mierzone posrednio ktorymi sa
wspotczynniki réwnania liniowego.

Stowa kluczowe: izolacja cieplna rurociggu, niepewnos$¢ wspotczynnikow
réwnania empirycznego, badania termowizyjne rurociaggdw napowietrznych.

Method for evaluation of uncertainties of
empirical equation coefficients based on
the least squares adjustment method

Abstract

The paper deals with evaluation of uncertainties of the coefficients in
nonlinear empirical equations. There is proposed a method for evaluation
of these uncertainties. In the proposed algorithm for determination of the
aforementioned coefficients the classical least squares adjustment method
is used, whereas determination of their uncertainties is performed by
a standard procedure of combined uncertainty calculation [1]. For this
purpose the uncertainties of directly measured parameters are used. The
method may be also applied to linear equations, especially in the particular
case for only two measurement points. In this case, calculation of the
standard uncertainties is brought to classical calculation of the combined
standard uncertainties for indirect measurement. In the paper the algorithm
of calculation of all coefficients in a polynomial of any degree by means of
the least squares adjustment method is presented, Eqs (1+6). The way of
evaluation of the polynomial coefficient uncertainties is shown on an
example of the polynomial of 2-nd degree, Eqs (10+21). The presented
method has been applied to determination of a trinomial equation describing
the changes of thermal insulation conductivity as a function of its
temperature, Fig. 1.

Keywords: thermal insulation of pipeline, uncertainty of coefficients

of nonlinear empirical equation, thermovison inspection of overhead
pipelines.

1. Oznaczenia i indeksy

a, - k-ty wspotczynnik wielomianu,
t - temperatura,
u(x) - niepewnos$¢ wielkosci x

A - wspotczynnik przewodnosci cieplnej, W/(m-K),
m - liczba wspotczynnikow wielomianowych,
n - liczba punktow pomiarowych.

2. Wstep

W przypadku pomiaréw termowizyjnych w otwartej przestrzeni
(budynki, rurociagi i in.) otoczenie badanego obiektu sklada sig
zwykle z dwoch elementéw: niebosklonu i gruntu. Elementy te
maja na ogdt do§¢ zrdznicowane temperatury. Najczesciej pozorna
temperatura niebosktonu jest znacznie nizsza od temperatury
gruntu co powoduje zréznicowanie w intensywnosci radiacyjnej
wymiany ciepta na obwodzie rurociggu. W pewnych warunkach
temperatura gornej czgsci plaszcza rurociagu moze nawet obnizy¢
si¢ do temperatury nizszej od temperatury powietrza atmosferycz-
nego. Zjawisko to bardzo utrudnia ilo§ciowa interpretacj¢ wyni-
kow diagnostyki termowizyjnej izolacyjnosci cieplnej rurociaggow.
Tematyka artykutu zwigzana jest z badaniami dotyczacymi oceny
strat ciepla w oparciu o wyniki diagnostyki termowizyjnej napo-
wietrznych rurociggéw energetycznych.

Do opisu przebiegu roznych zjawisk i proceséw fizycznych
tworzone sg modele matematyczne wyrazajace poprzez odpo-
wiednie rownania zwiagzki pomiedzy parametrami majacymi
wplyw na przebieg rozpatrywanego procesu. W przypadku gdy
warto$¢ jednego z parametréw wystepujacych w modelu jest
wyznaczana w oparciu o wyniki pomiardw bezposrednich pozo-
statych parametrow (o znanych niepewnosciach), mozna tatwo
obliczy¢ niepewno$¢ wyznaczanego parametru obliczajac ja jako
niepewno$¢ wielkosci wyznaczanej w pomiarze ztozonym [1, 2].
Rozwazania zawarte w niniejszej pracy dotycza oceny niepewno-
Sci wspolczynnikow réwnania empirycznego. Rownanie takie
zastosowano do opisu zmian wspotczynnika przewodnosci ciepl-
nej izolacji stosowanej w budowie rurociggdéw energetycznych.
Transport ciepta w porowatej (lub wiodknistej) izolacji cieplnej
odbywa si¢ trzema drogami: przez przewodzenie w litym materia-
le izolacyjnym, przez przewodzenie w gazie zawartym w porach
materiatu izolacyjnego lub w przestrzeniach migdzywtdknowych
oraz przez promieniowanie pomig¢dzy czastkami materialu izola-
cyjnego [3, 4]. Zwiazek pomigdzy lokalnym strumieniem ciepta
przeptywajacym przez warstwe izolacji i lokalng temperaturg ma
charakter nieliniowy glownie z powodu radiacyjnego transportu
ciepta w opisie ktérego temperatura wystepuje w czwartej pote-
dze. Z powyzszych przyczyn do opisu zmian wspolczynnika
przewodnosci cieplnej izolacji wskazane jest zastosowanie zalez-
no$ci krzywoliniowej o charakterze potggowym. Do oceny nie-
pewnosci wspotczynnikow tej zalezno$ci zaproponowano metodg
wykorzystujacg metodg najmniejszych kwadratow i prawo propa-
gacji niepewnosci w pomiarze ztozonym. W dalszym zastosowa-
niu tego réwnania, przy szacowaniu niepewnosci wspotczynnika
przewodnosci cieplnej, wymienione rownanie traktowane jest jako
model pomiaru zlozonego. W takim przypadku wielko$ciami
obcigzonymi niepewno$ciami beda wspotczynniki wymienionego
roOwnania oraz mierzona temperatura dla ktorej obliczana jest
warto$¢ przewodnosci cieplnej [5].

Zasadniczo proponowana metoda powinna by¢ stosowana do
oceny niepewno$ci wspotczynnikow w rownaniach ktorych postaé
wynika z praw fizyki i zaleznosci opisujacych $cisle wspotzalez-
nosci pomiedzy badanymi parametrami.

W rozpatrywanym przypadku znajomo$¢ niepewnosci wyzna-
czenia wspdtczynnika przewodnos$ci cieplnej izolacji byta przy-
datna przy ilo$ciowej ocenie strat ciepla w oparciu o wyniki po-
miardw termowizyjnych z eksperymentalnego odcinka napo-
wietrznego rurociagu na stanowisku badawczym.
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3. Ogdlny opis metody

W dalszych rozwazaniach jako réwnanie modelu matematycz-
nego opisujace przebieg procesu przyjeto wielomian. Poczatkowe
rozwazania dotycza wielomianu dowolnego stopnia, w dalszej
czesci przedstawiono bardziej szczegotowo rozwazania dla wie-
lomianu drugiego stopnia. W ogélnym przypadku wielomian
dowolnego stopnia mozna przedstawi¢ w postaci szeregu:

A =§1ak ! 1)

gdzie A4, t - sa odpowiednio zmienng zalezng i niezalezng nato-
miast warto$¢ wyrazenia (m —1) jest stopniem wielomianu.

Poszukiwanie nieznanych wspolczynnikow wielomianu za po-
mocg metody najmniejszych kwadratow sprowadza si¢ do spet-
nienia warunku minimum sumy kwadratow odchylen punktow
pomiarowych od krzywej aproksymacyjnej, co wyraza si¢ zalez-
noscia:

2
F(}, t) = z[zi —Ya, t{HJ — min ®)
i=1 k=1

Wspoétczynniki a, , gdzie k=1,..,m, wyznacza si¢ z warun-

kéw osiagnigcia przez funkcje F ekstremum (minimum warto-
$ci), co wymaga spetnienia m warunkow o postaci:

OF(, t)

=0 gdzie k=1,...,
oa, gdz m 3)

Spehienie warunkow (3) wymaga rozwigzania uktadu m réw-
nan, ktoéry mozna nastgpujaco zapisa¢ w postaci macierzowej [5]:

S A=B (4)

gdzie: A jest macierza kolumnowa poszukiwanych wspotczynni-
kow wielomianu a,, k=1,..,m; B jest macierza kolumnowa
wyrazow okreslonych za pomoca wyrazenia (5) gdzie &k =1,..., m .

Wyraz k -ty macierzy kolumnowej B wyznacza si¢ z przed-
stawionej ponizej formuty:

b, = i)“i tik_] )
i=1

Natomiast dowolny (&, ! )-ty wyraz kwadratowej macierzy S
ma postac:

RS N ©)

i=1

4. Rozwiniecie metody dla tréjmianu

W przypadku trdjmianu, z zaleznosci (5, 6) otrzymuje si¢ na-
stepujace postacie macierzy:

n n 2
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Aby wyznaczy¢ niepewno$¢ wspétczynnikow a,, a,, a;,
wspotczynniki te potraktowano jako wynik pomiaru ztozonego.
W ogblnym przypadku rozwigzanie ukladu rownan (4) mozna
przedstawic¢ jako funkcj¢ 2 n wielko$ci mierzonych:

a, :al(tl,tz,...,tn,ﬂl,ﬂ,z,...,/in) (10)
1

@y = @y (t,yEy sty s Ao Aoy o) (11
(12)

Ay = ay(t5t) sty Ay A seis 4,)

Jezeli kazdy z tych wspolczynnikéw potraktujemy jako wynik
pomiaru zlozonego, a wynikami pomiaréw bezposrednich sa
wartoéci #;,A4;, gdzie i=1..n, to ich niepewnosci wynikajg
z prawa propagacji btedow [1, 2] i mozna je wyrazi¢ za pomoca
zaleznosci:

u(a):u,,lz\/ _%u(t,.)}:i{j_;lu(&.)}z (13)

e
o
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[ a T ala 7 (15)
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Ze wzgledu na do§¢ skomplikowana posta¢  zaleznosci
aj:aj(tl,tz,...,t,,,ﬂ.,,/12,...,/1,,), j=1,2,3, wartosci pochodnych
oa; /8t,- oraz oa; /8/11. dogodnie jest oblicza¢ numerycznie wedlug
formuty réznicowe;:

aaj - aj(t + At, k)—aj(t, X)

= 16
o, At (16)
gdzie:
(t+ AR = {8ty + Ayt ey Ay A A} (17)
(ty 1) = {tisbyseees ity seeestiys Ay Aoy yeres Ay | (18)
natomiast:
da; _ a;(t,h+A0)-a,(t,2) 19
oA AL
oraz:

(ts o+ AR) = {t1s 8y ees by gy Ay yoens Ay + Ady A 1 yeenn A} (20)
(1) = {13 Ly sty s Ao Ais Ay seos Ay | @1

5. Przyktad obliczeniowy

Jako przyktad zastosowania przedstawionej metody wybrano
opis zalezno$ci wspoétczynnika przewodnosci cieplnej otuliny do
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izolacji rurociggéw cieplnych. Wspoélczynniki przewodnosci
cieplnej wybranego typu otuliny zaczerpnigto z certyfikatow
technicznych dla wymienionego produktu [6, 7]. Wyniki te przed-
stawiono w tablicy 1 oraz graficznie na rys. 1.

Tab. 1. Dane pomiarowe dotyczace przewodnosci cieplnej dla otuliny
izolacyjnej [6, 7]
Tab. 1. Measurement data concerning thermal insulation [6, 7]

Seria pomiarowa A, [7] Seria pomiarowa B, [6]
Temperatura ¢, Wspotczynnik A, Temperatura ¢, Wspotczynnik A,
°C W/(m-K) °C W/(mK)
10 0,034 10 0,034
25 0,037 50 0,037
125 0,047 100 0,042
300 0,083 150 0,049
200 0,059
300 0,083

Na wykresie (rys.1) naniesiono takze krzywa aproksymujaca
zmienno$¢ wspodtczynnika przewodnosci cieplnej w funkcji tem-
peratury wyznaczong za pomoca metody najmniejszych kwadra-
tow w postaci:

A=a +a,t+a,t’ (22)

Analiza tych danych wskazuje wyraznie na paraboliczny cha-
rakter tej zaleznosci.

0,09 /
S o008 f /
T =
<
£ 007 | /
"i 0,06 X seria A
o .
£ * seriaB
> 'g 0,05 —
o
20,04 *X// —MNK_ ||
000 e L

0 50 100 150 200 250 300 350

Temperatura, °C

Rys. 1. Zalezno$¢ wspotczynnika przewodnoécei cieplnej izolacji od temperatury [6, 7]
Fig. 1.  Relationship between thermal conductivity coefficient of insulation and
temperature [6, 7]

Jako podstawe do wyznaczenia niepewno$ci pomiaru tempera-
tur ¢, przyjeto podany w wymienionej literaturze btad graniczny
(maksymalny) pomiaru temperatury At =+1,0K. Dla wspotczyn-
nikéw przewodnosci cieplnej A; przyjgto bledy graniczne wyni-
kajace z  dokladnosci  zapisu = wynikdow  wynoszace
A2 =0,0005W/(m'K). W obu przypadkach przyjeto réwnomierny
rozklad statystyczny bledow. Jako niepewno$¢ pomiaru przyjeto
odchylenie standardowe dla wymienionych rozktadow [1, 2, 8].
Dla rozktadu roéwnomiernego odchylenie standardowe, ktore
przyjeto jako niepewno$¢ pomiaru temperatury, wynosi:

ult;)= A L0 ok,

3o

natomiast niepewnos¢ pomiaru wspotczynnika przewodnosci cieplnej
jest rowna:
44 0,0005
u(/l =—==

W oparciu o opracowany algorytm przeprowadzono obliczenia

10,0003 W/(m'K)

numeryczne obliczajac wartosci wspofczynnikow a; oraz ich

niepewnosci. Wyniki przedstawiono w tablicy 2. Przy prezentacji
wynikow obliczen w tablicy 2 podano nieco wigksza liczbe cyfr
znaczacych niz nalezatoby podac¢ gdyby te wyniki byly koncowym
efektem obliczen.
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W celu oszacowania liczby niezbednych miejsc przy podawaniu
wyniku przeprowadzono analizg, ktora zaprezentowano na przykla-

dzie wspolczynnika a;. Opracowana zalezno$¢ obowiazuje

w zakresie do 300°C, zatem przy maksymalnej temperaturze
przy wspolczynniku a; bedzie wystgpowaé liczba rowna
300%=90000 = 10°. W rezultacie wykonania dziatania mnozenia, ten
czton wniesie do sumy wielomianowej sktadnik rowny 0,0389, czyli
tylko jedno miejsce wigcej niz w wynikach pomiaréw uzytych do
wyznaczenia tych wspotczynnikow [6, 7]. W tej sytuacji zaokragle-
nie koncowego wyniku powinno nastgpi¢ dopiero po wykonaniu
operacji sumowania poszczeg6lnych sktadnikow wielomianu.

Tab. 2. Wartoéci wspotczynnikéw a; oraz ich niepewnosci

Tab. 2. Calculated values of coefficients a; and their uncertainties

) ) Wymiar Warto§é Niepewnos¢ rozsze-
Wspdlezynnik fizyczny wspdlczynnika @ rzona k=2, U (a j)
a, W/(m-K) 0,0340 0,0004
a, W/(m-K?) 0,0000466 0,0000068

a; W/(mK?) 0,000000389 0,000000022

6. Uwagi koncowe

Przedstawiona metoda oceny niepewnosci wspotczynnikow
réwnania empirycznego opiera si¢ na klasycznej metodzie naj-
mniejszych kwadratow. Mozna przyjaé, ze przedstawiona metoda
jest zastosowaniem prawa propagacji bledu w pomiarze ztozonym
pod warunkiem, ze postac przyj¢tego rownania aproksymacyjnego
wynika ze $cistego fizycznego opisu zwiazku rozpatrywanych
wielkosci. W tych warunkach ewentualny brak doktadnego dopa-
sowania wynikéw pomiaréw do przyjetego rdwnania powinien
wynika¢ tylko z niepewnosci pomiarowych, a nie z powodu zlego
doboru postaci réwnania do opisu badanego procesu.

W artykule wyprowadzono w najogélniejszej formie zaleznosci
dla réwnania empirycznego w postaci wielomianu dowolnego
stopnia. Najwigksze potencjalnie szanse na zastosowanie ma
jednak wielomian drugiego stopnia. Dlatego na przekladzie wie-
lomianu drugiego stopnia przedstawiono szczegétowy sposob
postepowania przy obliczaniu niepewnosci wspotczynnikow
réwnania. Sposob ten moze by¢ tatwo przeniesiony na wielomian
wyzszego rzgdu.

W artykule przedstawiono praktyczny przyktad zastosowania
omawianej metody w przypadku wyrazenia zaleznosci wspot-
czynnika przewodnosci cieplnej od temperatury dla izolacji ciepl-
nej stosowanej w budowie rurociggéw energetycznych.

Praca zrealizowana w ramach projektu badawczego NN513 311735 wspieranego
finansowo przez MNiSzW ze srodkow na lata 2008-2011.
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