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Streszczenie

W artykule zaprezentowane zostaty nowe metody wspomagajace proces
analizy systemow dyskretnych opisanych sieciami Petriego. Relacje
w prototypowanym systemie dyskretnym sg odwzorowane hipergrafem.
Dzigki temu projektowany, wbudowany, rekonfigurowany sterownik
logiczny moze zosta¢ poddany efektywniejszemu procesowi analizy
z wykorzystaniem nowych algorytméw, zwiazanych z traktowanymi
facznie teoriami hipergraféow i sieci Petriego. Wykorzystano miedzy
innymi takie procedury jak dopehienie, dualizm, transwersale, transwersa-
le dokfadne oraz kolorowanie hipergrafu. W artykule w sposob nieformal-
ny wykorzystano autorskie twierdzenia, wspomagajace caty proces projek-
towania sterownikow. Szczegdlng uwage zwrdcono na nowe sposoby
analizy systemow dyskretnych, opisanych sieciami Petriego, takie jak
czg$ciowa weryfikacja poprawnosci specyfikacji sterownika na podstawie
struktury hipergrafu wspotbieznosci oraz zastosowanie transwersal do-
ktadnych w procesie wyodrebniania powigzanych ze soba proceséw
sekwencyjnych.

Stowa kluczowe: hipergraf, transwersala doktadna, sie¢ Petriego, system
dyskretny.

Application of hypergraphs to analysis of
discrete-systems described with Petri Nets

Abstract

In the paper application of the hypergraph theory to analysis of discrete-
systems described by means of Petri Nets is proposed. The relations
between local states are represented by hypergraph vertices whose edges
correspond to the global states. Therefore, the analysis of a prototype
system can be performed by more effective operations supported by
the hypergraph theory as well as the Petri net theory (such as dualism,
hypergraph complement, transversals, exact transversals, hypergraph
colouring). In the paper the authors propose application of the concurrency
hypergraph to the analysis of a discrete-system. Such a structure refers to
the traditional concurrency graph, however it keeps information about
global states of the analysed system. Moreover, the concurrency hypergraph has
some unique properties, which can lead to reduction in the computational
complexity of some algorithms of the analysis. All minimal transversals in
the concurrency hypergraph are also exact transversals. Therefore, such
a hypergraph can be applied also to the decomposition process of a discrete-
system, which is described by a Petri Net. After the analysis, a controller
described by a Petri Net can be decomposed into concurrent sub-nets
(concurrent automata). Each exact transversal of the concurrency hypergraph
refers to the concurrent automata. The proposed solution allows significantly
reducing the computational complexity to a polynomial. The traditional
methods, based on the coloring of a concurrency graph are exponential
time algorithms, thus they are defined to be NP-complete.

Keywords: hypergraph, exact transversal, Petri Net, discrete system.

1. Wprowadzenie

Metody analizy systemow dyskretnych, stosowane przez produ-
centow wiodacych firm informatycznych, ktére opracowuja

narz¢dzia do syntezy uktadow cyfrowych, czgsto bazujg na wyko-
rzystaniu klasycznych grafow niekierowanych [1]. Poziom skom-
plikowania konfigurowalnych uktadéow cyfrowych wymusza
stosowanie coraz bardziej wyrafinowanych metod ich analizy
i syntezy oraz pociaga za sobg modyfikacje juz istniejacych algo-
rytmow. Wzrost rozmiaréw profesjonalnych mikrosystemow
cyfrowych wigze si¢ z konieczno$cig znacznego usprawniania
sposobéw ich implementacji, zwlaszcza w strukturach rekonfigu-
rowanych, takich jak FPGA [2].

Wykorzystanie hipergrafdéw w procesie analizy i syntezy sterow-
nikéw logicznych, realizowanych w postaci mikroelektronicznych
systemoéw wbudowanych sprawia, ze projektowanie staje si¢ bar-
dziej przejrzyste i efektywniejsze, niz w przypadku stosowania tylko
klasycznych grafow nieskierowanych. Hipergraty pozwalaja na
intuicyjne uchwycenie w formie jednorodnej, Kkonstruktywnej
i zrozumialej specyfikacji, zar6wno stanéw globalnych modelowa-
nego systemu, jak i relacji wspotbieznosci miedzy jego stanami
lokalnymi. Utrwalenie maksymalnych zbiorow wierzchotkéw zgod-
nych (klik) w grafowej strukturze danych pozwala na usprawnienie
wielu algorytmow kombinacyjnych, wykorzystywanych w analizie
i syntezie wspolbieznych uktadow cyfrowych.

2. Analiza przestrzeni stanow sieci Petriego

Relacje pomigdzy poszczegdlnymi stanami lokalnymi systemu
dyskretnego moga by¢ opisane krawedziami grafu wspotbieznosci
lub dualnego wzgledem niego grafu niewspotbieznosci (sekwen-
cyjnosci) [3, 4, 5, 6, 7]. Tego rodzaju sposob reprezentacji relacji
zgodnos$ci i niezgodnosci powoduje jednak utrate informacii,
uzyskanej na etapie specyfikacji systemu dyskretnego o jego
czg$ciowych lub maksymalnych stanach globalnych.

Metody analizy systemow dyskretnych opisanych sieciami
Petriego nadal wykorzystuja bogata teori¢ graféw nieskierowa-
nych [3, 5, §]. Badanie podstawowych relacji, migdzy miejscami
sieci najczesciej jest wykonywane na podstawie jej grafu znako-
wan, za posrednictwem sporzadzonych na jego podstawie grafow
wspolbieznoscei i1 sekwencyjnosci. Struktury grafowe sg podstawa
w klasycznym procesie dekompozycji sieci Petriego na podsieci
typu automatowego. Stanowia one rowniez wazny element wspo-
magajacy kodowanie stanéw lokalnych w procesie syntezy 1o-
gicznej wspotbieznych maszyn stanow[5].

Podazajac za rozwojem inzynierii programowania oraz
uwzgledniajac wysokie wymagania jakosciowe dotyczace wbu-
dowanych, rekonfigurowanych sterownikéw logicznych, zdecy-
dowano sie na wykorzystanie wlasnych, nienadmiarowych, spéj-
nych ze soba, efektywnych procedur grafowych. Wiele metod
i algorytmoéw kombinatorycznych, przeznaczonych do analizy
i syntezy wspotbieznych maszyn standow, opisywanych sieciami
Petriego, moze by¢ usprawnionych poprzez wprowadzenie do nich
hipergrafow, w miejsce typowych struktur danych, przedstawia-
nych dotad grafami nieskierowanymi.
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Naturalne wlasnosci hipergrafow niosg za soba zarowno infor-
macj¢ dotyczgca rozmiardw i struktury stanéw globalnych,
jak i o relacji zgodno$ci miedzy parami stanéw lokalnych sieci
Petriego. Z tego wzgledu niezamierzone usterki strukturalne pro-
totypowanego systemu dyskretnego moga zosta¢ bardzo szybko
wykryte oraz usunigte. Ponadto, zastosowanie hipergrafu w proce-
sie dekompozycji sieci Petriego na automaty wspotbiezne umoz-
liwia wprowadzenie zupelie nowych metod i algorytmow, ktore
nie sg dostepne w przypadku rozwigzan tradycyjnych, bazujacych
wylgcznie na klasycznych grafach nieskierowanych.

3. Hipergrafy przestrzeni stanéw dyskretnych

Sie¢ Petriego jest dwudzielnym grafem skierowanym o dwoch
rodzajach wierzchotkéw: miejscach i tranzycjach potgczonych
skierowanymi tukami, co w wygodny sposob pozwala opisywac
zjawiska zachodzace wspotbieznie. Miejsca przedstawiane sg jako
okregi, tranzycje jako pogrubiony odcinek lub prostokat, nato-
miast tuki jako krawegdzie zakonczone strzatkami [9].

Teoria sieci Petriego jest szczegodlnie przydatna podczas projek-
towania zaawansowanych konfigurowalnych systemoéw cyfro-
wych. Innym obszarem jej praktycznego wykorzystywania sg
nowe metody wspierajace proces programowania nowoczesnych
sterownikow logicznych PLC .

Przyktadowa sie¢ Petriego, w ktorej pomini¢to jej interpretacje
jako sieci sterujacej, poprzez usuniecie symboli sygnatow wej-
sciowych i wyjsciowych sterownika, zostata pokazano na rys. 1.

Graf osiggalnosci (graf znakowan sieci Petriego) obrazuje pod-
stawowe relacje, jakie zachodza w sieci Petriego. Proces tworze-
nia grafu znakowan sprowadza si¢ do uchwycenia wszystkich
zmian oznakowania sieci (jej stanéw globalnych) w momencie
odpalania (realizacji) wzbudzonych tranzycji. Wierzchotek grafu
znakowan przypisany jest zbiorowi miejsc rownoczesnie 0znako-
wanych w danym stanie globalnym. Krawgdzie skierowane (tuki)
odzwierciedlajg odpalane tranzycje, przenoszace system dyskretny
do nastepujacego po nim, sgsiedniego stanu globalnego. Z tego
wzgledu pojedyncze wierzcholki hipergrafu stanow globalnych
odpowiadaja poszczegdlnym miejscom Sieci Petriego, natomiast
kazda jego hiperkrawedz zawiera zbior miejsc oznakowanych
w przypisanym jej stanie globalnym. Rysunek 1 przedstawia
funkcjonowanie sterownika w formie szkieletowej, nieinterpreto-
wanej sieci sterujacej, rozpatrywanej w kategoriach autonomicz-
nego podsystemu dyskretnego, wraz z skojarzonym z nig nieinter-
pretowanym grafem znakowan. Sterownik moze znajdowaé sie
w stanach lokalnych {P1,P,,...,P1o}. Stany globalne sterownika
uformowane sg ze wzajemnie wspolbieznych miejsc: M;={P},
My={P2,P3}, ..., Ms={P4,P5,Ps,P7}...., M1g={Pg,P10}.

Hipergraf. Pojecie hipergrafu pojawito si¢ drugiej w potowie
ubiegtego stulecia. W 1973 roku francuski matematyk Claude
Berge opublikowat monografi¢ p.t. ,,Grafy i Hipergrafy”, w ktorej
sformalizowat i ujednolicit podstawowe definicje dotyczace teorii
hipergrafow [11]. Formalnie hipergraf jest rozszerzeniem pojecia
grafu. Jego krawedzie, zwane hiperkrawedziami [11], moga by¢
incydentne do dowolnej liczby wierzchotkéw. Formalnie, hiper-
graf H definiuje dwojka:

H=(V.E) )

gdzie: V={vy,...,vo}, jest dowolnym, niepustym zbiorem wierz-
chotkéw; E={E,,...,En}, jest zbiorem krawedzi hipergrafu, czyli
podzbiorem zbioru P(V) wszystkich mozliwych niepustych zbio-
roéw, ktorych elementy naleza do V.

Przyktadowy hipergraf skojarzony z siecig i grafem znakowan
z rys. 1 zamieszczono na rys. 2. Oprocz pogladowej reprezentacji
graficznej podano standardowa macierz incydencji hipergrafu.
Poszczegélne krawedzie hipergrafu E;-E;p odwzorowuja stany
globalne. Latwo zauwazy¢, ze hipergraf nie jest spdjny i sktada si¢
z dwoch czesei: {P,}oraz {P,-Pyg}-

Hipergraf wspolbieinosci jest to hipergraf, otrzymywany bez-
posrednio na podstawie grafu znakowan. Wierzchotki w hipergra-
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fie wspotbieznosci sg potaczone hiperkrawedzia tylko wtedy, gdy
sa one oznakowane w tym samym stanie grafu znakowan.

Rys. 1. Przykladowa sie¢ Petriego PN; oraz odpowiadajacy jej graf znakowan [10]
Fig. 1.  Exemplary Petri Net PN; and its reachability graph [10]

Hipergraf wspotbieznosci reprezentuje rzeczywistg wspotbiez-
no$¢ pomiedzy miejscami sieci Petriego. Wierzchotki hipergrafu
wspdtbieznosci odpowiadaja miejscom sieci Petriego (stany lokal-
ne), natomiast krawedzie okre$laja relacje pomigdzy tymi miej-
scami (stany globalne). Rozpatrywany rysunek 2 przedstawia
posta¢ graficzng hipergrafu wspotbieznosci sieci Petriego z rys. 1
oraz powigzang z nim macierz incydencji.
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Rys. 2. Hipergraf wspotbieznosci Hpyy dla sieci Petriego PNy
Fig. 2. Hypergraph Hpn; for PetriNet PN,

Stopienn krawedzi E; hipergrafu okresla liczbe wierzchotkow
nalezacych do krawedzi E;.

Hiperkrawedziag o najwigkszym stopniu, rownym 4 jest hiper-
krawedz Es. Parametr ten wigze si¢ z pojeciem stopnia wspotbiez-
nosci (rownoleglosci) sieci Petriego. Stopien wspolbieznosci
definiuje minimalng liczb¢ krawedzi hipergrafu niewspotbiezno-
$ci, pokrywajacych wszystkie jego wierzchotki.

Transwersalg (pokryciem wierzchotkowym) hipergrafu H jest
zbiér TcV zawierajacy wierzcholki incydentne do kazdej krawe-
dzi hipergrafu. Minimalna transwersala to taka transwersala, ktora
we wlasciwy sposob nie zawiera zadnej innej transwersali hiper-
grafu H [11]:

Tne# (i=1,...,m) (2)

Najmniejszqg transwersalg hipergrafu H jest transwersala za-
wierajaca najmniejsza liczbe elementow sposrod wszystkich
transwersali hipergrafu H.
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Transwersalg doktadng hipergrafu H jest zbiér DcV wierz-
chotkow hipergrafu, przy czym kazda krawedz hipergrafu musi
by¢ incydentna z doktadnie jednym wierzchotkiem, wchodzacym
w sklad transwersali doktadne;j.

Hipergraf dokfadny to hipergraf, w ktérym wszystkie minimal-
ne transwersale sg jednocze$nie transwersalami doktadnymi.

Istnieje wiele metod wyznaczania transwersali hipergrafu.
Rozwiazanie mozna uzyskac poprzez redukcj¢ macierzy incyden-
cji, metodami doktadnymi, heurystycznymi, stochastycznymi, czy
tez symbolicznymi (np. wnioskowanie naturalne z wykorzysta-
niem rachunku Gentzena) [1, 11, 12, 13, 14, 15].

Dla rozpatrywanego hipergrafu autorska metoda algebraiczna
wyznaczono transwersale doktadne:  D;={P;,P,,P4,Pg,P10},
D,={P1,P2,P5,Po}, D3={P1,P3,P6,Ps,P10}, D4s={P1,P3,P7,Po}.

Najwigkszymi wyznaczonymi transwersalami doktadnymi sa
transwersale Dj, D;. Najmniejszymi transwersalami sg transwar-
sale Dy, D4. W rozpatrywanym przykladzie liczba wszystkich
wyznaczonych transwersal dokfadnych jest réwna stopniowi
wspotbieznosci rozpatrywanej sieci Petriego. Latwo stwierdzié, ze
wyznaczona rodzina transwersal doktadnych pokrywa wszystkie
miejsca zadanej sieci.

Znalezienie wszystkich transwersal w dowolnym hipergrafie jest
problemem NP-trudnym [11, 12, 13, 16]. Z kolei okreslenie
wszystkich transwersal dokladnych w hipergrafie dokladnym
wigze si¢ ze zlozonoscia co najwyzej wielomianowsg, co udowod-
niono w [12].

4. Analiza systemoéw opisanych sieciami
Petriego z wykorzystaniem hipergraféow

Klasyczne metody analizy oraz dekompozycji systemoéw dys-
kretnych bazuja na wykorzystaniu tradycyjnych graféw nieskie-
rowanych. Kazda krawedZ grafu wspotbieznosci okreéla relacje
pomiedzy co najwyzej dwoma miejscami sieci Petriego. Dlatego
tez po raz pierwszy w literaturze przedmiotu, zaproponowano
wprowadzenie pojgcia hipergrafit wspotbieznosci, w ktdorym poje-
dyncze, proste relacje mi¢dzy parami miejsc zgodnych zastapiono
ztozona relacja wystepujaca migdzy wszystkimi miejscami row-
nocze$nie zgodnymi. W rozwazaniach przyjeto, Ze sie¢ jest po-
prawnie skonstruowana, gdy spelnia postulat Petriego-Holta, stad
musi by¢ pokryta poprawnie oznakowanymi podsieciami automa-
towymi typu SM (State Machine). Jezeli kazda sie¢ ma
w odpowiedni sposdb przypisany kolor, cechujacy jej zetony
(markery), miejsca oraz tranzycje, to sie¢ nazywana jest koloro-
wang automatowo siecig Petriego [10]. Konsekwencja narzuco-
nych wymagan strukturalnych jest fakt, Ze musi by¢ ona wowczas
pokryta transwersalami dokladnymi. Z jednej strony w kazdym
stanie globalnym, a wigc i w kazdej hiperkrawedzi musi wystgpo-
waé pewien stan lokalny nalezacy do rozpatrywanej, wyréznionej
odpowiednim kolorem podsieci. Z drugiej strony nie moga w tej
samej pokolorowanej sieci nie wystepowaé miejsca, ktore sa
wzgledem siebie wspotbiezne. Aby wszystkie miejsca w sieci byty
pokryte, minimalna liczba podsieci nie moze by¢ mniejsza niz jej
stopien wspotbieznosci. Oszczedna implementacja sieci narzuca,
aby w przypadku nadmiaru transwersali doktadnych pokrywaja-
cych sie¢, dokona¢ ich selekcji. Kolorowanie sieci Petriego wigze
si¢ bezposrednio z kolorowaniem hipergrafu wspétbieinosci.

Pokrycie sieci Petriego podsieciami typu SM przedstawiono
w postaci hipergrafu sekwencyjnos$ci Hgspy; Zamieszczonego na
rys. 3. Wierzchotki hipergrafu odpowiadaja miejscom sieci Petrie-
go, krawedzie za$ ilustruja poszczegodlne transwersale doktadne.
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Rys. 3. Hipergraf sekwencyjnosci Hspni
Fig. 3. Sequential hypergraph Hspns

5. Podsumowanie

W artykule przedstawiono metody analizy systemow dyskret-
nych opisanych sieciami Petriego. Omowione i uzasadnione zosta-
ly zasady, wspomagajace proces projektowania, badania popraw-
nosci strukturalnej oraz dekompozycji systemu dyskretnego
z wykorzystaniem hipergrafow.

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze procedura sprawdzenia, czy
sie¢ jest poprawnie skonstruowana pod wzgledem strukturalnym
nie wymaga wtornego Wyznaczenia wszystkich klik w tradycyj-
nym grafie wspolbieznosci lub sekwencyjnoscei jej miejsc.
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