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Streszczenie

W pracy przedstawiono koncepcj¢ nowego algorytmu syntezy ukladow
odwracalnych. Jest on oparty na oryginalnej reprezentacji zamiany wierszy
w tablicy prawdy. Dla ukladéw o trzech wejsciach i trzech wyjsciach
sformutowano kryteria takiego doboru bramek, aby otrzymac uktad zbli-
zony do optymalnego. Nastepnie podano przyktad zastosowania przedsta-
wionego algorytmu do syntezy uktadéw o trzech wejsciach i trzech wyj-
Sciach z bramek Toffoliego.

Stowa kluczowe: odwracalne uktady logiczne, bramki Toffoliego.

Algorithm for reversible circuit synthesis
Abstract

A gate or circuit is reversible if there is one-to-one correspondence
between its input signals and output signals, i.e. if they implement
bijective functions. Research on reversible logic circuits is motivated by
advances in quantum computing, nanotechnology and low-power design.
Recently, the attention has been focused on the synthesis of reversible
circuits built from the NCT library of gates consisting of NOT, CNOT and
Toffoli gates. This paper presents a novel algorithm for synthesis of
reversible circuits. It is based on a new representation of row exchanges in
the truth table. There is described how each possible row exchange
determines the set of subsequent gates in a circuit, basing on the newly
introduced cube of row exchanges. Next, the criteria for the choice of NCT
reversible gates are formulated. For an exemplary function, the presented
algorithm generates an optimal reversible circuit with 3 inputs and
3 outputs. It can also be generalized to any number of inputs and outputs.

Keywords: reversible logic circuits, Toffoli gates.

1. Wstep

Uktady odwracalne realizuja wzajemnie jednoznaczne prze-
ksztalcenia. Sg intensywnie badane ze wzglgdu na zastosowania
w obliczeniach kwantowych, nanotechnologiach, uktadach o matym
poborze energii, kryptografii i przetwarzaniu sygnatow [1-4].

Szczegdlnie intensywne prace prowadzone sg nad synteza ukta-
doéw odwracalnych [1, 2, 5, 6]. Zaproponowano algorytmy, oparte
na przeksztalceniach tablic prawdy [7], wyrazeniach boolowskich
[8], widmach funkcji boolowskich [9, 10], diagramach decyzyj-
nych [11, 2], permutacjach [12], teorii grup [13, 14] i narzedziach

SAT [15, 2], ale nawet dla niewielu wej$¢ nie udato si¢ opracowaé
metod syntezy prowadzacych zawsze do uktadéw o minimalnej
liczbie bramek. W pracy zaprezentowano algorytm syntezy oparty
na nowej koncepcji przedstawiania zamian wierszy w tablicy
prawdy i na tej podstawie wyboru kolejnej bramki w uktadzie.
Podano przyktad zastosowania tego algorytmu do syntezy ukla-
dow o trzech wejsciach i trzech wyjsciach z bramek Toffoliego.

2. Bramki odwracalne

Dla funkcji trzech zmiennych jest 12 bramek Toffoliego, ktore
sa najczesciej rozpatrywane w literaturze. Kazda z nich realizuje
trzy zréwnowazone funkcje boolowskie, tj. majace w tablicy
prawdy tyle samo warto$ci 1, co wartosci 0. Na rys. 1 pokazano
cztery z tych bramek TO, C0-2, CO-1 i NO, majace wyjscia
sterowane na linii X, oraz zamieniane przez nie wiersze w tablicy
prawdy. Analogicznie, bramki majace wyjscia sterowane na linii
x; oznaczane begda przez T1 (zamienia wiersze 5 i 7 w tablicy
prawdy), C1-0 (zamienia wiersze 1 i 3 oraz 5 i 7), C1-2 (zamienia
wiersze 4 1 6 oraz 5 i 7) oraz N1 (zamienia wiersze 012, 11 3; 4
16 oraz 51 7), a bramki majace wyjscia sterowane na linii x, beda
oznaczane przez T2 (zamienia wiersze 3 i 7), C2-0 (zamienia
wiesze 115 oraz 3 1 7), C2-1 (zamienia wiersze 2 1 6 oraz 3 1 7)
oraz N2 (zamienia wiersze 014, 115;216 oraz317).

Latwo zauwazy¢, ze kazda z bramek Toffoliego zamienia
wiersze roznigce si¢ tylko na jednej pozycji, ktora odpowiada linii,
na ktorej umieszczone jest wyjscie sterowane tej bramki. Ponadto,
mozna zauwazyé, ze zadna bramka poza bramkami N nie
zamienia wiersza, w ktérym wszystkie zmienne sg rowne zero
(tzn. wiersza 0), natomiast kazda bramka zamienia wiersz,
w ktorym wszystkie zmienne sg rowne jeden (tzn. wiersz 7).

X, y,=x,
X, Y, =X TO Zamienia wiersze 6 1 7

X, Yo =%, D x.x,

X, y,=x,

X, T VX C0-2 Zamienia wiersze 415 oraz 617

X, —EB— Y, =x,®x,

X, ¥,=X,

X, $ Y, =X CO-1 Zamienia wiersze 213 oraz 617

X, Yo =X%,D x,

X, ¥,=X,

X, — y,=x, NO Zamienia wiersze Oii71, 2i3,4i50raz 6
X, —@— Y, =x,®1

Rys. 1. Graficzne oznaczenia bramek Toffoliego i zamieniane przez nie wiersze
Fig. 1.  Pictorial representations of Toffoli gates and corresponding numbers
of exchanged rows in a truth table
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Rys. 2. Sze$cian zamiany wierszy
Fig. 2. Cube of exchanged rows

Zamiang wierszy dokonywana przez bramki mozna pokazaé
graficznie na szescianie (kostce), co przedstawiono na rys. 2. Na
sze$cianie pomini¢to bramki negacji NO, N1, N2 poniewaz
zatozono, ze w wierszu zerowym tablicy prawdy wszystkie
funkcje zrownowazone majg warto$¢ 0. Pogrubione krawedzie
sze$cianu oznaczone przez Z0, Z1 i Z2 oznaczaja zbior wszystkich
trzech bramek umieszczonych odpowiednio na liniach 0, 11 2.

Na rys. 2 wida¢, ze zamiana wiersza 2 z jednym z pozostalych
wierszy moze by¢ dokonana tylko za pomocg bramek CO0-1 i C2-1.
Postugujac si¢ tym sze$cianem mozna ulozy¢ tablice zamiany
wierszy. Tablica taka ma wskazywaé, ktora bramke nalezy
zastosowacé jako pierwsza, aby dany wiersz (zrodtowy) znalazt si¢
w okreslonym miejscu (w wierszu docelowym). Wiersze zrédlowe
sa umieszczone w wierszach tablicy na rys. 3, a wiersze docelowe
sa umieszczone w kolumnach tej tablicy. Pokazana na rys. 3
tablica zamiany jest wykorzystywana do wyznaczenia pierwszej
bramki danej zamiany. Jesli wiersze te roznia si¢ na jednej
pozycji, to mozna je zamieni¢ jedng bramka. Natomiast, jesli
wiersze te r6znig si¢ na dwoch pozycjach, to trzeba uzy¢ dwoch
bramek, aby je zamieni¢. Je$li zamieniane wiersze rdznig si¢ na
trzech pozycjach, to ich zamiana wymaga trzech bramek. Rys. 3
wskazuje tylko pierwsza bramke.

Wstawi¢ na pozycj¢

Wiersz nr 1 2 3 4 5 6 7
1 - CO0-1 Cl1-0 C0-2 C2-0 Z0 T1,C1-2
T2,C2-1
2 C1-0 - CO-1 Cl-2 | Z1,C0-2 C2-1 TO
C2-0 T2
3 C1-0 | CO-1 - C0-2 Z1 Z0, Z3
Cl-2 C2-1
4 C2-0 C2-1  Z2,C0-1 - C0-2 Cl-2 72
C1-0
5 C2-1 | C2-1 z2 Cl1-2 - Z0, 72
CO0-1 C1-2
6 Cl1-0  C2-1 Z2 Cl1-2 | Z1,C0-2 - Z1
C2-0
7 C1-0 | CO-1 z2 C0-2 Z1 Z0
C2-0 C2-1 Cl1-2

Rys. 3. Tablica zamiany wierszy
Fig.3.  Table of exchanging rows

3. Wilasnosci uktadéw odwracalnych

W niniejszej pracy przyjmujemy zatozenie, ze wszystkie funk-
cje uktadu odwracalnego maja warto$¢ zero w wierszu zerowym.
Jesli nie jest ono spelnione, to nalezy najpierw dla kazdej funkcji,
ktora nie spetnia tego warunku, umiesci¢ bramke¢ negacji na linii
odpowiadajace;j tej funkcji.

Zaktada si¢ takze, ze wybor bramek do realizacji danej funkcji
odwracalnej bedzie nastegpowal przez modyfikacje lewej strony
tablicy prawdy, a wigc zamieniane beda wiersze wejsciowe. Moz-
liwe jest dualne podejscie, w ktorym wybiera si¢ bramki na pod-
stawie prawej strony tabeli, czyli zmieniajac wiersze wyjsciowe.
Porownujac lewsa strong tablicy prawdy z jej prawa strong mozna

859

wyznaczy¢ konieczne zamiany wierszy. Maksymalna liczba za-
mian wierszy wynosi 7.

Jak mozna zauwazy¢ na rys. 3, niektére zamiany wierszy moga
by¢ dokonane tylko na jeden sposob, ale niektore — na wiele spo-
soboéw. Algorytm poszukiwania minimalnego uktadu odwracalne-
go ma za zadanie wyznaczy¢ cigg bramek (uktad realizujacy
funkcj¢ odwracalng jest kaskada bramek), ktory dokonuje takich
zamian wierszy, ze na wyjsciu ostatniej bramki ciaggu pojawia si¢
zadana funkcja.

4. Algorytm syntezy ukladéw odwracalnych

Niech bedzie dana tablica prawdy funkcji odwracalnej trzech
zmiennych. Najdluzsza kaskada uktadu optymalnego ma 8 bramek
[12, 6]. Dlatego algorytm ich poszukiwania sktada si¢ z o$miu
iteracji. W kazdej z nich trzeba wyznaczy¢ zbior bramek, ktorych
mozna uzy¢ w nastgpnej iteracji, a wigc bramek, ktére mozna
wstawi¢ w kolejne miejsce ciggu. W pierwszej z nich wyznacza
si¢ zbior bramek, ktéore moga by¢ umieszczone na pierwszym
miejscu ciggu. Zbior ten okreslany jest na podstawie tablicy praw-
dy. Ze zbioru tego kolejno wybiera si¢ bramki i tworzy si¢ nowa
tablicg prawdy z zamienionymi przez ta bramk¢ wierszami. Nowa
tablica prawdy stanowi podstawg dla nastepnej iteracji.

Rozpatrzmy pierwsza iteracje. Na podstawie tablicy prawdy na-
lezy wyznaczy¢ wszystkie konieczne zamiany wierszy. Z po-
przednich rozwazan wynika, ze zamian tych moze by¢ co najwy-
zej siedem. Z rys. 3 dla kazdej z nich wyznacza si¢ bramki, ktore
rozpoczynaja t¢ zamiang¢. Bramki te nalezg do zbioru bramek,
ktore mozna umiesci¢ jako pierwsze w ciggu.

Proponowany algorytm polega na wyznaczeniu kryteriow dla
takiego doboru bramek, ktory prowadzi do optymalnego lub pra-
wie optymalnego rozwigzania. W kazdej z iteracji stosowane sa
nastepujace kryteria:

1. Dla kazdej zamiany wierszy, ktorej trzeba dokonaé¢ w tablicy
prawdy zadanej funkcji, okresla si¢ liczbg pozycji, ktore ulegaja
zmianie i wybiera si¢ bramki umieszczone na liniach, ktore
zmieniaja dane pozycje. Nastepnie, wybiera si¢ bramki, ktore
prowadza do najwigkszej liczby zmian.

2. Jesli jest wigcej niz jedna taka zmiana, to poszukuje si¢ bramki,
ktéra jest dla nich (lub ich cz¢$ci) wspolna 1 wybiera si¢ t¢
bramke. Jesli nie ma takiej bramki, to rozpatruje si¢ kolejno na-
stepne takie zmiany.

3.Jesli po zastosowaniu bramki istnieja zmiany, dla ktérych
zmieniana jest wigcej niz jedna pozycja, to ze zbioru bramek
wybiera si¢ te, ktore majg wyjscie sterowane na innej linii niz
rozpatrywana wcze$niej bramka.

4. Sposrdd zamian wierszy wybiera si¢ te, ktore moga by¢ reali-
zowane przez pojedyncze bramki. Oprocz zamiany wiersza 7,
s to nastgpujace zamiany: 113 (C1-0), 115 (C2-0), 21 3 (CO-
1),216(C2-1),415(C0-2) oraz 416 (C1-2).

5. Przyktad dzialania algorytmu

Rozpatrzmy funkcj¢ pokazang na rys. 4, ktéra zamienia wiersze
116, za$ nie zmienia pozostatych wierszy.

X2X1Xo Yo Zamieniane wiersze
000 000 -
001 110 1-6
010 010 -
011 011
100 100
101 101

110 001 6—1
111 111 -

Rys. 4. Zamieniane wiersze dla przyktadowej funkcji
Fig. 4.  Exchanged rows for the exemplary function
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Z rys. 3 wynika, ze aby wstawi¢ wiersz 1 na pozycje 6, mozna
uzy¢ bramek Z0. Natomiast, aby wstawi¢ wiersz 6 na pozycj¢ 1,
trzeba uzy¢ bramek C1-0 lub C2-0. Zalézmy, ze zostanie wybrana
bramka C1-0. Na rys. 5 w kolumnie nazwanej bramka C1-0 poka-
zano dokonane przez t¢ bramke zamiany wierszy wejsciowych.
Zatem beda to wejscia bramki nastepne;.

XXX VViVo C1-0 Zamieniane wiersze
000 000 000 -

001 110 011 3—56(2)

010 010 010 -

011 011 001 1—3(1)

100 100 100 -

101 101 11 7-5(1)

110 001 110 6—1(3)

111 111 101 5-7(1)

Rys. 5. Wiersze zamieniane przez bramk¢ C1-0
Fig. 5. Rows exchanged by gate C1-0

Na rys. 5 w kolumnie ,,Zamieniane wiersze” pokazano aktualnie
wymagane zamiany wierszy wraz z liczba zmienianych pozycji
(w nawiasie). Najbardziej liczng jest zmiana 6—1 i ona decyduje o
wyborze nastgpnej bramki. Z trzeciego punktu algorytmu wynika,
ze nalezy wybra¢ bramke C2-0. Na rys. 6 pokazano tablicg prawdy
po zastosowaniu tej bramki wraz z koniecznymi zmianami.

X2X1X0 yyiye | Cl-0 C2-0 Zamieniane wiersze
000 000 000 000 -

001 110 011 111 7—6(1)

010 010 010 010 -

011 011 001 101 5-3(2)

100 100 100 100 -

101 101 111 011 3-55(Q2)

110 001 110 110 6—1(0)

111 111 101 001 1—-7Q2)

Rys. 6.  Wiersze zamieniane przez bramk¢ C2-0
Fig. 6.  Rows exchanged by gate C2-0

Ponownie najbardziej liczng jest zmiana 6—1 i ona decyduje
o wyborze nastgpnej bramki. Poniewaz nadal istnieja zmiany
dotyczace wiecej niz jednej pozycji (oprécz zmiany 7—06), to
nalezy zmieni¢ lini¢. Po liniach 1 i 2 jest kolej na lini¢ 0. Na tej
linii zadna bramka nie zmienia wiersza 1, wigc nalezy zamieni¢
wiersz 6. Moze on zosta¢ zmieniony na linii 0 przez jedna z trzech
bramek: T0, CO-1 lub CO0-2. Wybierzmy bramk¢ TO (procedure
nalezy powtorzy¢ dla pozostatych bramek, ale wybranie bramki
C0-1 1 C0-2 prowadzi do uktadow o wigkszej liczbie bramek).

XoX1X0 YayiYo C1-0 C2-0 TO Zamieniane wiersze

000 000 000 000 000 |-
001 110 011 111 10 | -
010 010 010 010 010 |-
011 011 001 101 101 |5-3(Q)
100 100 100 100 100 | -
101 101 111 011 011 3-5(Q)
110 001 110 110 11 | 7-10)
111 111 101 001 001 | 1-7(Q)

Rys. 7. Wiersze zamieniane przez bramke¢ TO
Fig. 7.  Rows exchanged by gate TO

Na podstawie rys. 3 mozna zauwazy¢, ze przecigciem zbiorow
bramek sg bramki C1-0 i C2-0. Rozpatrujac w analogiczny sposob
jeszcze jeden krok otrzymuje si¢ dwa rozwigzania: C1-0, C2-0,
TO, C1-0, C2-0 oraz C1-0, C2-0, TO, C2-0, C1-0, w ktorych ostat-
nie dwie bramki moga by¢ uzyte w dowolnej kolejnosci. Te dwa
rozwigzania stanowia cze$¢ rozwigzan optymalnych, ktorych dla
tej funkcji jest sze$¢. Na rys. 8 pokazano jeden z dwoch otrzyma-
nych optymalnych ukladow. Wspomniane wyzej rozgal¢zienia
prowadza do znalezienia pozostalych rozwiazan optymalnych.
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Rys. 8. Jeden z optymalnych uktadéw dla przyktadowej funkcji
Fig. 8. One of the optimal circuits for the exemplary function

6. Podsumowanie

W artykule opisany zostal nowy algorytm syntezy uktadéw od-
wracalnych, ktorego dziatanie zostalo przedstawione dla przykta-
du syntezy uktadu o trzech wejsciach i trzech wyjsciach, jednak
jego zaprogramowana wersja moze by¢ stosowana dla funkcji
o wigkszej liczbie zmiennych.

Praca byla wykonana w ramach realizacji grantu MNiSzW nr 4180/B/T02/2010/38.
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