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Streszczenie

W artykule zaprezentowany zostat nowatorski sposob dekompozycji
cyfrowych sterownikéw wspotbieznych opisanych z wykorzystaniem sieci
Petriego na podsieci typu automatowego. W proponowanym rozwigzaniu
relacje pomiedzy miejscami sieci Petriego okreslone za pomoca hipergrafu
wspotbieznosci. W odroznieniu od dotychczas stosowanych rozwiazan,
w artykule zaproponowano autorska koncepcje wyznaczania zbiorow
niewspotbieznych, ktora bazuje na obliczeniu transwersal doktadnych
w hipergrafie wspotbieznosci.

Stowa kluczowe: hipergraf, transwersala dokladna, sie¢ Petriego, dekom-
pozycja sieci Petriego na podsieci wspotbiezne typu automatowego.

Exact transversals in decomposition of Petri
Nets into concurrent subnets

Abstract

In the paper a new decomposition method of a control system into concurrent
automata is presented. The control unit is described as a Petri Net which is
further decomposed into concurrent subnets. The main idea of the
proposed method is application of exact transversals to the decomposition
algorithm. Contrary to the traditional solutions, the authors propose the
application of a concurrency hypergraph instead of a standard concurrency
graph. The concurrent subnets are found by calculation of exact transversals
in the hypergraph. The selection of concurrent automata is also performed
with application of exact transversals. Such a solution allows achieving the
optimal results (the fewest number of concurrent automata). The proposed
concurrency hypergraph has some unique properties. First of all, it is
defined to be an exact hypergraph. Therefore, each exact transversal in
such a hypergraph refers to the concurrent automata. Moreover, all minimal
transversals of the hypergraph are also exact transversals. Finally,
computation and selection of all exact transversals can be performed in
polynomial-time, and this is the most important advantage of the proposed
method. The traditional solutions are based on the coloring of a concurrency
graph, thus the complexity is NP-complete. All steps that are required in
order to perform the decomposition of a controller described by a Petri Net
are shown. The proposed method is compared with the traditional solution.
Finally, the preliminary results of experiments are presented and
discussed.

Keywords: hypergraph, exact transversal, Petri Net, decomposition of
a Petri Net into concurrent subnets automata.

1. Wprowadzenie

W artykule przedstawiono metod¢ dekompozycji réwnoleglej
dyskretnych systemow wspotbieznych opisanych siecig Petriego,
przeprowadzanej za posrednictwem hipergraféw. Celem dekom-
pozycji jest podzial sterownika logicznego na wspétbiezne modu-
ly, z ktorych kazdy moze by¢ optymalizowany i syntezowany
z wykorzystaniem klasycznej teorii automatoéw cyfrowych [1, 2].
Sposob dekompozycji sieci Petriego z wykorzystaniem kolorowa-
nia grafu lub hipergrafu wspolbieznosci jest juz ogodlnie znany [1,
2, 3]. Algorytmy przyblizone nie zawsze zwrdcg najlepsze roz-
wigzanie, a zastosowanie metod doktadnych w przypadku koloro-
wania grafu lub hipergrafu wspolbieznosci jest problemem
NP-trudnym [4].

W referacie przedstawiono catkowicie nowa metod¢ dekompo-
zycji sterownikoOw opisanych sieciami Petriego na automaty
wspotbiezne. Algorytm bazuje na dwukrotnym zastosowaniu
transwersal doktadnych [5, 6]. Dzigki takiemu podejéciu, opty-
malne rozwigzanie zostaje znalezione w czasie wielomianowym,
a nie wyktadniczym, co ma miejsce w przypadku rozwiagzan do-
tychczas znanych [6].

2. Podstawowe definicje

Pojecie hipergrafu pojawito si¢ drugiej w polowie ubieglego
stulecia. W 1973 roku francuski matematyk Claude Berge opubli-
kowal monografi¢ ,,Grafy i Hipergrafy”, w ktorej sformalizowat
i ujednolicit podstawowe definicje dotyczace teorii hipergrafow [5].

Hipergraf jest rozszerzeniem pojgcia grafu. Jego krawedzie,
zwane hiperkrawedziami [5,6], moga by¢ incydentne do dowolnej
liczby wierzchotkdéw. Formalnie, hipergraf H definiuje dwojka:

H=(V,E) 1)

gdzie: V={vy,...,v,}, jest dowolnym, niepustym zbiorem wierz-
chotkow; E={E,,...,E}, jest zbiorem krawedzi hipergrafu, czyli
podzbiorem zbioru P(V) wszystkich mozliwych niepustych zbio-
row, ktorych elementy naleza do V. Na rys. 1 przedstawiono przy-
ktadowy hipergraf H;.

Rys. 1. Hipergraf H;
Fig. 1. Hypergraph Hy
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Transwersalg (pokryciem wierzchotkowym) hipergrafu H jest
zbiér TcV zawierajacy wierzcholki incydentne do kazdej krawe-
dzi hipergrafu [5, 6]:

Tneg#£o (i=1,...,m) 2)

Transwersalg dokladng hipergrafu H jest zbior DcV wierz-
chotkéw hipergrafu, przy czym kazda krawedz hipergrafu musi
by¢ incydentna z doktadnie jednym wierzchotkiem, wchodzacym
w sktad transwersali doktadnej [6].

Najmniejszq transwersalg dokladng J hipergrafu H jest trans-
wersala doktadna, zawierajaca najmniejsza liczbg elementow
sposrod wszystkich transwersali doktadnych hipergrafu H.

Przyktadowo, w hipergrafie H; wyrdzni¢ mozna pig¢ transwer-
sal dokladnych: Dlz{Vl,Vg,Vg,}, D2:{V1,V4,V5}, D3:{V2,V5},
D={V3,Ve}, Ds={V4,Vs}, przy czym trzy ostatnie rozwigzania sa
réwnocze$nie najmniejszymi transwersalami doktadnymi.

Znalezienie wszystkich transwersal hipergrafu jest problemem
NP-trudnym [6]. Z kolei okreslenie wszystkich transwersal do-
ktadnych wiaze si¢ ze ztozonos$ciag co najwyzej wielomianowa, co
udowodniono w [6] oraz [7]. W niniejszym referacie proponujemy
innowacyjne zastosowanie algorytmu DLX (Dancing Links),
opisanego przez Donalda E. Knutha w [7]. Zaadoptowanie powyz-
szej metody umozliwia rozwigzanie problemu pokrycia doktadne-
go poprzez zastosowanie listy czterokierunkowej, w ktorej pota-
czenia pomie¢dzy poszczegdlnymi elementami listy sa dynamicz-
nie usuwane oraz przywracane (stad nazwa ,tanczace linki”).
Takie podejécie pozwala znacznie zredukowaé czas niezbedny do
uzyskania wszystkich szukanych zbiorow doktadnych pokry¢ [7].

Sie¢ Petriego to dwudzielny graf skierowany, o dwoch rodza-
jach wierzchotkdéw: miejscach i tranzycjach, ktére sa potaczone
skierowanymi tukami. Taki sposéb reprezentacji w wygodny
sposob pozwala opisywaé zjawiska zachodzace wspoélbieznie.
Miejsca przedstawiane sa jako okregi, tranzycje jako pogrubiony
odcinek lub prostokat, natomiast tuki jako krawedzie zakonczone
strzatkami.

W celu uproszczenia analizy sieci Petriego, bardzo czgsto two-
rzona jest makrosie¢. Jest to skondensowana wersja danej sieci
Petriego [1,2], zachowujaca jej podstawowa strukture i wiasciwo-
sci. Celem tej operacji jest usuniecie z sieci fragmentéw o charak-
terze sekwencyjnym, ktore podczas procesu analizy nie wptyna na
jej ostateczny wynik, a ich obecno$¢ jedynie zwigksza czas catego
procesu dekompozycji. Przyktadowa sie¢ Petriego PN; obrazujaca
sterownik do produkcji napojow, oraz odpowiadajaca jej makro-
sie¢ MN; zostaly przedstawione na rys. 2.

Rys. 2. Sie¢ Petriego PN; oraz odpowiadajaca jej makrosie¢ MN;
Fig. 2. Petri Net PN; and its macronet MN;

PAK vol. 57, nr 8/2011

3. Idea proponowanej metody

Ponizej zamieszczono poszczegdlne kroki, jakie nalezy wyko-
na¢ w celu dekompozycji. Szczegdtowy opis wraz z przyktadem
pokazano w kolejnym rozdziale. Proponowana metoda dekompo-
zycji sieci Petriego moze zosta¢ podzielona na nastepujace etapy:
1. Wyznaczenie grafu znakowar dla sieci Petriego (lub odpowia-

dajgcej jej makrosieci). Struktura ta jest wyznaczana na pod-

stawie pierwotnej sieci Petriego lub jej skondensowanej wersji,
czyli makrosieci. Proces utworzenia grafu znakowan sprowadza
si¢ do analizy zmian oznakowania sieci w momencie odpalania
gotowych tranzycji. Wartosci te zostaja opisane w postaci grafu,
ktorego wierzchotki odpowiadajg zbiorowi miejsc oznakowa-
nych w danym stanie, natomiast krawedzie okreslaja odpalane

tranzycie [1, 2].

2. Okreslenie hipergrafu wspotbieznosci na podstawie grafu
znakowan. Hipergraf wspotbieznosci reprezentuje rzeczywista
wspOlbiezno$¢ pomiedzy miejscami sieci Petriego. Wierzchotki
hipergrafu wspotbieznosci odpowiadaja miejscom sieci Petriego,
natomiast hiperkrawedzie okreslajg relacje pomiedzy tymi miej-
scami [3].

3. Wyznaczenie wszystkich transwersal doktadnych w hipergrafie
wspotbieinosci. Okreslone transwersale dokladne wyznacza-
ja wszystkie mozliwe zbiory makromiejsc niewspotbieznych
(sekwencyjnych). Kazdy taki zbior to pojedynczy automat se-
kwencyjny [2, 3].

4. Okreslenie hipergrafu selekcji. Wierzchotki hipergrafu selekcji
odpowiadajg makromiejscom sieci, natomiast krawedzie —
transwersalom doktadnym.

5. Okreslenie dualnego hipergrafu selekcji. Wierzchotki hiper-
grafu dualnego odpowiadaja krawedziom, natomiast jego kra-
wedzie — wierzchotkom pierwotnego hipergrafu selekcji.

6. Redukcja dominujgcych krawedzi w dualnym hipergrafie
selekcji. Dominujgce krawedzie mozna zaniedbaé, poniewaz
kazde pokrycie zbioru zdominowanego jest pokryciem petnego
zbioru.

7. Wyznaczenie najmniejszej transwersali doktadnej w zreduko-
wanym dualnym hipergrafie selekcji. Najmniejsza transwersala
doktadna wskaze optymalne rozwigzanie — zbiory makromiejsc
wspotbieznych (czyli szukanych zdekomponowanych automa-
tow sekwencyjnych).

4. Przyktad dekompozycji sieci Petriego

Pierwszym krokiem, wykonywanym podczas badania wspot-
bieznoéci oraz powiazanych z nig wlasciwosci sieci Petriego
(zywotnos¢, bezpieczenstwo), jest okreslenie grafu znakowan. Na
rys. 3 przedstawiono graf znakowan dla makrosieci MN; (z rys. 2).

Rys. 3. Graf znakowan dla makrosieci MN;
Fig. 3. Reachability graph for macronet MN;
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W nastepnym etapie okre§lany zostaje hipergraf wspotbieznosei
dla danego grafu znakowan. Wierzchotki w hipegrafie wspotbiez-
nosci sa polaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy sa one
oznakowane w tym samym stanie grafu znakowan. Na rys. 4
przedstawiono macierz incydencji hipergrafu Hyn; wspotbiezno-
$ci dla makrosieci MNj.
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Rys. 4. Macierz incydencji hipergrafu Hyn:
Fig. 4. Incidence matrix of hypergraph Hun:

Kolejny krok proponowanej metody to wyznaczenie wszystkich
transwersal doktadnych w hipergrafie wspotbieznosci. W hiper-
grafie Hyn: wystepuje szes¢ transwersal doktadnych:

D;={M3,M4,Mg,Mg,My1},
Dy={M;,M4,Mg,Mg,My1},
D3={My,M4,M7,Myo,My:},
D4={M3,M4,M7,Myo,My},
Ds={M3,Mz5,Mg,My1},
Dg={M3,Mg,M15,My;}.

Sposrod wszystkich wyznaczonych transwersal doktadnych do
dalszej analizy wyselekcjonowane powinno zosta¢ rozwigzanie
optymalne, zawierajace najmniejszg liczbe automatéw sekwencyj-
nych. W tym celu tworzony jest hipergraf selekcji. W tak skon-
struowanym hipergrafie nalezy znalezé najmniejsze pokrycie
krawedziowe, co jest jednak problemem NP-trudnym. W niniej-
szym referacie proponujemy nowatorskie rozwigzanie, w ktorym
selekcja transwersal doktadnych bedzie przebiega¢ dwuetapowo.
Najpierw nalezy okresli¢ hipergraf dualny do hipergrafu selekcji.
W praktyce sprowadza si¢ to do okreslenia macierzy transpono-
wanej dla danego hipergrafu selekcji. Na rysunku 5a pokazano
macierz incydencji hipergrafu dualnego selekcji H*s; dla wszyst-
kich transwersal doktadnych znalezionych w hipergrafie Hpy;.
W rozpatrywanej macierzy wierzcholki ilustruja pojedyncza
transwersalg doktadng, natomiast krawedz obrazuje makromiejsca
sieci MNy, wchodzace w sktad danej transwersali doktadne;.

a) b)
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Rys. 5. a) macierz hipergrafu H*g;, b) zredukowana macierz hipergrafu H*s;
Fig. 5. a) incidence matrix of H*g, b) reduced incidence matrix of H*s;

W tak utworzonej macierzy nalezy usunagé¢ dominujace wiersze
(odpowiadajace krawedziom dualnego hipergrafu selekeji), czyli
takie, ktorych elementy (wartosci) sa wigksze lub réwne odpo-
wiednim elementom dowolnego innego wiersza. W przypadku
hipergrafu H*g; usuniety zostanie przyktadowo wiersz Ms, ponie-
waz jest zdominowany przez wiersz Ms. Analogicznie, procesowi
redukcji poddane zostang kolejne wiersze, a ostateczna (zreduko-
wana) macierz zawiera¢ bedzie 6 wierszy (rys. 5b).

Ostatni krok, to okre$lenie najmniejszej transwersali doktadnej
w zredukowanym dualnym hipergrafie selekcji. Ten etap jest
wykonywany identycznie, jak proces wyznaczania transwersali

doktadnej macierzy wspotbieznosci, przy czym do dalszych roz-
wazan brane sg tylko rozwigzania zawierajace najmniejszg liczbg
elementow. W hipergrafie H*s; wyr6zni¢ mozna dwie najmniejsze
transwersale dokladne: §,={D;,D4,D5,Dg} oraz d,={D,,D3,Ds,Ds}.
Oba zbiory zawieraja po cztery elementy, dlatego tez nie ma
znaczenia, ktory zostanie wybrany. W rozpatrywanym przykladzie
do dalszej analizy wybrane zostanie pierwsze rozwigzanie. Zawie-
ra ono wyselekcjonowane cztery transwersale doktadne, ktore
okreslaja zbiory makromiejsc wspotbieznych (automatéw se-
kwencyjnych). Pierwszy zbidr zawiera miejsca okre$lone poprzez
transwersale Dy i zawiera makromiejsca: M;, Ma, Mg, My, Oraz
My;. Drugi automat wspotbiezny opisany jest poprzez transwersalg
Dy, przy czym usuwane sa nadmiarowe miejsca (ktore juz wysta-
pity wezesniej w transwersali D;), wobec czego zawiera on naste-
pujace elementy: M,, M7, Myo. Analogicznie, trzeci zbior niezalez-
ny sktada si¢ z miejsc M3z oraz Ms, natomiast w sktad zbioru
czwartego wchodzi makromiejsce Mg.

Powyzszy przyktad zostal zweryfikowany eksperymentalnie.
Sterownik zostal zdekomponowany z wykorzystaniem metody
klasycznej (kolorowanie z nawrotami) oraz proponowanej
w referacie. Wyniki badan potwierdzaja bardzo wysoka skutecz-
no$¢ metody. Czas niezbedny na znalezienie rozwigzania metoda
klasyczna byl prawie 100 razy dtuzszy, niz w przypadku wykorzy-
stania transwersal doktadnych, przy czym w oba algorytmy zwro-
city identyczny wynik.

5. Podsumowanie

W referacie zaproponowano innowacyjny sposob dekompozycji
sterownikow opisanych sieciami Petriego na automaty wspotbiez-
ne. Idea metody jest dwukrotne zastosowanie transwersal doktad-
nych hipergrafu. Takie podejscie pozwala zredukowaé ztozono$¢
obliczeniowg do co najwyzej wielomianowej, przy zachowaniu
optymalnego (doktadnego) rozwigzania.

Wstepne badania eksperymentalne potwierdzajg bardzo wysoka
skuteczno$¢ proponowanej metody. Przeprowadzono seri¢ testow
z wykorzystaniem niewielkich sieci Petriego opisujacych rzeczy-
wiste sterowniki (problem filozofow, system sterujacy reaktorem).
We wszystkich przypadkach proponowana metoda okazala si¢
znacznie szybsza (nawet do 100 razy) od rozwigzan klasycznych.
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