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Streszczenie

W artykule przedstawiono rézne modyfikacje metody rzutowania naprze-
miennego (alternating projection method), wprowadzonej przez von

Neumanna. Metody te shiza do wyznaczania punktu x* ze zbioru A
ipunktu y* ze zbioru B takich, ze "x* —y*" jest odlegtoscia migdzy
zbiorami 4 i B. Wprowadzono uogélnienie prezentowanych metod projek-
cyjnych, ktore gwarantuje zbiezno$¢ takze w przypadku, gdy przekroj
zbiordw 4 1 B jest pusty i odleglo$¢ miedzy zbiorami jest nieznana.
W wielu praktycznych problemach mamy taka sytuacje, np. w zagadnieniu
tomografii komputerowej i zagadnieniu planowania radioterapii.

Stowa kluczowe: metoda rzutowania naprzemiennego, sterowanie pozio-
mem.

Generalized relaxed alternating projection
method

Abstract
In the paper there is presented modification of the von Neumann method
of alternating projection (AP-method) x,,, = P,P;x, where 4 and B are
closed and convex subsets of R". The problem of finding x" € 4 and

y" eB with ||x* —y*" =inf

xed,yeB

X — y" if this infimum is attained is

dealt with. It is known that in case of Fix7T #(J the sequence (x,)

generated by the AP-method converges weakly to a fixed point of the
operator of alternating projection 7 =P,P, [1]. If the distance

o=inf_, pllx— y" is known, one can efficiency apply a modification

of the von Neumann method, which has the form
Xp =P, (x; + 4,0, (Tx, —x;)) for A4, €[0,2] (relaxation parameter) and
o, >0 (step size) depending on x, (RAP-method — relaxed alternating
projection method) [3]. In this paper the authors propose a generalization
of the RAP-method (GRAP-method — generalized relaxed alternating
projection method), where it is not supposed that the value 6 (Section 2)
is known. Instead of &, there is applied its approximation
5,( =0, +(-a )5,{ for a; €[, ;], O<a< a<l (with changeable
level parameter ¢, ) which is updated in each iteration (Section 3). The
GRAP-method is also a generalization of the modified relaxed
alternating projection method (MRAP-method) [6]. In Section 4 there
are presented the results of numerical tests for two problems: (P1), where
A, B are closed and convex subsets (Table 1) and (P2), where 4 is a closed
and affine subspace, B is a closed and convex subset (Table 2). The
preliminary numerical experiments confirm practical applicability of the
GRAP-method even in case when the distance J is unknown. These
experiments show the superiority of the GRAP-method with respect to the
RAP-method, if & is unknown.

Keywords: alternating projection method, level control.

1. Wprowadzenie

Niech 4 i B bedg niepustymi, domknigtymi i wypuklymi pod-
zbiorami przestrzeni R”. W artykule rozwazamy problem posta-
ci:

znalezé x" € A i " e B takie, ze

[ =57 =0t ol oA 0

Jezeli AN B # O, to problem (1) redukuje si¢ do znalezienia
elementu z przekroju AN B. Para punktéw (x",y") jest rozwia-

zaniem problem (1) wtedy i tylko wtedy, gdy x"=P,y"

. . .
iy =Px (Ppx=argmin,

y—x| oznacza rzut metryczny
punktu x na zbior B, || oznacza norme wektora x), tzn. x jest

elementem zbioru punktow statych operatora P,P, i " jest
elementem zbioru punktoéw statych operatora P, P, (patrz [1]).

Wiele praktycznych probleméw ma posta¢ (1) albo sprowadza
si¢ do postaci (1), np. problem dopuszczalnosci wypuklej, zagad-
nienie tomografii komputerowej (wyznaczanie przekroju pewnego
obiektu), zagadnienie planowania radioterapii z uzyciem wigzek
o modulowanej intensywnosci. W pracy [2] zawarto szeroki opis
problemow postaci (1) i zastosowan metody AP. Czgsto
w praktycznych problemach przekrdj zbiorow 4 i B jest pusty
i odlegto$¢ migdzy zbiorami jest nieznana.

W artykule zajmujemy si¢ modyfikacjami metody rzutowania
naprzemiennego (AP-method - alternating projection method)
stuzacymi do wyznaczania rozwiazania problemu (1). Metoda AP
jest postaci:

x, € A—dowolny

@

Xy = PPy

Operator T = P, P, nazywany jest operatorem rzutowania na-
przemiennego (operator of alternating projection). Jezeli zbior
punktéw statych operatora 7T jest niepusty Fix7T #J
(FixT ={x:Tx =x}), to ciag (x;) generowany przez metode AP
zbiega stabo do punktu statego operatora T (patrz [1]).

W [3] wprowadzono metod¢ zrelaksowanego rzutowania na-
przemiennego (RAP-method - relaxed alternating projection met-
hod) postaci:

X, € A—dowolny

€)

Xy =P, (x, + 4,0,8,),

gdzie: s, = P,P,x, —x,, A, €[0,2] jest parametrem relaksacyj-
nymi o, >0 jest dlugodcig kroku zalezng od x;. Metoda AP jest
szczegolnym przypadkiem metody RAP dla 4, =1 i o, =1. Inne

szczegollne przypadki metody RAP byly tez studiowane wczesniej,
np. metoda wprowadzona przez Gurina, Polyaka i Raika [4],

w ktorej 4, =1, o, =|Pyx, —xk"Z I(Pyx, —x,,s,) > przy zatoze-
niu, z2 ANB#Q ((x,y) oznacza iloczyn skalarny wektorow x

iy), czy metoda Bauschke i Borweina [5], w ktorej
A, €le,2—¢€], €>0, o, =1, tez przy zalozeniu, ze ANB#J.
W pracy [3] rozwaza si¢ dwa warianty metody RAP:
(a) RAP1, gdzie zbiory 4 i B sa domknigte i wypukte, a dlugosé¢
kroku jest postaci:
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o = HTxk _PBka =04 | P Xy _ka +<P3xk _xk’sk>
= .

2

“)

Sk

(b) RAP2, gdzie zbidr 4 jest domknieta podprzestrzenig afiniczna,
zbidr B jest domkniety i wypukly, a dlugo$¢ kroku jest posta-
ci:

1 (HTxk_PBxk _Sk)z
=1+

®)

k 2
s

Dodatkowo, w obydwu wariantach A, e[£,2—-¢], £>0, pa-

rametr Sk €[5,6,], gdzie

5 = lnfxeA.yeb’

-y ©)

jest odlegloscia migdzy zbiorami 41 B,a &, =|Tx, — Pyx, |-

Ciagi (x;) generowane przez obydwie metody RAP1 i RAP2 sa
stabo zbiezne do punktu stalego operatora 7, jesli FixT = &
(patrz [3, Theorem 15]). Wyniki testow zaprezentowanych
w pracy [3] wskazuja na dobre zachowanie si¢ metod RAP1
i RAP2 w przypadku, gdy & jest znane (wtedy mozna przyjac

gk =0 ). Otrzymano szybsza zbiezno$¢ niz dla metody AP. Jed-
nak w przypadku, gdy & jest nieznane, mozna tylko przyjaé
5,{ = Sk . Ponadto, nie ma odpowiedniego kryterium zatrzymania.

2. Uogdlnienie metody rzutowania
naprzemiennego

W pracy [6] wprowadzono modyfikacje metod RAP1 i RAP2,
w ktorych parametr 5‘,( przyblizajacy nieznana warto$¢ § nie
musi spelnia¢ warunku SA >0 . W metodach RAP1 i RAP2 dla
zagwarantowania zbiezno$ci musial by¢ speliony warunek
gk €[8,6,]-

Rozpatrzmy teraz metody MRAP1 (3, 4) i MRAP2 (3, 5)
wprowadzone w [6], w ktorych &, . spetnia warunek:

5, €[8,.5,1 (7

gdzie §, €[0,5] (dolne ograniczenie §)i &, [,

Tx, — Pyx, H]
(gorne ograniczenie ¢ ). Zaktadamy dodatkowo, ze J, 20 jest
znane. Zawsze mozna przyjaé §, =0 jesli nie jest znane lepsze
dolne ograniczenie wartosci § i &, =|Tx, — Pyx,| jesli nie jest
znane lepsze gorne ograniczenie & .

W metodach MRAP1 i MRAP2 (MRAP-method — modified
relaxed alternating projection method) parametr éN‘k jest wyzna-
czany w nastepujacy sposob [6]:

5, =as, +(1-a)s,, ®)

Gdzie «a€[0,1]. W

5, = min{HTxi - Pyx,

rownaniu  (8) mozna  przyjacé

:1<i<k}. Jezeli § jest znane, mozna

przyja¢ 6, =6 i a =1, w konsekwencji 5, , =0 . Jesli natomiast
0 nie jest znane, to trzeba przyja¢ §, =0 i a € (0,1) . W obydwu
przypadkach otrzymamy Sk 2§, . Niestety nie wiadomo, czy
gk > . W [6, Theorem 6] podano jak wykry¢, ze gk <o korzy-
stajac z gérnego ograniczenia R odlegtosci punktu startowego x,

od zbioru punktow statych operatora 7 (R 2[x, -z dla
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z € FixT). Jesli wykryje sig, ze Sk < 0, to przyjmuje si¢ w kolej-
nej iteracji J,,, = g'k.

Dla «a € (0,1) otrzymujemy zbiezno$¢ &, , éN‘A i é_‘k do §
[6, Theorem 11]. Jezeli a=0, to 5, =5,. Jezeli 8 =6
iael0,1],to 5, e[5.|Tx, - Px,

dy MRAP sa rownowazne metodom RAP.
Dodatkowg korzy$cig z wprowadzenia §, i §, jest dogodne

1. W obu przypadkach meto-

kryterium zatrzymania:

jezeli 5, -8, <&, to|[Tx, —Px,[|<5+e, ©)

gdzie X, = argmin{HTxi - Pyx;|:1<i<k}.

Idea wyznaczania parametru SA w (8) jest podobna do zapro-
ponowanej w pracy [7] do modyfikacji subgradientowej metody
projekcyjnej Polyaka [8] dla problemu minimalizacji wypuktej
nier6zniczkowalne;j.

W artykule proponujemy uogdlnienie metod rzutowania na-
przemiennego MRAP1 i MRAP2. Metody te bedziemy oznaczad
GRAPI1 i GRAP2 (GRAP-method — generalized relaxed alterna-
ting projection method) odpowiednio dla o, okreslonego wzorem

4)i(5).

Parametr &, . brzyblizajacy & ma teraz postac:
gk =8, +(1-a,)5; (10)

gdzie

a, ela,al,0<a<a<l, (11)

Zamiast stalego parametru poziomu o w (8) mamy teraz
zmienny parametr poziomu ¢, w (10), ktéry moze by¢ inny
w kazdej iteracji. Pomyst wprowadzenia zmiennego parametru
poziomu jest podobny do modyfikacji wprowadzonej w pracy [9]
w metodach projekcyjnych dla probleméw minimalizacji wypu-
ktej nier6zniczkowalne;j.

Oczywiscie, jesli w  (10) przyjmiemy  parametr
a, =a =const, to metody GRAP bedg réwnowazne metodom
MRAP.

3. Sterowanie poziomem w metodzie GRAP

Przedstawiamy teraz propozycj¢ wyboru parametru ¢, speia-
jacego warunek (11) wykorzystywanego w (10) do wyznaczenia
poziomu Sk przyblizajacego nieznang odlegltos¢ § migdzy zbio-
rami 4 i B w metodzie GRAP. Podobny pomyst byt wprowadzony
w pracy [10] do przyblizania nieznanej warto$ci minimalnej funk-
cji celu w problemach minimalizacji wypuklej nier6zniczkowal-
nej.

Pomyst polega na tym, aby poziom Ek nie poprawia¢ po kaz-
dym zmniejszeniu 5,(, a dopiero po uzyskaniu odpowiedniego
spadku.

Wprowadzamy dodatkowy parametr /; do sprawdzania wystar-
czajacego spadku:

L == )i, +ué,, (12)

gdzie 4 €[0,1), natomiast [, i Sk sa aktualizowane
W nastgpujacy sposob:
a) [, =01,

b)jezeli |Tx, — Pyx,

<1, , to przyjac
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I =HTxk —PBka:gk, (13)

w przeciwnym przypadku przyjac i =li,
¢) przyjaé poziom

5, =as, +(1-a)l,, (14)

gdzie a € (0,1) .

Pokazemy teraz, ze proponowane sterowanie poziomem opisa-
ne przez (a, b, ¢) spetnia warunki (10, 11).
Uwagi:

1)Jezeli x=0, to dla kazdego k>1 zachodzi I, =1I; =4,
(z(12) i (13)) i w(14) otrzymujemy &, =a, 5, +(1—-,)3, »

~

z parametrem @, =« =const (czyliq, € [Q,&] dlag = a= a).
Spetnione s3 wigc warunki (10, 11). Zatem dla 4 =0 metoda

GRAP1 jest rownowazna metodzie MRAP1 i metoda GRAP2 jest
réwnowazna RAP2.

2) Jezeli pe(0,1) i w k-tej iteracji |Tx, — Pyx, || <7, w(b), to
Iy =|Te = Pyx || = 6 1 w(14) mamy 5, =a, 8, +(1-,)5, -
Podobnie jak wuwadze 1) spelnione sa warunki (10, 11)
za,=a (q e[g,&]dlagz&za).

3) Jezeli pe(0]) i w k-tej iteracji |Tx, — Pyx, | >, w(b), to
li =l 255 iw konsekwencji w (14) mamy 5‘,( = S‘,H. Niech

a, bedzie teraz okreslone w nastepujacy sposob:
&, =6 =3,,) /(6 =3,). (15)

Przyjmujac w (10) parametr ¢, okre$lony przez (15) otrzymuje-
my takze 5k = SH. Zatem poziom zdefiniowany w (14), gdzie
a= (Zk - gkil)/(Zk —8,) jest réwny poziomowi zdefiniowanemu
w (10) z ¢, okreSlonym przez (15). Trzeba jeszcze pokazaé, ze «,
okreslone przez (15) spelia warunek (11). Poniewaz Iy > Ek, wiec
L-6,=(i-6)]a
i1, -8, =(1— )i = 5,), Wiec a, > (I, —6) (i —5,) = (1- wa.

Zatem ¢, €[e, ;], dla ¢ =(1- p)a, a=a.

a, <a. Ponadto, poniewaz & >/,

4. Testy numeryczne

W punkcie tym przedstawiamy wyniki testow numerycznych
dla problemu (1). Rozwazamy nastepujace problemy testowe:

(Pl)n=2,4=B(z, 1), B=B(z,, 1), gdzie B(z, r) oznacza kule
o srodku z i promieniu r. Dla d=|z -z, mamy
8 =max{0,d — 2} . Przekrdj An B = wtedy i tylko wtedy, gdy
d <2. Dla uproszczenia przyjmujemy z; = (0,d) i z, = (0, 0).
Dodatkowo przyjmujemy x, =(1,d) € A. W konsekwencji odle-
glos¢ d(x,, Fix T)<+/2.

(P2) n =2, A jest hiperplaszczyzng i B = B(z, 1) jest kula. Dla
d= inf{Hz—pH :pedl mamy ¢ =max{0,d—1}. Przekroj
ANB = wtedy 1 tylko wtedy, gdy d <1. Dla uproszczenia
przyjmujemy A ={(&,&,)eR*: &, =d} iz= (0, 0). Dodatkowo
przyjmujemy x, =(3,d)e 4.
d(x,,FixT)<3.

Prezentujemy wyniki testow numerycznych dla nastgpujacych
metod:

W konsekwencji  odlegtos¢

e GRAPI - uogélniona metoda rzutowania naprzemiennego,

z dhugoscig kroku (4);

e GRAP2 — uogélniona metoda rzutowania naprzemiennego,

z dhugoscig kroku (5).

Metody  zostaly  zaprogramowane w  Matlabie  6.1.
W prezentowanych testach przyjeto parametr relaksacyjny 4, =1.
W obydwu tabelach & oznacza liczbe iteracji, po ktorej program
zatrzymuje si¢, przy zastosowaniu kryterium zatrzymania postaci
5, -0 . <¢, dla bezwzglednej tolerancji optymalnosci & Po
spelnieniu  takiego  kryterium  zatrzymania, dla punktu
X, = argmin{”Tx,. —PBx,H :1<i <k} mamy HT X, —PB)?,(H <d+¢
zatem  xy jest rozwigzaniem e-optymalnym dla problemu (1).
W prezentowanych wynikach przez R oznaczamy przyjete gorne
ograniczenie odleglosci punktu startowego od zbioru rozwigzan
(R> Hx] —ZH dla z e FixT).

W tabeli 1 przedstawiamy wyniki testow numerycznych dla

problemu testowego P1 przy réznych wartosci d i metody GRAP1
z parametrem g =0 i g = 0.3, natomiast w tabeli 2 dla problemu

testowego P2 i metody GRAP2.

Tab. 1. Wyniki testow dla problemu P1

Tab. 1. Results of tests for problem P1
PN 1.0 0.9 0.5 0.0
D “w— 0 003 0 03 0
£ k k k k
10" - 23 21 5 4
10° - 45 42 8 7
3.0 R’ .
10 67 64 11 10
10 - 89 86 15 14
10" - 2 2 33
102 - 67 46 87 37
2.01 ’ .
10 148 64 100 45
10 - 363 106 141 70
10" 2 2 2 4
10° 4 4 6 49
2.0 ®
10 5 6 10 499
10 7 8 14 4999
10" 2 2 2 3
10° 4 4 6 33
1.99 ’
10 5 5 9 118
10 5 6 12 228
10" 2 2 2 2
102 3 3 4 9
1.9 ®
10 3 4 7 20
10 4 5 9 30
Przypomnijmy, ze dla u=0 otrzymujemy poziom

5k =a,5, +(1-a,)5, gdzie a, = a = const dlakazdego k> 1,
a poprawa I jest wykonywana od razu (/; = Sk ), gdy
|7, = Pyx,|| < S (patrz uwaga 1)) i metoda GRAP1 jest réwno-
wazna metodzie MRAP1 (a metoda GRAP2 jest rOwnowazna
metodzie MRAP2). Natomiast dla x = 0.3, jezeli w k-tej iteracji
|7, = Pyx, | > 1> to @, <a, 5, =3,,, ali=li1>6: (patrz
uwaga 3)). Zakladamy, ze & jest nieznane, czyli przyjmujemy
9,=0 1 ae(0,1). Przypomnijmy, ze jeSli d>2 w problemie
P1 (albo d >1 w problemie P2), to AnB=C 1 6>0. Nato-
miast, jesli d <2 wP1 (albo d <1 wP2),to AnB#J i 65=0.
W tym przypadku mozemy dodatkowo sprawdzi¢ zachowanie
metody dla @ =0 (przy g¢=0 mamy éN‘A = 5‘,( i metoda GRAP1
jest rownowazna metodzie RAPI, a GRAP2 — RAP2) i a=1
(przy p=0 mamy éN'k =0=0).
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Tab. 2. Wyniki testow dla problemu P2
Tab. 2. Results of tests for problem P2

o« 1.0 0.9 0.5 0.0
d u— 0 0 03 0 03 0
3 k k k k
107 - 23 23 22 24
20 102 - 45 45 40 33
’ 107 - 67 64 183 54
10* - 105 100 505 128
10" - 3 3 4 4
Lol 102 - 14 56 168 170
’ 10° : 288 256 302 209
10* - 2193 1595 690 620
10" 3 3 4 6
10 102 5 5 11 51
’ 107 6 8 20 501
10* 8 10 28 5001
10" 3 3 4 5
10”2 4 5 11 35
0.99
107 6 7 18 120
10* 6 8 26 230
10" 3 3 3 4
09 107 4 4 8 12
‘ 10° 4 6 12 23
10* 5 7 17 33

Mozemy zaobserwowaé, dla problemow testowych P1 i P2,
poprawg wynikow dla 4 =03>0 wporéwnaniu z y=0.
W wigkszosci przypadkow uzyskujemy mniejsza liczbe iteracji &
potrzebna do spetnienia kryterium zatrzymania.

Dla metody AP nie mozemy zastosowac kryterium zatrzymania
(9), mozemy jedynie sprawdzi¢ jak zachowuje si¢ odlegltosé
d(x,,Fix T) w zaleznosci od k. Dla problemu P1 z d = 2 otrzy-
mujemy, po k=45 iteracjach, metoda MRAPI odlegtos¢

d(x,,FixT)<10°, natomiast metoda AP  odleglos¢
d(x,,FixT)~10™" [6, Fig. 1(a)]. Podobne wyniki otrzymujemy

dla problemu P2 zd = 1.
5. Podsumowania

W artykule wprowadzono pewne uogélnienie metod rzutowania
naprzemiennego, metode GRAP, w ktérej wykorzystuje si¢ para-
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metr 5‘,{ (ze zmiennym parametrem poziomu) przyblizajacy naj-

czedciej nieznang odleglo$¢ § =inf AyeB

x—y| migdzy zbiorami
A 1 B. Metody MRAP i RAP sg szczegolnymi przypadkami meto-
dy GRAP. Wprowadzona metoda pozwala na poprawg szybkosci
zbieznosci w stosunku do wezesniejszych metod. Metody GRAP
i MRAP mogg by¢ tatwo zaimplementowane i praktycznie zasto-
sowane tez w przypadku, gdy & nie jest znane. Moga by¢ wigc
stosowane do rozwigzywania probleméw, np. w zagadnieniu
tomografii komputerowej i zagadnieniu planowania radioterapii.
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