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Streszczenie

Przedstawiono metody obliczania niepewnosci pomiaru w oparciu
o rozktad ptasko-normalny. Rozktad ten jest splotem rozktadu prostokat-
nego z normalnym. Metody opracowano w dwoch postaciach: analitycznej
i numerycznej. Mozna je wykorzysta¢ do obliczania niepewnosci pomiaru,
gdy model pomiaru jest liniowy lub linearyzowany oraz gdy wielkosciom
wejsciowym mozna przypisa¢ rozktad Studenta, normalny, prostokatny
lub trojkatny. Przedstawiono oceng dokladnosci proponowanych metod
i zilustrowano je praktycznym przyktadem obliczeniowym.

Stowa Kkluczowe: niepewno$¢ pomiaru, rozktady prawdopodobienstwa,
metody obliczeniowe.

Use of the Flatten-Gaussian distribution for
calculating the measurement uncertainty

Abstract

The paper presents methods using the Flatten-Gaussian distribution for
calculating the measurement uncertainty. The Flatten-Gaussian distribution is
a convolution of rectangular and normal distributions. The methods were
worked out in the analytical and the numerical form. They can be used
when the measurand model is a linear or linearized mathematical function,
and the model input quantities are characterized by Student’s, normal,
rectangular, triangular and trapezoidal distributions. The proposed
methods enable calculation of the measurement uncertainty with the
accuracy close to that of the Monte Carlo method recommended in [2].
The analytical method is based on formula (6) including the quantile of the
Flatten-Gaussian distribution, whereas the numerical method is based on
sampling from this distribution as a random number generator given by
formula (8). This random number generator can be created from two
random number generators based on drawing from the rectangular and
normal distribution. It immediately provides the set of possible values
for the measurand. The methods can be easily implemented in common
computational tools, such as a spreadsheet. They do not require the
specialized software. The paper presents an example of a practical use of
the proposed methods.

Keywords: measurement uncertainty, probability distributions, calculation
methods.

1. Wstep

We wspolczesnej metrologii zmienia si¢ podejscie dotyczace
obliczania niepewnosci pomiaru. Tradycyjna koncepcja polegaja-
ca na zastosowaniu przy jej obliczeniach prawa propagacji nie-
pewnosci [1] zastgpowana jest metoda propagacji rozktadow [2].
W postgpowaniu tym miara niepewnosci staje si¢ przedziat roz-
szerzenia. Pojecie przedziatu rozszerzenia do krajowej praktyki
metrologicznej wprowadza norma [3]. Pojecie to jest tlumacze-
niem terminu migdzynarodowego coverage interval [4] i wprowa-
dzono je aby odrézni¢ od znanego w statystyce pojecia confidence
interval (przedzial ufnosci). W ten sposob odrézniono podejscie
"probabilistyczne" od "statystycznego". Czym si¢ one rdznig?

Roznica polega na tym, iz w podej$ciu "statystycznym" parametry
zmiennych losowych sg rowniez zmiennymi losowymi, a w pode;j-
$ciu "probabilistycznym" te same parametry sg liczbami stalymi.
Takie podejscie rowniez otwiera droge do zastosowania metod
numerycznych opracowania danych pomiarowych, jak chociazby
metoda Monte Carlo.

2. Przedzial rozszerzenia

Przedziat rozszerzenia definiowany jest jako najmniejszy prze-
dzial pomigdzy dwoma kwantylami rozktadu prawdopodobien-
stwa dla wielko$ci mierzonej y, ktére wyznaczaja okreslone praw-
dopodobienstwo, na ogdét 95%. W przypadku symetrycznego
rozktadu bedzie to zawsze tylko jeden przedzial, symetryczny
wokot wartosci oczekiwane;j:

1) = Viow yhigh] > (D

gdzie yioy = G'(a) i Vhigh = G(atp). G'\(a) jest kwantylem rzedu
a, a G'\(atp) kwantylem rzedu a+p rozktadu opisanego dystry-
buantg G(77). Przyjmuje si¢, ze o =2,5%, a p = 95%. W odniesie-
niu do klasycznie zapisywanej niepewnoS$ci rozszerzonej U prze-
dzial rozszerzenia mozna zdefiniowa¢ jako:

In=-U y+U]. 2
Przy czym spetione jest rOwnanie:

y+U

Jg(n)dn =p, 3)
y=U

gdzie g(77) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu
zwigzanego z wielkoscig mierzona, y jej estymata, a p prawdopo-
dobienstwem rozszerzenia.

Przedzial rozszerzenia wyznacza si¢ obliczajac wartosci funkcji
G''(@) oraz G'\(1-@). Przyjecie a= 0,025 daje przedziat okreslony
przez kwantyle: 0,025 i 0,975, ktory jest probabilistycznie syme-
tryczny. Dla symetrycznej funkcji gestosci g(7) najkrotszym
przedziatem I(y) jest przedziat dla ktorego o = (1-p)/2.

Rozktad dla wielko$ci wyj$ciowej obliczany jest metoda propa-
gacji rozktadéw wejsciowych na podstawie modelu matematycz-
nego wielkos$ci mierzonej lub rdwnania pomiaru. Powstaje jednak
pytanie, czy mozna byloby antycypowaé rozktad wyjsciowy na
podstawie rozktadow wejsciowych, gdy réwnanie pomiaru jest
liniowe. Otéz okazuje si¢, ze istnieje taki rozktad prawdopodo-
bienstwa, ktory z zadowalajaca doktadnoscig aproksymuje ztoze-
nie wielu rozktadow dla wielkosci wejsciowych, takich jak roz-
ktad normalny czy prostokatny. Rozktadem tym jest rozktad pla-
sko-normalny.

3. Rozktad ptasko-normalny

Rozktad ptasko-normalny nie ma przyjetej nazwy w literaturze
krajowej, cho¢ w publikacjach migdzynarodowych mozna spotkac
si¢ z nazwa ,,Flatten-Gaussian distribution” [5]. Z opisem tego
rozktadu mozemy si¢ spotkaé w ksigzce [6]. Nazwa ta dobrze
oddaje charakter funkcji gestosci prawdopodobienstwa tego roz-
ktadu, poniewaz w sasiedztwie wartosci oczekiwanej moze ce-
chowac¢ si¢ ptaskim przebiegiem (rys. 1). Rozktad taki mozemy
uzyskaé splatajac rozklad prostokatny z rozktadem normalnym.
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Najdogodniej parametryzowaé go przy uzyciu ilorazu odchylen
standardowych op i oy tworzacych go rozktadéw prostokatnego
i normalnego:

r=2r @)
ON

Wowczas funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu opi-
sana jest zaleznoS$cia:

1 3 2
g)=o=— | exp-=-lds=
2 67[-7'”7\/5* ) (5)
1 .F(r]+x/§-r)fF(777\/§-r)

_\/ﬁ 2x/§~r

Rys. 1. Funkcje gestosci rozktadu ptasko-normalnego dla réznych wartoéci
parametru r

Fig. 1. Probability density functions of the Flatten-Gaussian distribution
for different values of parameter r

Przedstawiony rozktad prawdopodobienstwa zostal wykorzy-
stany przy opracowaniu przyblizonych metod obliczania niepew-
nosci pomiaru, definiowanej w oparciu o przedzial rozszerzenia.
Metody maja zastosowanie, gdy model matematyczny wielkos$ci
mierzonej jest liniowy lub linearyzowany. Ze wzgledu na sposob
obliczania niepewnosci pomiaru tymi metodami sklasyfikowano je
jako metodg¢ analityczng i metode numeryczng. Metoda analitycz-
na opiera si¢ na obliczaniach niepewnosci z wykorzystaniem
kwantyla rozkladu ptasko-normalnego, a metoda numeryczna
opiera si¢ na obliczeniach z udziatem generatora liczb losowych
dla tego rozktadu.

4. Przyblizona metoda analityczna

Przyblizona metoda analityczna polega na obliczaniu niepew-
nosci rozszerzonej przy uzyciu nastgpujacego wzoru [7-14]:

(6)

gdzie: kpy to kwantyl rozkladu ptasko-normalnego, #(v) to kwantyl
rozktadu #-Studenta z liczbg stopni swobody v, ky to kwantyl
rozkladu normalnego, a u;(y) to udzial niepewno$ci wielkosci
wejsciowe;.

Najistotniejsze w metodzie jest wyznaczenie wartosci kwantyla
kpn. Jego warto$¢ zwigzana jest z udziatlem niepewnos$ci wielkosci
wejsciowych. Bierze si¢ pod uwage najwigkszy udzial niepewno-
$ci wielkosci o rozkltadzie prostokatnym, dla ktorego oblicza si¢
iloraz niepewnosci:
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gdzie u.(y) to ztozona niepewnos¢ standardowa. [loraz niepewno-
Sci jest najlepszym przyblizeniem parametru r rozkladu ptasko-
normalnego (» = r,) i dla niego wyznacza si¢ odpowiednig warto$¢
kwantyla kpy. Tabela 1 przedstawia wartosci kwantyla dla praw-
dopodobienstwa 95%.

Tab. 1.  Wartosci kwantyla rozktadu ptasko-normalnego dla p = 95%

Tab. 1.  Quantile values of the Flatten-Gaussian distribution for p = 95%
r kpn r kpn r kox
0 1,9600 3 1,7438 7 1,6634
0,1 1,9600 32 1,7347 7,2 1,6620
0,2 1,9598 34 1,7266 74 1,6608
0,3 1,9593 3,6 1,7193 7,6 1,6596
0,4 1,9580 3.8 1,7128 7.8 1,6585
0,5 1,9553 4 1,7070 8 1,6576
0,6 1,9510 42 1,7017 8,2 1,6566
0,7 1,9449 44 1,6970 8,4 1,6558
0,8 1,9371 4,6 1,6928 8,6 1,6550
0,9 1,9278 48 1,6889 8,8 1,6543
1 1,9174 5 1,6854 9 1,6536
1,2 1,8948 52 1,6822 9,2 1,6529
1,4 1,8716 5.4 1,6793 9,4 1,6523
1,6 1,8493 5,6 1,6767 9,6 1,6518
1,8 1,8288 5,8 1,6742 9,8 1,6513
2 1,8102 6 1,6720 10 1,6508
2,2 1,7936 6,2 1,6700 20 1,6443
2,4 1,7788 6,4 1,6681 50 1,6451
2,6 1,7657 6,6 1,6664 100 1,6454
2,8 1,7541 6,8 1,6648 o 1,6454

5. Przyblizona metoda numeryczna

Przyblizona metoda numeryczna polega na wykorzystaniu do
obliczania niepewnosci rozszerzonej generatora liczb losowych o
rozktadzie ptasko-normalnym (P*N). Prostym generatorem stan-
daryzowanego rozktadu P*N (0, 1) moze by¢ réwnanie:

_l"ZP +ZN

P2+l

; @®)

gdzie zp 1 zy to zmienne losowe o rozktadach standaryzowanych,
odpowiednio prostokatnym P (0, 1) i normalnym N (0, 1).

Aby obliczy¢ przedzial rozszerzenia nalezy wyznaczy¢ zbidr
warto$ci dla wielkosci wyjSciowej na podstawie rownania:

y=u(y)zp + i [@uj(y)]z 2N ©)

k
jeLjzis N

gdzie u(y) to najwigkszy udziat niepewnosci o rozkladzie prosto-
katnym, a u,(y) to pozostate udziaty niepewnosci.

Sortujac zbior mozliwych wartosci dla wielkosci wyjsciowe;j y,
od najmniejszej do najwigkszej, mozna wyznaczy¢ dlugos$¢ prze-
dziatu rozszerzenia:

1(3)= Yhigh — Yiow - (10)
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Granice przedziatu rozszerzenia wyznaczajg wartosci funkcji:

| 1+p
Yhigh =G [T ; an

~fl-p
Now =G [_j : (12)
2
Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ niepewnos¢ rozszerzong dla
okreslonego prawdopodobienstwa rozszerzenia:

jako potowe dhugosci przedziatu rozszerzenia.
6. Ocena dokfadnosci metod

Oceng doktadnoséci metod przeprowadzono poréwnujac warto-
$ci niepewnoS$ci rozszerzonej otrzymane powyzszymi metodami
z wartosciami uzyskanymi przy zastosowaniu programu oblicze-
niowego do realizacji wielokrotnego splotu matematycznego
metoda szybkiej transformaty Fouriera [15]. Blad metody zdefi-
niowano jako:

5= U- Usplot

U , (14)

splot

gdzie U to niepewno$¢ rozszerzona obliczona odpowiednio meto-
dg analityczng lub numeryczng, a U, to niepewno$¢ rozszerzona
obliczona metoda wielokrotnego splotu rozktadéow wielkosSci
wejsciowych.

Rozwazano addytywny model pomiaru z czterema wielko$ciami
wejsciowymi. Wyniki obliczen w funkcji ilorazu udziatu (7)
przedstawiono na rys. 2 i 3. Rys. 2 pokazuje wykres btedu (14)
metody analitycznej i numerycznej w odniesieniu do splotu czte-
rech rozkladéw prostokatnych, a rys. 3 w odniesieniu do splotu
rozktadu prostokatnego, trojkatnego, normalnego i Studenta
z liczba stopni swobody v = 5. W przypadku metody numeryczne;j,
na podstawie zalezno$ci (9), generowano milion wartosci dla
wielkosci wyjsciowej. Dla obu metod btad, dla p = 95%, w odnie-
sieniu do splotu samych rozkladow prostokatnych nie przekraczat
0,5%, a w odniesieniu do splotu rozkladow mieszanych nie prze-
kraczatl 1%. Mozna stad wnosi¢, ze obliczenia niepewnosci roz-
szerzonej, wykonywane obiema metodami, powinny zapewnié
wiarygodno$¢ drugiej cyfry znaczacej przy jej wyrazaniu. Po-
twierdza to rowniez przyktad obliczeniowy, dotyczacy opracowa-
nia wyniku pomiaru przy wzorcowaniu, przedstawiony ponize;j.
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Rys. 2. Btad metod obliczeniowych w odniesieniu do splotu rozktadow
prostokatnych
Fig.2.  Method error with reference to convolution of rectangular distributions
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Rys. 3. Btad metod obliczeniowych w odniesieniu do splotu rozktadu
prostokatnego, trojkatnego, normalnego i Studenta (v=5)

Fig. 3.  Method error with reference to convolution of rectangular, triangular,
normal and Studet’s (v=5) distributions

7. Przykiad obliczeniowy

Jako przyktad obliczeniowy mozna przedstawi¢ opracowanie
wyniku wzorcowania mikrometru przy uzyciu ptytki wzorcowe;j.
Rownanie pomiaru, w postaci blgdu wskazania mikrometru, ma
postac:

e=l+0dl-1,-dl, (15)

gdzie: [ — dlugos¢ plytki zmierzona mikrometrem, J/ — rozdziel-
czo$¢ pomiaru mikrometrem, /, — dlugo$¢ plytki wzorcowej,
ol, — poprawka temperaturowa.

W réwnaniu wystepuja cztery wielkosci wejsciowe.

1) Dlugos¢ ptytki zmierzona mikrometrem — /.

Wykonano pi¢¢ pomiardw réznicowych dhugosci ptytki wzor-
cowej, za kazdym razem zerujac wskazanie mikrometru, ktérych
wyniki zestawiono w tabeli 2. Estymata wielkoSci jest Srednia serii
n =5 obserwacji, a miarg niepewnosci standardowe;j jest odchyle-
nie standardowe eksperymentalne tej $rednie;j:

u(z)zs(i)=ﬂ=0,32 pm. (16)

75

Tab.2. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu mikrometru
Tab. 2. Measurement data for micrometer calibration

20,001 mm
20,002 mm
20,001 mm
20,000 mm
20,001 mm

obserwacje
/

! 20,001 mm

s(1) 0,71 pm

2) Rozdzielczo$¢ pomiaru mikrometrem — d/.

Nalezy uwzgledni¢ jednocze$nie rozdzielczo$¢ ustawienia zera
mikrometru i odczytu na plytce wzorcowej, ktora wynosi 1 pm.
W przypadku pomiaru rdéznicowego sumaryczna rozdzielczo$é
opisana jest rozkladem trojkatnym powstajacym ze zlozenia
dwoch rozktadow prostokatnych, w punkcie zerowania i na wzor-
cu. Niepewnos¢ standardowa wynosi:

u(o1)= 1 pm = 0,41 pm. 17

N
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3) Dhugos¢ ptytki wzorcowej — [, .

W $wiadectwie wzorcowania ptytki wzorcowej podano, ze diu-
go$¢ jej wynosi: [, = 20,0002 mm, ktéra zostata wyznaczona
z niepewnoscig rozszerzong U = 0,1 pm przy wspotczynniku
rozszerzenia k = 2 dla poziomu ufnosci 95%. Niepewno$¢ stan-
dardowa wynosi:

u(lw):% pm = 0,05 pm. (18)

4) Poprawka temperaturowa — o/, .

W trakcie pomiaru temperatura mogta zmieni¢ si¢ w granicach:
+1 °C, a wspolczynnik rozszerzalnodci cieplnej materiatu plytki
wzorcowej wynosi: 12-10° °C!. Niepewnosé standardowa to:

1°C - 12-107% °c!

”(&t): \/5

20,0002 mm = 0,14 pm. (19)

Wszystkie wielko$ci wejsciowe zestawiono w tabeli budzetu
niepewnosci (tab. 3).

Tab. 3.  Budzet niepewnos$ci wzorcowania mikrometru
Tab. 3. Uncertainty budget of micrometer calibration

Symbol Estymata | Niepewnos¢ Rozktad WSpOT{CZyn- .Udzia’r
wielko- iolkotei candardowa prawdopo- nik niepewno-
$ci wielkosel | stan Wa | dobienstwa | wrazliwosci sei

Studenta
I 20,001 mm 0,32 um (v=4) 1 0,32 um
ol 0 mm 0,41 pm trojkatny 1 0,41 pm
Iy 20,0002 mm 0,05 um normalny -1 -0,05 pm
ol 0 mm 0,14 pm prostokatny -1 -0,14 um
e 0,0008 mm 0,54 um

Wykonujac obliczenia niepewnosci rozszerzonej, dla p = 95%,
metoda analityczna, przy zastosowaniu formuty (6), otrzymujemy
rezultat Upy = 1,216 pm. Generujac milion razy zbor warto$ci dla
wielkos$ci wyj$ciowej, przy zastosowaniu rownania (9), dla tych
samych danych wejsciowych metoda numeryczna, otrzymujemy
wynik Uny = 1,218 pum. Dla poréwnania wynik uzyskany metoda
szybkiej transformaty Fourierowskiej wynosi Ugpr = 1,196 um,
a obliczenia, przy uzyciu procedury Monte Carlo zalecanej przez
dokument [2], daja rezultat Uycy = 1,201 pm. Dla kazdej obliczo-
nej wartosci, przy zaokragleniu niepewnosci rozszerzonej do
dwoch cyfr znaczacych, otrzymamy U = 1,2 pm, a wynik wzor-
cowania mozna przedstawi¢ w postaci bledu wskazania mikrome-
tru: e = (0,8 £ 1,2) um.

8. Podsumowanie

Metody wyznaczania niepewno$ci pomiaru oparte na rozktadzie
ptasko-normalnym umozliwiaja wykonywanie obliczen zapewnia-
jacych wiarygodno$¢ drugiej cyfry znaczacej przy wyrazaniu
niepewnosci rozszerzonej dla prawdopodobienstwa 95%. Metoda
analityczna wymaga znajomos$ci warto$ci kwantyla rozktadu P=N.
Aby utatwi¢ jego wyznaczanie opracowano specjalng tabelg ich
wartosci w funkcji ilorazu udziatu [12, 13]. Gdy rozktad ten gene-
rowany jest numerycznie, potrzebny jest tylko generator rozktadu
réwnomiernego, dostgpny w kazdym $rodowisku programowym.
Rozktad normalny standaryzowany tez jest generowany na pod-
stawie liczb z rozkladem rownomiernym. Metody mozna tatwo
implementowa¢ do arkusza kalkulacyjnego, bez koniecznosci
stosowania specjalistycznych §rodowisk obliczeniowych.

Metody antycypuja rozktad dla wielkosci wejSciowej na pod-
stawie udzialow wielkosci wejsciowych dla liniowego lub lineary-
zowanego rownania pomiaru, gdy wielko§ciom tym przypisujemy
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podstawowe rozklady prawdopodobienstwa, jak rozktad Studenta,
normalny, prostokatny czy trojkatny. Pod tym wzgledem metody
zblizaja si¢ ideowo do klasycznego podejscia w metrologii,
w ktorym to z wynikiem pomiaru zwigzany jest okreslony rozktad
prawdopodobienstwa [1]. Dodatkowa cecha metod jest to, iz
w przeciwienstwie do zalecanej procedury Monte Carlo [2] nie
wymagaja zwigkszonego czasu obliczeniowego ze wzglgdu na
rosngcg liczbg wielkosci wejsciowych. Czas ten jest niezalezny od
liczby tych wielko$ci, poniewaz nie ma potrzeby generowania
liczb losowych oddzielnie dla kazdego rozktadu wielkosci wej-
Sciowej. W metodzie numerycznej zwiagzany jest on tylko z cza-
sem generowania zbioru wartosci dla rozktadu P+N, o okreslonym
parametrze r. Praktycznie pozwala na natychmiastowe obliczenia
niepewnosci dla dowolnej liczby sktadowych.

Na og6t wigkszo$¢ obliczen niepewno$ci pomiaru wykonywana
jest na podstawie zestawionego budzetu niepewnosci. Czgsto nie
towarzyszy mu jawna posta¢ rownania pomiaru. Obliczenia moz-
na wykonywaé na podstawie wyznaczonych w budzecie udziatow
niepewnosci i zlozonej niepewnosci standardowej. W ten sposob
przedstawione metody lacza zalete tatwosci korzystania przy
obliczeniach z prawa propagacji niepewnosci z dokltadnoscia
propagacji rozktadow.
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