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Streszczenie 
 

Podano przykładowe rozwiązanie zagadnienia wyznaczenia zależności 
opisującej stan logiczny jednego z wyjść przetwornika logiki binarnej na 
logikę wielowartościową (synteza układu logicznego). Analizę wykonano na 
platformie pakietu Mathematica. Przedstawiono funkcjonalny schemat 
blokowy użytego programu. Na podstawie uzyskanych wyników w progra-
mie oraz wzoru ogólnego na stan logiczny drugiego wyjścia przetwornika 
przedstawiono przykładowy teoretyczny model przetwornika sygnałów 
logiki dwuwartościowej na ośmiowartościową (2/8), dla dowolnych pozio-
mów napięciowych sygnałów logicznych. Wykonano symulacje przetworni-
ka w programie SPICE dla układu idealnego. Zaproponowano realizację 
przetwornika sygnałów logicznych dwuwartościowych na ośmiowartościowe 
z zastosowaniem dwóch napięciowych wzmacniaczy operacyjnych (działają-
cych jako sumatory). Układ przetwornika zrealizowano praktycznie. Wyniki 
testów przetwornika 2/8 przedstawiono na oscylogramach.   
 
Słowa kluczowe: modelowanie matematyczne, logika binarna i wielowar-
tościowa, enkoder. 
 

Mathematical modelling of binary to  
multivalued logic converters and  
practical converter design 

 
Abstract 

 
The paper deals with application of the sum conjunction method in  
Mathematica software to determination of logic state of one of the multivalued 
logic converter outputs. Basing on the results of the mathematical modeling  
and using the general equation for the second converter output, a theoretical 
model of the binary to eight-state logic (2/8) converter for arbitrary levels 
of the logic signal voltage is proposed. The general scheme of the converter 
is also presented in the paper. The two-state to eight-state-logic converter 
practical realization with use of two multiple input voltage operational 
amplifiers is proposed. In the converter these operational amplifiers works 
as adders. The converter output signals are obtained from simulations.  
The simulations were performed when assuming the single-pole role-off 
characteristic of the amplifier. The converter of logic signals (2/8) was 
practically constructed and tested. The investigation results are shown on 
oscillograms. The converter  works correctly within the frequency range 
up to 20 kHz. For higher frequencies of the input signal there are observed 
distortions of the output signal because of parasitic capacitances. 
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1. Wprowadzenie 
 

Logika wielowartościowa jest uogólnieniem dwuwartościowej 
logiki boolowskiej, zakładającej istnienie więcej niż dwóch warto-
ści logicznych. Układy cyfrowe pracujące w oparciu o logikę 
wielowartościową pozwalają na zmniejszenie liczby połączeń 
wewnętrznych i zewnętrznych między poszczególnymi blokami. 
Wobec rosnącej złożoności układów cyfrowych problem połączeń 
stał się bardzo istotnym ograniczeniem, gdyż połączenia we-
wnętrzne mogą zajmować nawet kilkadziesiąt procent powierzch-
ni układu [1-4]. Podstawowymi blokami umożliwiającymi komu-
nikację układów cyfrowych pracujących w logice wielowarto-
ściowej z układami cyfrowymi binarnymi są przetworniki sygna-
łów cyfrowych dwuwartościowych (binarnych) na wielowarto-
ściowe. Do realizacji przetworników sygnałów dwuwartościo-
wych na wielowartościowe można zastosować napięciowe wielo-
wejściowe wzmacniacze operacyjne [5-7] (MIOA – ang. multi 
input operational amplifier). Ich przydatność do tego celu wynika 
z tego, że wzmacniacze te pozwalają w prosty sposób realizować 
operacje sumowania, odejmowania oraz mnożenia i dzielenia 
przez stałą [8]. Układy przetworników można zasadniczo zbudo-
wać wykorzystując sumatory. W szczególnych przypadkach, gdy 
nie występują operacje odejmowania, nie ma konieczności uży-
wania dodatkowych elementów zewnętrznych do zmiany znaku 
przy operacji odejmowania, takich jak inwertery. 

 
2. Teoretyczny model czterobitowego  

przetwornika logicznego sygnału  
dwuwartościowego na ośmiowartościowy 

 
Sygnały logiki dwuwartościowej d należą do zbioru dwuele-

mentowego D, o elementach  określanych w praktyce jako niski 
(L2 – low) i wysoki (H2 – high), co można zapisać jako: 
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 DHLd  22,  (1) 

 
Sygnały logiki ośmiowartościowej q należą do zbioru ośmio-

elementowego Q, co można zapisać jako: 
 

  (2) 

 
Wtedy czterobitowy przetwornik sygnału dwuwartościowego na 
ośmiowartościowy (rys. 1), o czterech wejściach dwuwartościo-
wych i dwóch wyjściach ośmiowartościowych, opisuje tablica 
stanów (tab. 1). 
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Rys. 1.  Symbol czterobitowego przetwornika sygnału dwuwartościowego dn  

na sygnał ośmiowartościowy qn 
Fig. 1.  Circuit symbol of the four-bit logic decoder of binary signal dn   

to eight-state logic signal qn   

 
 
Tab. 1.  Tablica stanów czterobitowego przetwornika  sygnału dwuwartościowego 

na sygnał ośmiowartościowy 
Tab. 1.  Truth table of the four-bit logic decoder of binary signal to eight-state  

logic signal 
 

 Wejścia 
Wyjście  

niesymetryczne 

Oznaczenie  
w zapisie  

macierzowym 

Dec. d3 d2 d1 d0 t1 t0 x 

0 0 0 0 0 0 0 τ1 

1 0 0 0 1 0 1 τ2 

2 0 0 1 0 0 2 τ3 

3 0 0 1 1 0 3 τ4 

4 0 1 0 0 0 4 τ5 

5 0 1 0 1 0 5 τ6 

6 0 1 1 0 0 6 τ7 

7 0 1 1 1 0 7 τ8 

8 1 0 0 0 1 0 τ9 

9 1 0 0 1 1 1 τ10 

10 1 0 1 0 1 2 τ11 

11 1 0 1 1 1 3 τ12 

12 1 1 0 0 1 4 τ13 

13 1 1 0 1 1 5 τ14 

14 1 1 1 0 1 6 τ15 

15 1 1 1 1 1 7 τ16 

 
Próbuje się opracować analityczne metody poszukiwania ogól-

nego równania opisującego zależności pomiędzy wejściami 
i wyjściami przetwornika, by na ich podstawie zbudować schema-
ty logiczne dla przetworników 2/n. Poprawność działania modelu 
układu przetwornika można zbadać w symulacji komputerowej, 
a następnie można fizycznie zbudować układ przetwornika 
z elementów elektronicznych. 

W przypadku przetwornika 2/n (n>2) równanie ogólne na stan 
wyjścia t0 wyraża się zależnością: 
 

   
 


3

0 1
0 2

i

k

j
j

j
i

i tndt                     (3) 

 
gdzie 2k  dla przetwornika 2/3 (w którym występują 3 wyjścia 
{t2, t1, t0}),  1k  dla przetwornika 2/4, 2/5, ... 2/8, tj  – odpowied-
nie stany na pozostałych wyjściach. 

Należy wyznaczyć wzory opisujące stan wyjścia t1 przetworni-
ka. Na podstawie tablic stanów dla poszczególnych typów prze-

tworników (zob. tab. 1) można metodą sumy koniunkcji w pro-
gramie Mathematica  [9] wyznaczyć (zakładając pewne ograni-
czenia, łącznie z parametrami) zależności na stany t1 dla poszcze-
gólnych typów przetworników od 2/3 do 2/8. Program analizuje 
wszystkie możliwe koniunkcje. W wyniku analizy uzyskuje się 
nieskończenie wiele rozwiązań. Do praktycznej realizacji wybiera 
się rozwiązania interesujące projektanta dla danego, konkretnego 
przypadku przetwornika. Kryterium ostatecznego wyboru funkcji 
logicznej może być np. minimalny koszt oraz maksymalna szyb-
kość działania układu przetwornika.  
 
3. Synteza przetwornika 2/8 
 

Niech d0, d1, d2, d3 będą zmiennymi binarnymi. Oznaczmy  
d := (d0, d1, d2, d3). Rozpatrzymy wszystkie możliwe funkcje 
logiczne będące koniunkcją czterech, trzech, dwóch  oraz jednej 
zmiennej logicznej lub jej negacji. Funkcji takich jest osiemdzie-
siąt: ( ) = ( , , , ) ∶= ∩ ∩ ∩  ( ) = ( , , , ) ∶= ∩ ∩ ∩  

. 

. 

. ( ) = ( , , , ) ∶= ∩ ∩ ∩  ( ) = ( , , , ) ∶= ∩ ∩  ( ) = ( , , , ) ∶= ∩ ∩  

. 

. 
.                                                                                      (4) ( ) = ( , , , ) ∶=  ( ) = ( , , , ) ∶=  ( ) = ( , , , ) ∶=  ( ) = ( , , , ) ∶=  ( ) = ( , , , ) ∶=  ( ) = ( , , , ) ∶=  ( ) = ( , , , ) ∶=  ( ) = ( , , , ) ∶=  

 
gdzie ̅  oznacza negację zmiennej binarnej . 

Zdefiniujmy teraz funkcję G( ) w następujący sposób: 
 ( ) = ∑ ( )                          (5) 
 
Zadanie polega na takim dobraniu parametrów , = 1,2, … ,80, aby spełnione były warunki: 
 ( ) =  = 1,2,… ,16.                       (6) 
 
Składowe wektorów  są kolejnymi wejściowymi sygnałami 

dwójkowymi (d0, d1, d2, d3) (zob. tab. 1). Mamy więc do czynienia 
z zadaniem interpolacji, w którym danych jest szesnaście punk-
tów, a wyznaczyć należy osiemdziesiąt parametrów. W rozważa-
nym przypadku sprowadza się więc ono do rozwiązania układu 
szesnastu równań liniowych z osiemdziesięcioma niewiadomymi: 

         ( ) + ( ) + ⋯+ ( ) = ,( ) + ( ) + ⋯+ ( ) = ,...( ) + ( ) + ⋯+ ( ) = .
		    (7) 

 
W zapisie macierzowym układ ten ma postać: 
 =                                    (8) 

 

QPPPPPPPPq  76543210 ,,,,,,,7,6,5,4,3,2,1,0
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gdzie = ( , , … , )  jest wektorem wyrazów wolnych 
(prawych stron równań (7)) (  oznacza transponowanie wektora 

), = ( , , … , )  jest wektorem niewiadomych, a  jest 
macierzą współczynników: 

 

=
( )					 ( )		… 			 ( )						 		…				 ( )( )					 ( )		… 			 ( )						 		…				 ( ).																				.				.																.																			.								.																							..																				.								.												.																			.												.																			..																				.													.							.																			.																.															.( )					 ( )		… 			 ( )					 	…				 ( )

. 		(9) 

 
Układ ten będzie miał rozwiązanie, jeśli rząd macierzy  będzie 

równy rzędowi macierzy dołączonej	[ | ]. Macierz  jest macie-
rzą o wymiarze 16×80, czyli jej rząd nie może być większy od 16. 
Podmacierzą macierzy  jest macierz  : 

 

=
( )									 ( )										… 																 ( )( )									 ( )										… 																 ( ).																			.																	.																																.				.																				.																						.																											.					.																			.																												.																					.( )									 ( )										… 																 ( )

,  (10) 

 
która w każdym wierszu i w każdej kolumnie ma dokładnie jeden 
element równy jeden, a pozostałe są równe zero. Rząd macierzy  
jest więc równy 16 ( = 16), tym samym jest to macierz 
nieosobliwa ( 	 ≠ 	0). Oznacza to, że rząd macierzy B jest 
także równy 16. 

Macierz dołączona [ | ] ma wymiar 16×81, czyli jej rząd także 
nie może być większy od 16, a ponieważ i ona zawiera podma-
cierz  więc rząd macierzy dołączonej [ | ] jest także równy 16. 
Układ równań Bɛ = τ ma więc nieskończenie wiele rozwiązań, 
które zależą od 80 − 16 = 64 parametrów. 

W przypadku wyznaczania funkcji ( ) zadanie sprowadza się  
do rozwiązania układu szesnastu równań liniowych z osiemdzie-
sięcioma niewiadomymi. W wyniku czego otrzymujemy nieskoń-
czenie wiele funkcji ( ) spełniających podane warunki: 

 ( ) 	= 	 ,   	 	 = 	1, 2, . . . , 16.                     (11) 
 
Obliczenia numeryczne zostały wykonane w pakiecie Mathe-

matica [10]. Najpierw w programie zdefiniowano wektory sygna-
łów wejściowych , 	 = 	1, 2, . . . , 16, oraz określono funkcje  	 = 	1, 2, . . . , 16. W kolejnym kroku utworzono macierz . Po 
przyjęciu 64 zmiennych za parametry, układ równań Bɛ = τ roz-
wiązano w sposób dokładny. Wykorzystano w tym celu instrukcję 
Solve z pakietu Mathematica, która automatycznie przyjmuje 
część zmiennych za parametry i rozwiązuje otrzymany układ 
nieosobliwy w sposób dokładny. W wyniku czego otrzymujemy 
nieskończenie wiele wektorów ɛ, które wyznaczają funkcje G(d). 
Analizując otrzymane rozwiązania, możemy wybrać funkcję G(d), 
którą uznamy za najbardziej przydatną do syntezy przetwornika. 
Jako kryterium wyboru funkcji możemy, na przykład, przyjąć 
liczbę składników jaką zawiera funkcja G(d) (wybrać funkcję 
z najmniejszą liczbą składników), lub też postać, którą można 
najłatwiej zrealizować praktycznie.  

Schemat blokowy obliczeń przedstawiono na rys. 2. W przypad-
ku przetwornika 2/8 otrzymano przykładowo niżej podane rozwią-
zania: ( ) = ( , , , ) = (−1) + ( ∩ ) +∩ + (−1)( ∩ ) + ∩ + ( ∩ ∩ ) +∩ ∩ + ( ∩ ∩ ) ∩ (−1) ∩ ∩ +(−1)( ∩ ∩ ∩ ) + ∩ ∩ ∩ +∩ ∩ ∩ + ∩ ∩ ∩   

(12) 

oraz ( ) = ( , , , ) = ( ∩ ∩ ∩ ) +∩ ∩ ∩ + ∩ ∩ ∩ + ∩ ∩ ∩+ ∩ ∩ ∩ + ∩ ∩ ∩ +∩ ∩ ∩ + ∩ ∩ ∩ .  
(13) 

 
 

Dane wejściow 
Wektor t 

 

 

Określenie wektorów dk  
oraz funkcji Ai 

 

 

Utworzenie  
macierzy B 

 

 

Rozwiązanie układu równań 
B ε = t 

 

 

Wybranie interesującego rozwiązania 
z uzyskanego nieskończonego ich 

zbioru 

 
Rys. 2.  Schemat blokowy obliczeń 
Fig. 2.  Block diagram of calculations 

 
Wśród rozwiązań najprostszą postać ma rozwiązanie: 
 ( ) = ( , , , ) = .                  (14) 
 

 
4. Praktyczny model przetwornika  

z zastosowaniem wzmacniaczy operacyjnych 
 

Na podstawie wzorów na stan wyjść t0 i t1 można zbudować 
układy przetworników logiki binarnej na logikę wielowartościo-
wą. Jako przykład podano sposób syntezy przetwornika 2/8. 

Na podstawie wzoru ogólnego (3) oraz wyników otrzymanych 
z programu Mathematica można napisać zależności opisujące 
wyjście t0 i t1. 

Dla równych odstępów Δ8 poziomów sygnałów ośmiowarto-
ściowych, stany t0 i t1 wyjść przetwornika 2/8 wynoszą odpowied-
nio: 
  101230 8248 tddddt   (15) 

 
  31 dt     (16) 

 
gdzie α – współczynnik wzmocnienia, ustalający poziom sygnału 
wyjściowego. 

Stan t1 wyznaczony jest na podstawie zbioru wyników uzyska-
nych w programie Mathematica - wybiera się najprostszą zależ-
ność (15). 

W relacjach tych występują operacje arytmetyczne sumy i róż-
nicy. Zrealizowany na ich podstawie czterobitowy przetwornik 2/8 
przedstawiony jest na schemacie blokowym na rys. 3. Relacje (4) 
i (5) pozwalają kształtować dowolnie rzeczywiste poziomy licz-
bowe sygnałów logicznych zbioru Q w stosunku do poziomów 
liczbowych sygnałów logicznych zbioru D przez dobór wartości 
współczynnika α.  

Przetwornik 2/8 zawiera w całości część arytmetyczną, realizu-
jącą sumy sygnałów oraz mnożenie sygnałów wejściowych przez 
stałą w wielowejściowym wzmacniaczach operacyjnych [5-7]. 
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Rys. 3.  Schemat ideowy przetwornika logiki dwuwartościowej (binarnej) na logikę 

ośmiowartościową (2/8) 
Fig. 3.  Schematic diagram of binary to eight-state logic (2/8) converter   

 
Na podstawie ogólnego schematu ideowego przedstawionego 

na rys. 3 można układ przetwornika zamodelować w programie 
SPICE, przeznaczonym do symulacji układów elektronicznych. 
Symulację przeprowadzono dla układu przetwornika zawierające-
go wzmacniacze oraz sumatory idealne [10]. 

Schemat blokowy przetwornika (złożonego z elementów ideal-
nych) logiki dwuwartościowej (binarnej) na logikę ośmiowarto-
ściową, zbudowany na podstawie schematu z rys. 3, przedstawio-
no na rys. 4. Blok W1 ze schematu ideowego na rys. 3 został 
zrealizowany w układzie symulacyjnym przy pomocy węzłów 
sumacyjnych (rys. 4). 
 

 
 

Rys. 4.  Schemat blokowy przetwornika idealnego logiki dwuwartościowej  
(binarnej) na logikę ośmiowartościową (2/8) w programie SPICE 

Fig. 4.  Block diagram of the binary to eight-state logic (2/8) ideal converter  
in SPICE 

 
Sygnały testowe Ud na wejściu analizowanego układu przedsta-

wiono na rys. 5. 
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Rys. 5.  Sygnały wejściowe układu przetwornika 2/8 
Fig. 5.  Input signals of the 2/8 converter  

 

Sygnały t0, t1 (Ut0, Ut1) na wyjściu przetwornika przedstawiono 
na rys. 6. Szpilki pojawiają się w wyniku różnych czasów przej-
ścia sygnału przez bramki. Jest to zjawisko hazardu. 
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Rys. 6.  Sygnały wyjściowe t0, t1 symulowanego przetwornika logiki  

dwuwartościowej (binarnej) na ośmiowartościową 
Fig. 6.  Input signals t0, t1 of the simulated binary to eight-state  logic converter   

  
Układ przetwornika fizycznie można zbudować w oparciu  

o sumatory lub w oparciu o wielowejściowe wzmacniacze opera-
cyjne WO. Na rys. 7 pokazano schemat praktycznej realizacji 
układu przetwornika 2/8 opartego wyłącznie na sumatorze. 
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Rys. 7.  Schemat układu przetwornika 2/8 zbudowanego z wykorzystaniem    

sumatora (wykonanym praktyczne) 
Fig. 7.  Diagram of the converter 2/8 system constructed by using an adder  

(practically realized)    

 
Jako zadajnik logicznych stanów wejściowych zastosowano 

układ UCY7493 - czterobitowy licznik binarny. Sygnały na wyj-
ściach licznika (WYa, WYb, WYc, WYc na rys. 7) mają wartość 
w stanie wysokim 5V. W układzie zastosowano diodowe ogra-
niczniki napięciowe, ograniczające napięcie na wyjściu zadajnika 
do 1,2V (Ud0,Ud1, Ud2, Ud3). Wartość napięcia 1,2V została przyję-
ta w układzie jako kwant napięcia wejściowego. 

Sumator realizuje funkcję: 
 = −( + + )                  (17) 

 
oraz: = 1 =                                   (18) = 2 =                                   (19) = 4 =                                   (20) 
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W celu uzyskania na wyjściu sygnału o odpowiedniej fazie na 
wyjściu układu zastosowano inwerter. 

Na rys. 8 przedstawiono zarejestrowane sygnały wejściowe Ud0, 
Ud1,Ud2, Ud3 z zadajnika stanów logicznych. 

 

 
 
Rys. 8.  Sygnały wejściowe przetwornika 2/8 
Fig. 8.  Input signals of the converter 2/8   

 
Wraz ze zmianą częstotliwości napięcia wejściowego Uwe 

(rys. 7) zmieniają się poszczególne częstotliwości sygnałów wej-
ściowych Ud0, Ud1,Ud2, Ud3 oraz wyjściowych Ut0 i Ut1 na zaci-
skach t0 oraz t1. 

Na rys. 9 do 12 przedstawiono zarejestrowany sygnał wyjścio-
wy z przetwornika dla różnych częstotliwości sygnałów wejścio-
wych Ud0, Ud1,Ud2, Ud3.  

 

 
 
Rys. 9.  Sygnał na wyjściu przetwornika 2/8 zbudowanego z wykorzystaniem 

sumatora dla częstotliwości przebiegu Ud0 1kHz 
Fig. 9.  Output signal of the converter 2/8 constructed by using an adder for  

frequency of Ud0 equal to 1kHz   

 

 
 
Rys. 10.  Sygnał na wyjściu przetwornika 2/8 zbudowanego z wykorzystaniem 

sumatora dla częstotliwości przebiegu Ud0  20kHz 
Fig. 10.  Output signal of the converter 2/8 constructed by using an adder for 

frequency of Ud0  equal to 20kHz 

 

 
 
Rys. 11.  Sygnał na wyjściu przetwornika 2/8 zbudowanego z wykorzystaniem 

sumatora dla częstotliwości przebiegu Ud0  30kHz 
Fig. 11.  Output signal of the converter 2/8 constructed by using an adder for  

frequency of Ud0   equal to 30kHz  

 

 
 
Rys. 12.  Sygnał na wyjściu przetwornika 2/8 zbudowanego z wykorzystaniem 

sumatora dla częstotliwości przebiegu Ud0  50kHz 
Fig. 12.  Output signal of the converter 2/8 constructed by using an adder for  

frequency of Ud0  equal to 50kHz 

 
Przetwornik działa poprawnie do częstotliwości ok. 20 kHz. Dla 

wyższych częstotliwości pojawia się wpływ inercji spowodowanej 
pojemnościami pasożytniczymi występującymi w układzie. 

 
5. Wnioski 
 

Zalety stosowania układów cyfrowych z logiką wielowarto-
ściową są powodem zainteresowania syntezą układów przetworni-
ków logiki dwuwartościowej na wielowartościową. W pracy 
przedstawiono analityczny sposób poszukiwania postaci funkcji 
logicznej opisującej stan wyjść przetwornika. Zostały sformuło-
wane równania algebraiczne, rozwiązane następnie w środowisku 
pakietu Mathematica. Spośród możliwych rozwiązań na postać 
funkcji logicznej do praktycznej, przykładowej realizacji prze-
twornika wybrano funkcję logiczną o najprostszej postaci, dogod-
nej do przedstawienia w postaci wielowejściowych wzmacniaczy 
operacyjnych. W pracy zamieszczono wyniki symulacji układu 
przetwornika 2/8 oraz wyniki badań odpowiedzi przetwornika na 
zadany sygnał dwuwartościowy na wejściu. Zastosowana metoda 
analityczna okazała się skuteczna do syntezy funkcji logicznej 
dowolnego przetwornika logiki wielowartościowej. 
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