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Streszczenie

W pracy wykazano, ze kilka zalecen Przewodnika GUM o wyrazaniu
wynikow pomiaru jest niewlasciwych dla poprawnego przetwarzania
danych w pos$rednich pomiarach wieloparametrowych, a w przyktadzie
H.2 nie oszacowano poprawnie korelatora. Podano progi ograniczajgce
minimalne liczby cyfr przy jednolitym zaokraglaniu danych liczbowych
multimezurandu z przyktadami oraz proponowane zasady dalszego za-
okraglania ponizej tych progéw. Zaproponowano kilka zmian w GUM.
Z pracy wynika, ze pilnie potrzebne sa miedzynarodowe zalecenia do po-
prawnego wyznaczania wynikow pomiaréw wieloparametrowych (Suple-
ment 2 do GUM) oraz normalizacja prezentacji numerycznej ich danych.

Stowa Kkluczowe: pomiary posrednie wieloparametrowe, niepewno$é
multi-mezurandu, korelacja danych.

Some upgrading suggestions of the
GUM-2008 and rounding rules for
multivariate measurement results

Abstract

In this paper it is shown that recommendations of evaluation estimators of
the value, uncertainty and correlation coefficients given by the international
metrological Guide GUM-2008 are not useful enough for the proper
evaluation of results in multidimensional indirect measurements. Mistakes
are shortly discussed. It is found that smallest eigenvalue of correlation
matrix obtained after calculations for output multi-measurand in the GUM
H.2 example is negative and data is not proper as cannot be presented by
3-order normal distribution. Output data of the H.2 example are evaluated
by two cases. First one is reference — when input data are considered as
given absolutely accurate and thresholds of safety rounding calculating
from them output data are find. In the second case, proper to wide application,
method rounding of output is joined with accuracy of uncertainty of input
data. Two variants of this method are compared. Few corrections of H.2
example are proposed. Formulas for the proper rounding of the multi-
measurand numerical data up to thresholds, and recommendations for
rounding below them are given. The minimal data structure for describing
the multi-measurand is defined. From this work it results that in multivariable
measurements urgently is needed standardization of the method of
measurement data evaluation (Supplement 2), and also for their presentation
which allows full numerical review of the multidimensional data, their
wide dissemination and unlimited in time storage.

Keywords: uncertainty, multidimensional indirect measurements, data
correlation.

1. Wprowadzenie

Jednoczesne pomiary wieloparametrowe, z ktoérych posrednio
wyznacza si¢ inne wielkosci, wystepuja coraz czg¢éciej] w podsta-
wowych badaniach naukowych i w wielu innych dziedzinach.
Pomimo, ze migdzynarodowy przewodnik metrologiczny GUM
i jego dotychczasowe Suplementy dotycza tylko pomiaréw poje-
dynczej wielkosci, to komentarze w kilku zaleceniach i do podanego

w nim przykltadu H.2 o rdéwnoczesnych pomiarach parametrow
dwojnika juz zawieraja niescistosci. Ponadto nawet w publika-
cjach CODATA (Committee on Data for Science and Technology)
i w wielu czotowych czasopismach naukowych spotyka si¢ niepo-
prawne oceny dokltadnosci i nierzetelnie, lub niewtasciwie podane
wspodtczynniki korelacji dla danych uzyskanych w wielowymia-
rowych eksperymentach pomiarowych [8, 9]. Uniemozliwia to
numeryczng ich weryfikacjg.

W poprzedniej publikacji [11] oméwiono w skrocie podstawy
teoretyczne wyznaczania estymatorow wartosci, niepewnosci typu
A i wspotczynnikow korelacji dla n wielkosci wyjsciowych Y,
czyli dla multi-mezurandu o n sktadowych otrzymywanych po-
srednio z wynikow jednoczesnych pomiaréw m>n wielko$ci wej-
sciowych X;. Uzyto do tego celu algebry wektorow losowych,
a rozwazania poparto przyktadem zaokraglania mezurandu o n=2
elementach uzyskanego z pomiaréw posrednich o liniowym prze-
twarzaniu. W prezentacjach wynikow liczbowych pomiarow
posrednich wieloparametrowych w literaturze wystepuja rozne
znieksztatcenia, np.:

(i) podawanie tylko $rednich wartosci sktadowych wektora i ich
niepewnosci z pominigciem macierzy korelacji;

(i) nadmierne zaokraglenie niepewnosci i wspotczynnikéw kore-
lacji, takie, ze macierz kowariancji przestaje by¢ dodatnio
okreslona i w konsekwencji nie otrzyma si¢ elipsoidalnego
obszaru opisujacego rozrzut obserwacji pomiarowych;

(iii)nadmierne zaokraglenie wyj$ciowego wektora Sredniego, ktore-
go koniec wychodzi na wiele odchylen standardowych poza
granice przetworzonego obszaru rozrzutu niezaokraglonych (su-
rowych) wynikéw obserwacji pomiarowych. Po zaokragleniu
danych elipsoida wpisana w prostopadtoscian niepewnosci po-
winna obejmowa¢ mniejszg dla danych niezaokraglonych.

Przewodnik GUM-2008 [3] zawiera przyktadu H.2 dotyczacy
pomiaréw posrednich parametrow dwojnika impedancyjnego. Dla
danych pomiarowych z tego przyktadu V. Ezhela w [10] tymi
samymi dwoma metodami wyznaczyt wyniki przy bardziej precy-
zyjnych wielocyfrowych obliczeniach. Zastosowal procedurg
przeznaczong do przetwarzania danych odniesienia i i weryfikacji
numerycznej wynikow  wielowymiarowych eksperymentow
w fizyce [5-11]. Procedura ta wynikta z tzw. ,,dobrej praktyki”, ze
poza dbatosciag o wysoka jako$¢ metrologiczng danych pozyski-
wanych bezposrednio w pomiarach, przy dalszym ich przetwarza-
niu i zaokraglaniu nie nalezy tez traci¢ zdobytej juz informacji.
Ponizej przedstawi si¢ wyniki tych obliczen, ktore stanowi¢ beda
odniesienie dla koncowego zaokraglania danych wyjsciowych
przyktadu H.2. Ponadto podane beda reguly postepowania przy
przetwarzaniu danych wejsciowych, takie, by zachowywac¢ elipso-
idalny ksztatt rozproszenia danych pomiarowych i polozenie
konca wektora mezurandu wewnatrz tego obszaru [11]. Wyznaczy
si¢ progi (dopuszczalne minimalne liczby znakéw dziesigtnych)
przy stosowaniu standardowego jednolitego zaokraglania wartosci
$rednich, niepewnosci 1 wspolczynnikow korelacji multi-
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mezurandu wyj$ciowego. Podane i poréwnane zostang dwa spo-
soby dalszego zaokraglania danych ponizej tych progow.

Jako wniosek z analizy przyktadu H.2 zaproponuje si¢ usunig-
cie zauwazonych niescislosci w zaleceniach GUM. Dokona si¢
oceny jak dalece podejscie przeznaczone do przetwarzania danych
w podstawowych badan fizycznych mozna bgdzie przystosowad
dla potrzeb metrologii i uzytkowej techniki pomiarowe;.

2. Ocena zalecen przewodnika GUM-2008
zwigzanych z pomiarami
wieloparametrowymi

Oficjalne dokumenty i przewodniki metrologiczne wraz
z Przewodnikiem GUM [2, 3] o wyrazaniu wynikow pomiarow
maja za cel podwyzszenie jako$ci danych pomiarowych poprzez
stworzenie jednolitych i powszechnie akceptowanych standardow.
Dotychczas dotycza one mezurandu tylko jako wielkosci pojedyn-
czej. Zapowiadany od lat Suplement 2 GUM [3, 4] dla pomiarow
wieloparametrowych jest w koncowym stadium opracowywania.
Jednakze dotychczasowe zalecenia punktow 7.2.5, 7.2.6 i przyktad
H.2 z Aneksu H w GUM sa tak sformulowane, ze wytwarzaja
wrazenie, iz uogélnienie na przypadek wielowymiarowy jest
bardzo proste. Zostanie to przeanalizowane krytycznie, gdyz
obliczenia w GUM nie w peli sa prawidlowe. Poréwna si¢ je
wynikami bardziej precyzyjnych obliczen dla surowych danych
z przyktadu H.2 [6] — [10] i sformuluje propozycj¢ ulepszenia
zalecen GUM zwiazanych z pomiarami wieloparametrowymi.

W przykladzie H.2, przy wyznaczaniu wynikow posrednich
pomiaréw parametrow dwojnika zaklada si¢ domyslnie, Ze nie-
znane a priori oraz nieusuwalne w danym eksperymencie state
i regularnie zmienne pozostatosSci systematycznych btedow in-
strumentalnych, szacowane niepewnoscia typu B, sa znacznie
mniejsze od niepewnosci typu A opisujacej losowe rozrzuty wyni-
kéw pomiarow wielkosci wejsciowych X;. Abstrahuje si¢ tez od
uwarunkowan instrumentalnych w realizacji przujetego w tym
przyktadzie tak precyzyjnego pomiaru fazy.

W Tabeli H.2 GUM podano probki o pigciu pigciocyfrowych
wynikach ¢; jednoczesnych obserwacji pomiarowych sinusoidal-
nego napigcia U, pradu / i przesunigcia fazy ¢ dla liniowego
dwdjnika impedancyjnego. Surowe wyniki pomiaréw s3a wiec tu
malo licznymi probkami pobranymi z populacji mozliwych warto-
$ci kazdej z mierzonych wielko$ci wejsciowych U, I, ¢. Z pomia-
row skladowych wektora wejsciowego X=[U, I, ¢]" nalezy wy-
znaczyé posrednio skladowe wektora wyjsciowego Y=[R, X, Z]"
dwojnika. Parametry tych wektoréw powigzane sg nastepujaco:

R= (U/D)-cosp, X=(U/)sing, Z=U/I N

Tylko dwa z nich sa niezalezne, gdyz dwdjnik opisuje rownanie

Z?2=R*+Xx?
Tabela H.2 Wielkosci wejsciowe X
Nr pomiaru U[V] I[mA] ¢ [rad]
1 5,007 19,663 1,0456
2 4,994 19,639 1,0438
3 5,005 19,640 1,0468
4 4,990 19,685 1,0428
5 4,999 19,678 1,0433
Srednie Q=[U,I,9] 4,999 19,661 1,0445
Odchylenia —
standardowe. S Q] 0,0072 0,0212 0,0017
Macierz korelacji ! 0,36 0,86
— -0,36 1 -0,65
Corpy=r i ’
wriQl 0,86 0,65 1
Wartosci wlasne Cory, [2,26846; 0,657234; 0,0743036]
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W tabeli H.2 podano obliczone z 5-ciu obserwacji pomiaro-
wych warto$ci $rednie Q=[U,I ,@ | skladowych wektora wej-
Sciowego X, ich eksperymentalne niepewnosci standardowe
i elementy macierzy korelacji Cory,=r[Q], zwanej tez korelato-

rem oraz jej warto§ci wlasne A; Wartosci te s3 pierwiastkami
rownania charakterystycznego det(r[Q]-14) = 0. Wyznacznik
macierzy i najmniejsza z warto§ci wlasnych sa dodatnie, czyli
elementy macierzy r[Q] zaokraglono poprawnie i macierz jest
dodatnio okreslona, a obszar rozrzutu jej danych bedzie mozna
modelowac elipsoidg.

Przy prébkach danych o matej liczbie obserwacji pomiarowych,
doktadnosci parametrow statystycznych wyznaczone dla zmierzo-
nych wielko$ci wejsciowych sa mate. Wzgledna niepewnos¢
eksperymentalnej niepewnosci standardowej s(g) wyznaczonej
z probki o N pomiarach réwna si¢ w przyblizeniu
ols@)1/ o@)=[2(N-1)] 2. Z Tabeli E1 w p. E 4.3 GUM wynika,
ze dla probki o zaledwie N=5 elementach osigga ona az 36%.
Liczby znakéw dziesi¢tnych dla wyznaczanych warto$ci parame-
trow wielko$ci wejsciowych mierzonych bezposrednio i wyjscio-
wych - mierzonych posrednio powinny nawigzywaé do tych nie-
doktadnosci. Jednak dalsze rozwazania maja tu stuzy¢ do analizy
poprawno$ci obliczen, w tym zaokraglania przy wyznaczaniu
cyfrowych warto$ci parametrow wektora wyjsciowego Y=[R, X,
Z]". Dlatego tez parametry obliczone z probek o tak nielicznych
danych wektora X=[U, I, ¢]" potraktuje si¢ dalej tak, jakby byty
one dla N—, czyli bliske parametréw populacji, tj. ze, Q =X,
s[Q]=0[X] i r[Q]=r[X].

Dla danych z tabeli H.2 wyznaczono ponownie parametry staty-
styczne wektora [U, I, ¢]", ale obliczono je z wyzszg precyzja niz
w GUM i jednolicie zaokraglono do 6-ciu cyfr. Otrzymano odchy-
lenia standardowe:

o[X] g2 =[0,00717635; 0,0211778; 0,00168167]

oraz korelator

1 -0,355311 0,857624
Cor’y;= -0,355311 1 -0,645111
0,857624 -0,645111 1

o wartosciach wilasnych 2,26085; 0,662178; 0,0769676. Macierz
ta jest dodatnio okreslona.

Tymi samymi dwiema metodami jak w przyktadzie H.2 GUM
oszacuje sie wektor sredni Y=[R, X, Z|", ale z wicksza precyzja
obliczen i przy $cistym stosowaniu zasady oméwionej w [11], tj.
by przy jednolitym zaokraglaniu do kolejnego wyzszego znaku
dziesigtnego kontrolowacd, czy dla zadanego prawdopodobienstwa
obszar rozrzutu przetworzonych surowych danych wejsciowych
jest elipsoidalny, a koniec wektora Y jest w jego wngtrzu.

W metodzie 1 warto$ci elementow R, X, Z wektora $redniego Y
uzyskuje si¢ przez wstawienie wartoéci rednich U, I,  w podsta-

wowe rownania pomiaru (1) taczace oba wektory. Do oceny macie-
rzy kowariancji wektora wyjsciowego [R, X, Z]" niezbedna jest
macierz czutoéci Sy, Wyznacza si¢ ja analitycznie jako:

cosp/l —Ucos go/[2 ~Usin g/l
Sm=|sin ¢/I —Usin q)/]2 —Ucosp/I
/1 ~Uir? 0

Macierz ta jest zdegenerowana, gdyz pierwsze dwie kolumny sg
do siebie proporcjonalne. Jej wyznacznik jest rowny zeru.

Wedlug réwnania (4) z [11], przy liniowej propagacji niepew-
no$ci wektora [R, X, Z]", oblicza si¢ macierz kowariancji
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Covys = SmCoviy'[ Sml”

gdzie: [ Sm]" - macierz S, transponowana.

Podobnie jak Sy, rowniez macierz Covy; bedzie zdegenerowana.
Z najwyzsza precyzja uzytego komputera wyznaczono wartosci jej
elementow, i z zaleznosci: Cor’ys =6- Covigs 6" nowy korelator

1 -0,588429784423552 -0,485259224209967
-0,588429784423552 1 0,992511648949017
-0,485259224209967 0,925116489490171 1

COr’H3=

o wartosciach whasnych (2,40377; 0,596227; 9,30849x10™'7)

Macierz Cor’y; jest dodatnio okreslona, gdyz jej najmniejsza
warto$¢ wlasna jest nieco wigksza od 0. Dalsze jednolite zaokra-
glanie jej elementow nie jest juz mozliwe, gdyz otrzymuje si¢
macierz o symetrycznej diagonalnie formie, ale o ujemnych war-
tosciach wiasnych. Po zaokragleniu wspotczynnikow korelacji do
tylko 3 cyfr po przecinku otrzymuje si¢ macierz Corgz= Coryy
podana ponizej w Tabeli H.4 z GUM, ktora ma ujemna najmniej-
sza wartos¢ wlasna, wigc i Cory; nie jest dodatnio okreslona.

Tak wigc pomimo poczatkowo dobrze postawionego zagadnie-
nia, uzyskano zagadnienie zdefiniowane zle! Zwyrodnienie wyni-
kto ze stosowania uproszczonej propagacji niepewnosci, tj. zigno-
rowania ograniczenia przy nieliniowej zaleznosci Z2=R*+X°.

Przy liniowej propagacji niepewnosci od mierzonych wielkosci
wejsciowych X; do obserwowanych wielkosci wyjsciowych Y,
powszechnie stosuje si¢ macierz czutosci Sy, o kolumnach, zawie-
rajacych gradienty wielkosci wyjsciowych wzgledem wielkos$ci
wejsciowych. W przypadku ogdlnym mogg ukry¢ si¢ wzajemne
zalezno$ci pomiedzy wielkosciami wyjsciowymi Y;. Jesli np. dla
sktadowych wyjsciowych Y; zachodzi ograniczenie F(Y,...,Y,) =
const, to ich gradienty beda zalezne liniowo:

grad(Y,)x0F/0Y, + ...+ grad(Y,)x0F/0Y, =0 2)

Wystepowanie tej zalezno$¢ zmniejsza stopien macierzy czulosci.

Potrzebna jest taka procedura, w ktorej macierze Covys i Corgs
po zaokragleniu byly by dodatnio okreslone. Do obliczania Covy;
w przykladzie H.2 nalezy stosowaé aproksymacj¢ szeregiem
Taylora co najmniej rzedu drugiego, a do oceny korelacji pomig-
dzy wielko$ciami wyj$ciowymi - az czwartego rzedu. Zagadnienia
te bedg omowione w oddzielnej publikacji.

Metoda 2 szacowania warto$ci parametréw wyjsciowych
(z przyktadu H.2 w GUM) polega na bezposredniej propagacji
surowych danych wejsciowych poszczegdlnych trojek jednocze-
snych pomiarow by wytworzy¢ "pseudo-surowe" dane wyjsciowe.
Wyniki ostateczne wyznacza si¢ z zaleznoSci statystycznych.
Wowczas ograniczenia i inne ukryte zaleznosci wielkosci wyj-
Sciowych zachodza samoczynnie i nie oddzialywaja negatywnie.

Podana ponizej tabela H.4 z GUM-2008 podaje obliczone ,,pseudo-

surowe” wartoéci wyjsciowe o licznosci N=5, wektor [Y] ich $red-
nich, oraz wektor s[Y] 4 eksperymentalnych odchylen standardowych
i macierz korelacji — zaokraglone do trzech miejsc po przecinku.

Tabela H.4 Wielkosci wyjsciowe Y
Numer pomiaru  |R=(V/)cos® [Q] X=(V/D)sin® [Q] Z=(V/]) [Q]
1 127,67 220,32 254,64
2 128,89 219,79 254,29
3 127,51 220,64 254,84
4 127,71 218,97 253,49
5 127,88 219,51 254,04
Srednie Y=[R, X, 7] 127,732 219,847 254,260

| [ Yl 0,071 0,295 0,236

1 —-0,588 —0,485
—-0,588 1 0,993
—0,485 0,993 1

Macierz korelacji
CO[’]—M
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Jej warto$ci whasne to: 2,40374; 0,596713; —0,000453532.

Macierz Coryy nie jest zdefiniowana dodatnio. Dlatego z da-
nych wyjsciowych w tabeli H.4 obliczono z duza precyzja macierz
Cor’yy 1 jej elementy zaokraglono do 9 cyfr po przecinku

1 -0,588276856 -0,485064614
Cor'gs=| -0,588276856 1 0,992507542
-0,485064614 0,992507542 1

Jej warto$ci whasne to: [2,40356; 0,596436; 2,24175X10_8].

UWAGA!

Dalsze standardowe jednolite zaokraglanie w celu skrocenia
dlugosci mantys we wspodtczynnikach korelacji spowoduje poja-
wienie si¢ ujemnych wartosci wiasnych. Trzeba by wowczas
stosowa¢ niejednolite zaokraglanie lub tak nieznacznie zmienia¢
elementy macierzy Cor’y,, aby jej najmniejsza wartos¢ wlasna
nadal byta dodatnia.

Obliczono tez dokladniejsze wartosci $rednie wielkosci wyj-
sciowych oraz odchylenia standardowe ich probek

s[gy]= [0,159372; 0,660734; 0,528265].

Ocene skuteczno$ci oszacowania wartosci $rednich R, X, Z
uzyskuje si¢ przez pordwnanie wynikow otrzymanych w rozny
sposob. Po zaokraglaniu warto$ci $rednich Meany; 1 Meany,
otrzymanych obiema metodami i podanych w GUM w tabelach
H.3 1 H.4 uzyskuje si¢ jednakowa warto§¢ Meangyy. Zestawiono
ja z bardziej precyzyjnymi warto$ciami obliczonymi powyze;j.

R X V4
Meangym = 127,732 219,847 254,26
Meany; =127,73216993 219,84651191 254,25970195
Meany, =127,73163048 219,84689460 254,26004959

Informacj¢ o stopniu spetniania zaleznosci fizycznej opisujacej
dwojnik uzyska si¢ po wstawieniu powyzszych wartosci do jego
rownania X*+Y’-Z*= 0. Otrzymuje sie:

Test 1 Meanguy: X>+Y>~Z%= 0,019633 o*=71,5(!?)
Test 2 Meany;: X2 +Y>—Z%=-0,000002 5=0,128252
Test 3 Meany,: X2 +Y*>Z2=-0,146327 ¢=0,128009

Test 1 nie daje sensownej odpowiedzi, gdyz wartos¢ o* uzyska-
na wedhig zalecen GUM-2008 jest ujemna.

Test 2 nie jest prawdziwym testem, gdyz z rownania opisujace-
go dwojnik (prawo fizyczne) zawsze wynika 0, a wystepujaca
w nim roznica powstata wskutek postuzenia si¢ $rednimi warto-
$ciami parametréw [R, X, Z] wyznaczonymi z wynikow pomiar6w.

Test 3 daje rozbiezno$¢ wzgledem prawa fizycznego wigksza
niz o jedno odchylenie standardowe. Wynika to z zastosowania
w obliczeniach wartos$ci statystycznych parametrow.

Tak wiec propagacja "surowych" danych, czyli innymi stowy
propagacja rozktadu, daje najlepsze oszacowanie macierzy kowa-
riancji i korelacji, ale tez najwigksze odchylenie wektora $rednie-
go z "obszaru fizycznego". Matematycznie uzasadnia si¢ to tym,
ze punkt $redni (arytmetycznie) dla punktdw na zakrzywionej
powierzchni (np. nieliniowa zalezno$¢ dwdjnika), ale wyrazonej
we wspolrzednych euklidesowych, nie lezy na tej powierzchni.

Wyznaczanie posrednie parametrow pojedynczej wielkosci
z jednoczesnych pomiaréw kilku innych stanowi przypadek
szczegblny pomiaréw wieloparametrowych. Jego rowniez moze
dotyczy¢ wniosek z testu 3. Rodzi on warta wyjasnienia watpli-
wos¢, czy obliczanie wynikéw pomiaru poprzez przetwarzanie po
kolei danych surowych jest oby zawsze naprawde¢ najbardziej
doktadne [12]. Ponadto nalezy sprawdzaé, czy macierz korelacji
wielkos$ci wejsciowych jest zdefiniowana dodatnio.
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3. Reguly zaokraglania wyrazen liczbowych
w pomiarach wieloparametrowych

Przestrzeganie wymagania, by przy przeksztalcaniu wielopara-
metrowych danych pomiarowych zachowywaé rozklad rozrzutu
jako normalny oraz aby polozenie konca wektora $redniego bylo
wewnatrz elipsoidalnego obszaru tego rozrzutu o okreslonym
prawdopodobienstwie, prowadzi do minimalnej dopuszczalnej
liczby znakéw dziesigtnych dla zaokraglanych wartosci liczbo-
wych tych danych. Z twierdzen Weila, Gerszgorina i Schura
w teorii macierzy, przy jednolitym sposobie zaokraglania liczb,
jak dla wielkosci skalarnych, otrzymuje si¢ zalezno$ci dla tzw.
progoéw zaokraglania [9]:
dla elementéw macierzy korelacji

A€ > A,-Cﬂi = Upper Integer [logq #] 3)

min
dla sktadowych wektora $redniego

n

1
A,-V > A,-V’h = Upper Integer [5 log;o 2 14)

, 2 [ U
4. “min 'TCL (unllt]
1

dla odchylen standardowych sktadowych wektora sredniego

At =4V 6))

gdzie: n — wymiar macierzy korelacji, A, — jej minimalna warto$¢
wlasna korelacji, U/unit — warto$¢ i jednostka mierzonej wielko-
sci (np. kg, m, s), T(%L — wspolczynnik danego poziomu ufnosci

CL (np, 68,3%, 95%); Upper Integer — operator matematyczny
zaokraglenia liczby do najblizszej wyzszej liczby catkowitej (np.

[5,11]=6, [5,99]=6); A€, AI.V, Aiu— liczby znakow dziesigtnych po

przecinku, A,g’]’-’, Al-m’ - ich progi (warto$ci graniczne).

4. Sprawdzenie poprawnosci zaokraglenia
wynikéw przy prébkach o duzej licznosci

Wymagania dla numerycznego przedstawiania danych multi-
mezurandow okresla si¢ przez dopuszczalne minimalne liczby
cyfr znaczacych, czyli progi. Korzystanie z regut (3) — (5) przy
jednolitym zaokraglaniu zilustruje si¢ sprawdzeniem poprawnosci
wyznaczenia parametrow wektorow podanych w przyktadzie H.2
z GUM 1 uzyskanych przy bardziej precyzyjnych obliczeniach dla
tych samych danych wejsciowych [U, I, ¢]", potraktowanych jak
dla probek o duzej liczbie elementow N.

Dla danych wejsciowych z tabeli H.2, przy T¢=1, czyli dla
jednego standardowego odchylenia, jako progi zaokraglania A"
wedlug (4) otrzymano nastepujace liczby znakow po przecinku:

Upperlnteger {A"[U(V)]} > [0,5-10g(0,75/0,0769676/0,0071764%)]=3
UpperlInteger {4”[I(mA)]} > [0,5-log(0,75/0,0769676/0,0211778%)]=3
Upperlnteger {4" [@(rad)]} > [0,5-10g(0,75/0,0769676/0,0016817%)]=4

Wedhug (5) odchylenia standardowe $rednich ¢[X]gy, tez po-
winno si¢ podawac z taka sama precyzja, tj. zgodnie z progami jak
dla warto$ci $rednich. Np. w tabeli H.2 z GUM nalezaloby poda-
wac¢ [0,007; 0,021; 0,0017] zamiast [0,0072; 0,0212; 0,0017].

Sprawdzono réwniez, czy podane w tabeli H.2 eksperymentalne
dwucyfrowe wspolczynniki korelacji wektora wejsciowego [U, I,
)" bytyby tez poprawnie zaokraglone dla catej populacji.
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Z (3) dla n =3 i przy minimalnej wartosci wiasnej Ayi=
0,0743036 macierzy Cory, wynika minimalna liczba cyfr

AS(Coryy) > [log(1/0,0743036)] = [1,12899] = 2

Wynik sprawdzenia jest wigc pozytywny. Taka samg wartos$¢
progu A" =2 uzyskuje sie tez dla precyzyjniej obliczonego kore-
latora Cor’y,. Ostatecznie parametry statystyczne wektora wej-
sciowego [U, I, ¢]™ powinno si¢ przedstawia¢ nastepujaco:

Wartosé Odchylenie
. . Korelator
Srednia standardowe
4,999 0,007 1 -0,36 0,86
19,661 0,021 -0,36 1 0,65
1,0445 0,0017 0,86 0,65 1

Progi zaokraglania 4™ dla sktadowych wektora [R, X, Z]" z Ta-
beli H.4 przy T¢;=1, tj. dla jednego odchylenia standardowego:

[0,5-10g(0,75/2,22711-107%/0,159372%)] = 5
[0,5-10g(0,75/2,22711-107%/0,660734%)] = 4
[0,5-10g(0,75/2,22711-107%/0,528265%)] = 5

Upperlnteger {4"[R]} >
Upperlnteger {4"[X]} >
Upperlnteger {4"[Z]} >

Korelator Cor”y, wektora wyjsciowego [R, X, Z]" o elementach
zaokraglonych do 9 cyfr ma najmniejsza warto$¢ wlasna A,
#=2,22711-10" i dla niej minimalna liczba cyfr dla wspotczynni-
koéw korelacji wynosi

AS(Corys) > [log(1/2,22711-107%] = [7,65226] = 8

Stad wynika, ze jesli eksperymentalne wspotczynniki korelacji
z tabel H.3 i H.4 GUM o 3 cyfrach dotyczytyby probek danych
pomiarowych wektora X o duzej liczbie N, to bytyby one zaokra-
glone nadmiernie. Ostatecznie wigc dane populacji wektora wyj-
Sciowego Y w tym przypadku powinny by¢ takie:

Srednie S%‘:g;};igl‘il Korelator
127,73163 | 0,15937 1 —0,58827686 | —0,48506461
219,84689 | 0,66073 —0,58827686 1 0,99250754
254,26005 | 0,52826 —0,48506461  0,99250754 1

Podane w tabeli H4 w GUM wartosci skladowych wektora
sredniego o 5-ciu cyfrach oraz 3-cyfrowe odchylenia standardowe
1 wspotczynniki korelacji bytyby nadmiernie zaokraglone, gdyby
dotyczytyby calej populacji. Nie oznacza to, ze dane te maja
rzeczywiscie za malg liczbe cyfr znaczacych, gdyz dotycza probek
o matej licznosci z populacji sktadowych wektora X, ktorych
niepewnosci 1 wspotczynniki korelacji majg duze niepewnosci.

5. Zaokraglanie danych z probek o matej
licznosci

Konsekwentne stosowanie podanych powyzej progéow dla jed-
nolitego zaokraglania parametrow multi-mezurandu umozliwia
zachowanie dodatniej okreslono$ci macierzy kowariancji i korela-
cji, a wigc hiper-elipsoidalnego obszaru rozrzutu danych o zatozo-
nym prawdopodobienstwie. Ponadto potozenie konca wektora
wyjsciowego [R, X, Z] utrzymuje si¢ wewnatrz obszaru rozpro-
szenia otrzymanego po przeksztalceniach niezaokraglonych suro-
wych wynikéw wejsciowych obserwacji pomiarowych. Minimal-
ne liczby cyfr dla parametréw wielko$ci wyjsciowych, moga
wypada¢ wigksze niz przyjete w metrologii. Wielocyfrowe esty-
matory niepewnosci i wspotczynnikoéw korelacji mozna by zaak-
ceptowac dla estymatorow probek o licznych elementach, ktorych
warto$ci sg bliskie parametrom populacji. Nie ma to sensu dla
probek o matej licznosci N. Ich eksperymentalne parametry staty-
styczne majg duze niepewnosci - patrz punkt 2 i do opisu wystar-
czg mate liczby cyfr, np. takie, jak w tabeli H.4 z GUM: 2 dla
standardowego odchylenia i 3 dla wspoétczynnikow korelacji. Przy
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dalszym jednolitym zaokraglaniu danych korelatora ponizej progu
pojawi si¢ ujemna wartos¢ wlasna. Aby pozostal on dodatnio
okreslony trzeba by w rézny sposob nieznacznie modyfikowad
rownoczesnie wartosci kilku elementéw macierzy korelacji lub
kowariancji. Doktadno$¢ wynikéw wyjsciowych pogorszy si¢
nieznacznie. Duze zmiany wspotczynnikoéw korelacji nie sg poza-
dane, gdy przewiduje si¢, ze skorelowane wielko$ci wyjSciowe
beda precyzyjnie przetwarzane dalej. Hiper-elipsoida odpowiada-
jaca nowym warto$ciom elementéw macierzy kowariancji daje si¢
wpisa¢ w hiper-prostokat odchylen standardowych, zaokraglonych

w gore, np. do dwu znakow.

Nie natrafiono na ogdlny algorytm postepowania, ktéory mozna
by stosowa¢ dla kazdego z przypadkow zaokraglania do liczby
znakOéw ponizej progu. Dla precyzyjnie przetworzonych danych
z przyktadu H.2 z GUM wyproébowano dwa sposoby:

* metoda 1 - utrzymanie statych wartosci niediagonalnych ele-
mentéw macierzy kowariancji jak dla zaokraglania progowego,
czyli zachowanie stalego dodatniego korelatora z ostatniej tabe-
li. Odchylenia standardowe zaokraglano w gore do 3 i 2 cyfr po
przecinku i kompensowano to zmniejszeniem wspotczynnikow
korelacji wedlug zaleznosci

0, O,

- _ YrRYx - _“YR¥Z _ Oy Oy
kRX - 5 & kRX R kRZ T kRZ s kxz = kxz
0,0y 2%z v Oz

gdzie: znaki w indeksach gérmych oznaczajg kierunek zmian
* metoda 2 — odrzucenie dalszych liczb po ostatniej zaakcepto-

wanej.

Dla obu metod sprawdzano, czy zaokraglone wyniki maja do-
datni korelator i znaleziono odleglo$¢ pomigdzy koncami wektora
Z?oquglonego i niezaokraglonego wedhug kryterium Mahalanobisa
¢ 1111

W metodzie 1 otrzymano: po zaokragleniu do 3 cyfr

po zaokragleniu do 2 cyfr
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Warto$ci Odchylenie

. - Korelator

$rednie standardowe

127,73 0,16 1 -0,58 0,48
219,85 0,66 -0,58 1 0,99
254,26 0,53 -0,48 0,99 1

Warto$ci whasne: [2,26846; 0,657234; 0,0743036]
7 | 6,445

Wartosci Odchylenie
$rednie standardowe Korelator
127,732 0,160 1 0,586 0,483
219,847 0,661 0,586 1 0,991
254,60 0,529 —-0,483 0,991 1
Warto$ci whasne: [2,39983; 0,598631; 0,00154204]
7 | 8,39
po zaokragleniu do 2 cyfr
rtosci hyleni
T | e
127,73 0,16 1 -0,59 -0,48
219,85 0,66 -0,59 1 0,99
254,26 0,53 -0,48 0,99 1
Warto$ci whasne: [2,39972; 0,598797; 0,00148649]
7 | 2840

Wspotczynniki korelacji sa zaokraglone standardowo. Konce
obu zaokraglonych wektorow sg w $rodku nowych wigkszych
prostopadto$cianow +o; obejmujacych tez elipsoide danych nie-
zaokraglonych, a pierwszy z nich wychodzi poza nia niewiele, tj.
oy-1.

Dla metody 2 (wedlug V.E.) otrzymano:
po zaokragleniu do 3 cyfr

Wartosci Odchylenie

. X Korelator

$rednie standardowe

127,732 0,160 1 -0,588 0,485
219,847 0,661 -0,588 1 0,992
254,260 0,529 0,485 0,992 1

Warto$ci wiasne: [2,40297; 0,596499; 0,000533094]
2 | 1,108

Metoda 2 polegajaca na odrzuceniu dalszych znakow daje
mniejsze odlegtosci wektora od $rodka obszaru przetworzonych
niezaokraglonych danych pierwotnych, ale najmniejsze wartosci
wlasne korelatoro6w sa blizsze zera niz w metodzie 1. Nie jest
pewne, ze dobry wynik otrzyma si¢ zawsze, np. przy odrzucaniu
duzych cyfr bliskich 9, gdyz brakuje jeszcze pelnego uzasadnienia
teoretycznego tej metody.

Dodatnio okreslony korelator z przedostatniej tabeli o elemen-
tach niediagonalnych (-0,588; —0,485; 0,992) i ujemnie okreslona
macierz Coryy z tabeli H.4 wedtug GUM o elementach (—0,588;
—0,485; 0,993) rdznig si¢ niewiele - tylko trzecim elementem i to
zaledwie 0 0,001, tj. o 1 na trzecim miejscu po przecinku.

Zaokraglanie danych ponizej progéw wymaga jeszcze dopra-
cowania teoretycznego i weryfikacji w praktyce.

Przygotowywany obecnie Suplement 2 do GUM powinien za-
wiera¢ zalecenia dotyczace sprawdzania, czy korelator jest dodat-
nio okreslony i zaokraglania dla probek o réznym N.

6. Propozycje poprawek w Przewodniku
GUM

Z dotychczasowych rozwazan wynika, ze niektore zalecenia
i przyktad H.2 w GUM -2008 wymagaja nastgpujacych zmian.

e Do zalecenia 7.2.5 nalezy wiaczy¢ obligatoryjna zasade by po
uzasadnionym metrologicznie zaokragleniu wartosci $rednich
sktadowych wektora mezurandu i ich niepewnosci sprawdzaé
czy macierze kowariancji i korelacji sg dodatnio okre$lone;

e Nalezy nieco skorygowac fragmenty dotyczace regut zaokra-
glania wieloparametrowych danych skorelowanych (Zalecenie
7.2.6, Przyktad H.2). W skorygowanym zaleceniu 7.2.6 powin-
no si¢ odpowiednio uwzglednié, ze wystgpujace ograniczenia
(progi) dla stosowania jednolitego standardowego zaokraglania
w procesach przetwarzaniu tych danych z minimalizacja strat
informacji pomiarowej tworzg szereg wymagan dla formatow,
w tym komputerowych, stuzacych do przetwarzania, gromadze-
nia i przekazywania tych danych.

e Uzyskiwanie i sprawdzanie, czy macierz korelacji dla funkcji
wyjsciowego wektora losowego o rozmiarze n, zaleznego od m
wejsciowych zmiennych jest dodatnio okreslona i proponowane
poszerzenia punktow 7.2.5 i 7.2.7 GUM powinny réwniez by¢
wlaczone do tresci opracowywanego Suplementu 2.

7. Podsumowanie i wnioski ogélne

Ta i poprzedzajaca ja publikacja [11] mialy na celu przyblizy¢
metody obliczania wynikow pomiaréw wieloparametrowych,
w tym w szczego6lnoSci procedure stosowang przez V. Ezhelg
w przetwarzaniu danych fizyki eksperymentalnej [6-10]. Omo-
wiono ja na tle zalecen Przewodnika GUM. Istota tej procedury sa
przyjete wymagania jakosciowe dla przedstawiania i zaokraglania
skojarzonych danych przy ich przetwarzaniu w pomiarach posred-
nich wieloparametrowych, tj.:

- zachowywanie wielowymiarowego normalnego rozktadu praw-
dopodobienstwa (wystgpuje on tylko przy dodatnio okreslonych
macierzach kowariancji i korelacji),
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- utrzymywanie przy przeksztalceniach danych potozenia konca
wektora $redniego multi-mezurandu wewnatrz obszaru rozrzutu

o zadanym prawdopodobienstwie, ograniczonego hiper-elipsoida;
- jednolity, podobny jak dla skalaréw, sposob zaokraglania esty-

matoroéw wartosci, w tym niepewnosci tylko w gore.

Z poczatkowych danych pomiarowych przyktadu H.2 w GUM
ze znacznie wigksza precyzja obliczono wartosci liczbowe esty-
matorow dla sktadowych wektora $redniego, ich odchylen $red-
nich standardowych i wspotczynnikéw korelacji wyznaczanego
posrednio mezurandu wyjsciowego. Potraktowano wigc je jakby
to jakby to byly dane uzyskane z probek o bardzo duzej liczbie
pomiaréw, a wiec bliskie parametréw populacji. o pomijalnej
niepewnosci. Zaokraglono je w sposob jednolity ze spetnianiem
ograniczen wynikajacych z podanych wymagan.

Podano tez ogélne wzory dla progow jednolitego standardowe-
go zaokraglania wynikajace z zachowania powyzszych wymagan
i przyktady ich stosowania dla parametrow multi-mezurandu.

Rozpatrzono dwie metody dalszego niejednolitego zaokraglania
parametréw mezurandu wyjsciowego ponizej tych progéw, tj. do 3
i 2 cyfr znaczacych, ktore nawiazuja do poziomu niepewnosci
danych eksperymentalnych probek o nielicznych elementach, np.
tak jak w przykladzie H.2 - zaledwie 5. Pierwsza metoda polega
zaokraglaniu w gore niepewnosci i w dot wspdtczynnikoéw korela-
cji tak, by zachowa¢ stale warto$ci niediagonalnych elementow
macierzy kowariancji. W drugiej odrzuca si¢ dalsze kolejne cyfry
we wspolczynnikach korelacji. Ich zaokraglanie jest wigc tu nieza-
lezne od zaokraglania odchylen standardowych. Dla rozpatrywa-
nych danych z przyktadu H.2 zaloZzone powyzej wymagania nieco
lepiej spetniata metoda druga.

Zaproponowano uscislenia sformutowan w Przewodniku GUM,
ktore nalezy tez uwzglgdni¢ w opracowaniu Suplementu 2 o wy-
razaniu wynikéw pomiaréw wieloparametrowych.

Z podstaw teoretycznych i przyktadow omowionych w [11]
i powyzej wynika, ze zestaw danych do poprawnego wyrazenia
i oszacowania wyniku pomiaru losowej wielkosci wektorowej
powinien zawieraé:

» wektor $redni, tj. wartosci $rednie jego wspotrzgdnych,

» wektor odchylen standardowych tych warto$ci wraz z oszaco-
waniem ich doktadnosci,

* dodatnio okres$long macierz korelacji,

» wigksza od zera minimalng warto$¢ wtasng macierzy korelacji,

» informacj¢ o uzytej precyzji przy maszynowym obliczaniu
warto$ci wlasnych macierzy korelacji.

Przy postugiwaniu si¢ taka struktura nie wystarczy korzystaé
z procedur opracowanych i znormalizowanych dla pomiarow
pojedynczej wielko$ci mierzonej. Przy kazdym przeksztalcaniu
danych wieloparametrowych nalezy $ledzi¢ zmiany granic obszaru
rozrzutu i powiazanie przeksztalconego wektora $redniego z tym
obszarem, tj. sprawdzaé czy wierzchotek wektora lezy wewnatrz
zaokraglonego obszaru rozproszenia danych.

Warto jest podja¢ trud, aby zaprezentowany tu, przeznaczony
dla wieloparametrowych badan fizycznych, sposob doktadnego
przetwarzania danych probek multi-mezurandéow o licznych ele-
mentach zaadoptowaé dla metrologii o najwyzszej doktadnosci
1 nastepnie przystosowaé go tez do szerszego stosowania w mniej
doktadnych wieloparametrowych pomiarach uzytkowych, w tym
dla mato licznych probek. W szczegdlnosci dotyczy to przypad-
kow o rozrzutach wynikoéw obserwacji opisywanych niepewnoscia
typu A porownywalng lub wigksza od niepewnosci typu B szacu-
jacej bledy instrumentalne nieusuwalne przez poprawki. Powinna
ostatecznie zasta¢ okreslona najkorzystniejsza procedura, ktora
mozna by w pomiarach posrednich zaleci¢ do zaokraglania
elementéw macierzy kowariancji i korelacji ponizej progéw
jednolitego zaokraglania, w tym do dwu lub jednej cyfry zna-
czacej, rekomendowanych przez GUM w opisach niepewnosci
skalarow.
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Zarowno w fizyce, jak i w metrologii, a rowniez we wszyst-
kich pomiarach wieloparametrowych w wielu innych dziedzi-
nach, powinno si¢ tez wdrazaé stosowanie metod statystyki
najbardziej wlasciwej dla danego przypadku, w tym i gdy zaj-
dzie taka potrzeba, najnowszej, np. na powierzchniach krzywo-
liniowych [5].

Przewiduje si¢ konieczno$¢ istotnych zmian w sposobie prezen-
tacji i postugiwania si¢ danymi pomiarowymi. Do rozwiazania jest
jeszcze szereg problemow nie tylko podanych w tej pracy, ale
i wiele innych, ktore w przysztosci moga uczyni¢ bardziej komfor-
towa i uzyteczng prace z danymi pomiarowymi w nauce, metrolo-
gii i technice pomiarowej oraz innych dziedzinach.

Warto jest tez podja¢ prace komplementarne z od dawna ocze-
kiwanym Suplementem 2 do GUM o wyrazaniu wynikéw pomia-
réw wieloparametrowych, ktore objelyby tez miedzynarodowa
standaryzacja dualny sposob publikowania, rozpowszechniania
i gromadzenia danych. Publikacji na papierze obligatoryjnie towa-
rzyszytby plik z oryginalnymi danymi numerycznymi [7-10].
Moznaby wowczas w pelni wykorzystywaé praktycznie nieogra-
niczone mozliwosci elektronicznych $rodkow multimedialnych
(e-publishing).
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