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Streszczenie

Jest to pierwsza z cyklu trzech publikacji o przetwarzaniu i poprawnym
wyznaczaniu danych w posrednich pomiarach wieloparametrowych.
Przedstawiono metod¢ numerycznego szacowania estymatorow wartosci,
niepewnosci i wspotezynnikow korelacji skojarzonych ze sobg wielkosci,
czyli multi-mezurandu z uzyciem algebry wektoréow losowych wraz
z przyktadami. W czgéci 2 wykaze sig, ze kilka zwigzanych z ta dziedzing
zalecen przewodnika GUM i przyktad H.2 wymaga zmian. Przedstawi si¢
alternatywne rozwiazanie tego przyktadu i reguty dla wyznaczania progow
poprawnego zaokraglania wynikow pomiaru. W czesci 3 opisze si¢ niesci-
stosci w danych podstawowych statych fizycznych publikowanych
w korektach CODATA do 2006 r. Jako kontynuacja bliskiego do ukon-
czenia Suplementu 2 do GUM o wyrazaniu wynikow pomiarow wielopa-
rametrowych proponuje si¢ stworzenie migdzynarodowego standardu
o przedstawianiu danych wieloparametrowych z wykorzystaniem
e-publishing, ktéry umozliwi ich numeryczng weryfikacjg, szerokie roz-
powszechnianie i dlugotrwate przechowywanie.

Slowa kluczowe: niepewnos$¢, pomiary posrednie wieloparametrowe,
multi-mezurand, dane skorelowane.

Outline of the theoretical background of
evaluation and numerical presentation of the
indirect multivariate measurement results

Abstract

This is the first of the three papers about conversion and proper evaluation
of digital data in multidimensional indirect measurements. Theoretical
backgrounds of the proper evaluation of the value estimators, uncertainties
and correlation coefficients of jointed quantities with application of
the random vectors algebra are shortly discussed, and two examples are
given. In the next paper will be shown that few connected with this area
recommendations and example H.2 of the international metrological guide
GUM -ISO has some mistakes. Needed corrections will be given and
formulas for rounding thresholds of numerical data will be presented. In
the third paper it will be shown that in CODATA corrections including the
last published in 2006, the data of fundamental physical constancies are
still partly corrupted. As continuation of the being in the final preparation
stage Supplement 2 of GUM for evaluation of the multivariate measurement
results are recommended introductory works on the international standard
for numerical presentation and dissemination of multidimensional data
with application of e—publishing offering full possibilities of peer review
and the long time storage.

Keywords: uncertainty, indirect multidimensional measurements, multi-
measurand, correlated data.

1. Wstep

W badaniach naukowych i technicznych oraz w procesach
przemystowych i badaniach Srodowiska czesto przeprowadza si¢
réwnoczesne pomiary kilku wielkosci o estymatorach powigza-
nych ze sobg statystycznie, tj. skorelowanych wskutek wspolnych

wplywow otoczenia i oddzialywan wewngtrznych w badanym

obiekcie. Z pomiaréw m wielkosci bezposrednio mierzonych

(wejsciowych) mozna wyznaczy¢ posrednio innych n wielko$ci

(wyjsciowych), gdy znane sg réwnania opisujace ich wzajemne

zalezno$ci. W fizyce te n wielko$ci nazywa si¢ obserwablami

(ang. observables), a w metrologii — multi-mezurandem. Takie

pomiary sg wykonywane:

- w badaniach naukowych na pograniczu wiedzy,

- w metrologii o najwyzszych doktadno$ciach przy okreslaniu
podstawowych statych fizycznych i innych danych odniesienia
oraz wyznaczaniu warto$ci wzorcow i jednostek wielko$ci po-
chodnych;

- w zaawansowanych badaniach technicznych, np.: przy identyfi-
kacji ,,in situ” modeli obiektow sterowania, w odpowiedzial-
nych badaniach diagnostycznych i monitoringu urzadzen tech-
nicznych oraz srodowiska w celu przeciwdziatania zagrozeniom
ich uszkodzen i zapewnienia bezpieczenstwa obstugi,

- w pomiarach przebiegu i jako$ci procesoOw oraz zasilania ich
w energi¢ w warunkach ruchowych.

W ocenie doktadnosci wyznaczanych posrednio i powigzanych
ze sobg wielkosci nalezy uwzgledniaé wystepujace w ekspery-
mencie sktadniki losowe mierzonych wielkosci wejsciowych i ich
skorelowanie. Mozna wyrézni¢ dwa rodzaje wymagan dotycza-
cych doktadno$ci wyznaczania wartoSci i niepewnos$ci oraz
wspotczynnikow  korelacji wzajemnej wielkosci wyjsciowych
wyznaczanych posrednio z pomiaréw w danym eksperymencie:

- wystarczy zapewni¢ niezbedng rozdzielczo$¢ i1 dokladnosé
obliczen parametrow mezurandu wyjsciowego;

- nalezy dazy¢ do uzyskania mozliwie jak najwickszej doktadno-
$ci obliczen przy wyznaczaniu tych parametréw, aby informacji
zdobytej] w pomiarach nie utraci¢ w procesie przetwarzania
i zaokraglania danych.

W pierwszym przypadku typowym dla pomiaréw uzytkowych,
nieskorygowane bledy instrumentalne charakteryzowane tacznie
przez niepewnos$¢ typu B, zwykle dominuja nad zakresem loso-
wego rozrzutu pojedynczych wynikéw obserwacji. Dalsze zwigk-
szanie juz uzyskanej wystarczajacej rozdzielczosci i doktadnosci
pomiaru kazdej z wielkosci wejsciowych jest zbyteczne jako
nieekonomiczne i nawet mogace powodowaé dezinformacje.

W drugim z przypadkéw nalezy starannie wyeliminowac
wplywy wszystkich znanych oddzialywan, aby a priori nieznane,
ale zmienne pozostato$ci systematycznych biedéw byly dla
wszystkich mierzonych wielkosci jak najmniejsze. Jesli pozostato-
$ci tych nie daje si¢ juz usungé zaréwno poprzez odpowiednie
poprowadzenie eksperymentu (np. regularne probkowanie ), jak
i w kolejnych obliczeniach i trzeba je traktowaé tak, jakby byly
losowe. Nastepnie przeprowadza si¢ odpowiednio duza liczbe
obserwacji dla minimalizacji statystycznej sktadowej niepewnosci
typu A. Najwickszg mozliwg do uzyskania doktadno$¢ i wiaro-
godnos¢ wynikéw w pomiarach posrednich uzyskuje si¢ wowczas
poprzez odpowiednio dokladne przetwarzanie sktadowych loso-
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wych sygnatow i konicowa statystyczng obrobke otrzymywanych
danych. Dotyczy to w szczego6lnosci pomiaréw w badaniach po-
znawczych na granicy wiedzy i przy wyznaczaniu wartosci pod-
stawowych statych fizycznych przez czotowe osrodki metrolo-
giczne 1 publikowanych nastepnie jako dane odniesienia przez
miedzynarodowa organizacje CODATA.

Istniejace przepisy metrologiczne wraz z Przewodnikiem GUM
[1] podaja reguly wyrazania wyniku pomiaréw tylko dla pojedyn-
czej wielkosci mierzonej, traktowanej tak, jakby miata rozktad
normalny. Zaokraglenia wartosci liczbowe;j jej estymatora zaleca si¢
dokonywac¢ na miejscu dziesietnym odpowiadajagcym jedno- lub
dwu-cyfrowej niepewnos$ci pomiaru. Przepisy te nie obejmuja jesz-
cze wieloparametrowych pomiaréw posrednich, ale po§wigcony im
Suplement 2 jest w koncowym stadium opracowywania. Zasady
zaokraglania sktadowych multi-mezurandu sa wigc dotad dowolne,
zwykle przyjmowane tak, jak w pomiarach pojedynczej wielkosci, a
ich wspotczynniki korelacji bliskie 1. GUM zaleca podawaé do 3
cyfr po przecinku. Prowadzi to do znieksztalcen przy przetwarzaniu
danych oryginalnych w pomiarach wieloparametrowych.

Celem tej pracy jest przyblizenie srodowisku metrologicznemu
metody stosowanej w fizycznych wieloparametrowych ekspery-
mentach poznawczych do wyznaczania danych liczbowych para-
metréw mierzonych posrednio multi-mezurandéw [3-5]. Istotg tej
metody jest zminimalizowanie znieksztalcen i strat informacji
pierwotnej zdobytej w pomiarach. Prowadzi to do koniecznos$ci
wyznaczania wspotczynnikow korelacji i niepewnos$ci z wigksza
liczbg cyfr znaczacych niz wedlug GUM. Metode t¢ po niezbed-
nym zmodyfikowaniu, mozna by wykorzystywa¢ szeroko do
wyznaczania  doktadno$ci  pomiardw  wieloparametrowych
i w metrologii i w badaniach uzytkowych o mniejszej doktadnosci
oraz do opisu parametréw i wymagan technicznych dla przyrza-
dow i systemoéw pomiarowych realizujacych automatycznie takie
posrednie pomiary.

Niepewnosci pomiaréw wieloparametrowych omawiano cze-
Sciowo w literaturze przy ocenie doktadnosci modeli obiektow [8]
oraz tylko teoretycznie, tj. bez odpowiedniej ilustracji numerycz-
nej [9], lub tez dla ograniczonego rodzaju przypadkéw [9, 10, 14].

W tej pracy przedstawi si¢ w zarysie podstawy teoretyczne opi-
su doktadno$ci multi-mezurandu za pomoca algebry wektorow
losowych wraz z przyktadami.

2. Opisy multi-mezurandu

Minimalna struktura danych numerycznych, ktéra stuzy do wyra-
zania wyniku dowolnej pojedynczej losowej wielkosci mierzonej
(mezurandu skalarnego), zawiera punkt skupienia danych pomiaro-
wych jako estymator jej wartosci i przedziat ufnosci, czyli zakres
rozrzutu wartos$ci obserwacji pomiarowych o okres§lonym prawdo-
podobienstwie ich wystepowania. Dla skalarnej wielko$ci mierzone;j
jako estymator stosuje si¢ zwykle warto$¢ $rednia, chociaz probki
danych modelowane niektorymi rozktadami niegaussowskimi, np.
rOwnomiernym czy trapezowym, moga mie¢ inne dokladniejsze
estymatory. Przedzialy ufnosci o zadanym prawdopodobienstwie
wyznacza si¢ w wartosciach odchylenia standardowego.

Szacowanie wynikow pomiaréw wielu wielkosci mierzonych
rownoczesnie we wspolnym eksperymencie, czyli multi-mezurandu,
jest bardziej ztozone, gdyz rozrzuty danych jego skladnikow sa
powiazane. Poza estymatorami wartosci wielkosci wyjsciowych
nalezy wyznaczy¢ ich niepewno$ci z uwzglednieniem wzajemnego
skorelowania. Nawet wyniki poszczegdlnych pomiarow kazdej z m
wielkosci wejsciowych moga by¢ ze soba powiazane statystycznie
(autokorelacja), a estymatory tych wielkosci - skorelowane wzajem-
nie. Sg one statystycznie niezalezne tylko w przypadkach szczeg6l-
nych, np. gdy sasiednie w kolejnosci wykonywania wyniki pomia-
réw pojedynczej wielkosci nie zalezg od siebie, za$ r6zne wielkosci
wejsciowe mierzy si¢ w osobnych eksperymentach.

Z pomiaréw m wielkosci wejsciowych mozna wyznaczy¢ po-
$rednio n wielkos$ci wyjsciowych powiagzanych z nimi uktadem »
réwnan. Od postaci tych funkcji zalezy zmiana geometrii obszaru
opisujacego tacznie rozrzuty wynikow pomiaréw. Gdy n badanych
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wielkosci losowych traktuje si¢ tak, jakby miaty rozktady rowno-
mierne i ich wartosci uzyskano w niezaleznych eksperymentach,
to obszar rozrzutu danych opisuje si¢ wowczas n-wymiarowym
hiper-prostokatem o bokach rownolegtych do osi sktadowych
multi-mezurandu. Koniec wektora §redniego znajduje si¢ w $rod-
ku tej bryly, a boki hiper-prostokata sa przedziatami ufnosci
o okreslonej statej gestosci prawdopodobienstwa p(x;)=const,
jednakowej dla wszystkich elementow multi-mezurandu. Otrzy-
mane z pomiarow szeroko$ci przedziatow moga rozni¢ si¢ liczbg
cyfr znaczacych. Ujednolica si¢ je podajac w wartosciach standar-
dowego odchylenia o; badz w %.

Prostopadtosciowy ksztattu obszaru rozrzutu danych pomiaro-
wych nie jest jednak wlasciwym modelem dla wielkosci skojarzo-
nych statystycznie w eksperymencie pomiarowym, gdyz nie
uwzglednia ich skorelowania. Rozrzut danych multi-mezurandu
nalezy wowczas opisywac¢ wspolnym n-wymiarowym rozktadem
prawdopodobienstwa o n wielko$ciach mierzonych jako wspol-
rzednych. Gdy kazda z tych wielko$ci ma rozktad normalny, to
i rozktad n-wymiarowy tez bedzie normalny.

Dla dwu parametrow w prostokatnym uktadzie wspohrzednych x, y

1 ¥ yE 2pxy
P(X,J/)Z 3 €X] 3 (72+y727 Xy ) (1)
270,00, m 2A1-p5,) oy o6, 00

gdzie: o-,%, 0'}2, - wariancje, py, =E(x—-x)(y—y) - wspdlczyn-
nik korelacji, X, V - wartoéci érednie.
Postacie rozktadu (1) dla dwu warto$ci wspotczynnika korela-

cji p, 1 przebiegi linii o stalej gestosci prawdopodobienstwa
p(x,y)=const podano na rysunku 1.
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Rys. 1. Dwuwymiarowy rozktad gestosci prawdopodobienstwa p(x ,y) dla dwu
wspotczynnikoéw korelacji: p,,=0 oraz p,,=0,7. Ponizej — przyktady linii
granicznej obszaru rozrzutu danych o p(x ,y) = const [7]

Fig. 1. Two-parameter PDF-s p(x, y) of correlation coefficient p,,=0 and p,,=0,7.
Below: border line of data dispersion space for p(x,y) = const [7]

Rownanie linii granicznej rozrzutu danych o stalej gestosci
prawdopodobienstwa p(x y)=const wyznacza si¢ z (1) przez przy-
réwnanie wyktadnika do wartosci statej. Dla 0,5 otrzymuje si¢

=2 = = =2
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y

Jest to rownanie elipsy o $rodku potozonym w koncu wektora
$redniego [x, )7]T i wpisanej w prostokat *o,, *o, Wartosci

$rednie X, ¥, obie wariancje 0)%, 0}2,

Py oblicza si¢ z wynikow pomiardw w znany powszechnie spo-

i wspotczynnik korelacji
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sob. Przy o, #0, i braku skorelowania (p,,= 0) (lewa figura),

y
osie elipsy wpisanej w prostokat sa rownolegte do bokéw 2o, 20,
prostokgta. Dla wspotczynnika korelacji 0< |p,,| <1, dluzsza o$
elipsy jest nachylona do osi odcietych x pod katem

1 0.0y,
@ Earc tg pryﬁ.
x ~ %y

Takg elips¢ dla p,,=+0,7 przedstawia dolna prawa figura z rys. 1,
a dla ujemnego p,, otrzymywanego gdy cr)z; > crf( -rys. 2 [12].
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B

Rys. 2. Zaleznosci dla elipsy gestosci p(x,y)=const i o wspdtczynniku korelacji p,, <0
Fig.2.  Formulas for ellipse of p(x,y)=const and of the of correlation coefficient p,,<0

Punkty stycznosci elipsy z bokami prostokata +a;, +o; sg odle-
gle od osi uktadu x, y potozonego w s$rodku elipsy odpowiednio
0 X=tpy,0; 1 0 yo=tp, 0, Przy petnej korelacji, tj. gdy o=+l
elipsa degeneruje si¢ do jednej z przekatnych prostokata.

Roéwnanie elipsy z rys. 2 jako krzywej drugiego stopnia [4]
w uktadzie wspotrzednych x, y w jej srodku to

ap 1x2 + 2[112Xy + a22y2 + aszy = 0

Pierwsze trzy sktadniki stanowig forme¢ kwadratowa dodatnio
okreslona o rownaniu charakterystycznym

aj —A a
! 12 :ﬂz—(an+022M+011022—0122:0

an ayp -4

i pierwiastkach

2 2
Ajp =%(ay +ay) i%\/(flu +ay)” —4anap —app) 20
spelniajacych zaleznosci

2
A+ =ay +ay A Ay =ayay —ap

Dhugosci potosi pochylonej elipsy wynosza [4]:

a a
PR R S
As A1

Dla trzech lub wigcej skojarzonych losowo wielkosci mierzo-
nych i przy przetwarzaniu ich danych opis analityczny rozkltadu
wielowymiarowego, nawet dla m-normalnego, komplikuje sig.
Bardzo przydatnym matematycznym narzgdziem do opisu i anali-
zy wielu wielkosci skojarzonych o rozktadach normalnych jest
algebra wektorow losowych [6] - [13]. W pomiarach posrednich
zbior danych wielkosci wejsciowych x; przedstawiony jako
m-elementowy wektor losowy X=[xi, X2y X" przeksztatca si¢
w multimezurand wyjsciowy opisany n-elementowym wektorem
Y=[y1, ».... v,]". Sa one powiazane uktadem n rownan zapisanym
ogolnie jako:

Y=F X 3)
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W szczegdlnym przypadku przeksztatcenia liniowego i afinicz-
nego (tj. z dodanymi wartosciami statymi) otrzymuje si¢ liniowy
uktad réwnan, a operator F jest macierza o wymiarach m xn.

Podstawowa struktura do liczbowego oszacowania multi-
mezurandu powinna zawiera¢ wektor $redni o n-sktadowych oraz
opis granicy obszaru jego rozrzutu o zadanej gestosci prawdopo-
dobienstwa p(x, ...x,). Dla n-wymiarowego rozktadu Normalnego
jest to n-wymiarowa hiper-elipsoida. W jej srodku znajduje si¢
koniec wektora wartoéci $rednich, zwanego krocej wektorem
srednim. Hiper-elipsoid¢ okres$la analitycznie macierz kowariancji
¢ o wymiarach nxn. Jest ona powigzana analitycznie z macierzg
korelacji p, nazywang w skrocie korelatorem i macierza diagonal-
ng odchylen standardowych 6. Dla X jest to rbwnanie

T
Cx=06xPxOx 4
o 0 0 L py Pmi
0 0 1
gdzie: ox= % ; Px= Pro P s PiiPii
0 0 .. o, Pim Pom -1

Obie macierze powinny by¢ pot-okreslone dodatnio [6], czyli
mie¢ dodatnie, lub réwne zeru wartoéci wiasne 4; >0. Sg to pier-
wiastki rownania charakterystycznego dowolnej macierzy

det [A-/1]=0 (4a)
Jesli elementy macierzy A sg liczbami rzeczywistymi to jej
warto$ci wlasne tez sg rzeczywiste.

Macierze kowariancji ¢y i cx wektorow wejsciowego 1 wyj-
$ciowego sg powigzane rOwnaniem

cy=S ¢y ST ®)

gdzie: macierz wspolczynnikow wrazliwosci

oy on

. a(Y) _ 0x; 0x,,
oX) |y O Vm
ox; 0x,,

Korelator wielkosci wyjsciowych py otrzymuje si¢ bezposred-
nio z macierzy kowariancji ¢y, lub przeksztalcajac korelator wej-
sciowy px wedhug (5). Jesli ktoras z wielkosci ma niegaussowski
rozktad, lub przetwarzanie jest nieliniowe, to obszar rozrzutu jest
o ksztalcie innym niz elipsoida i do jego opisu trzeba stosowaé
inne funkcje, w tym koputly (ang. copulas) [7]).

W przypadku dwuparametrowym, wyniki o rozktadzie (1) moz-
na przedstawi¢ jedng z dwu réwnowaznych struktur macierzo-
wych: wektorem $rednim i macierzg kowariancji cy=e,, lub wek-
torem $rednim z niepewnosciami i korelatorem r,,.

= 2 . X+ 1
H | o e[ X P 1) (6)
V] |00, pyy oy yro, || py 1
Réwnanie charakterystyczne macierzy ¢, ma posta¢

det|c,, —Al|=2% = (o} +0,)A+0r0;(1-p)=0 (6a)

a jej wartosci wlasne, czyli pierwiastki tego rownania

A2 :%(UfJF"ﬁ)J—’%\/(GJ%JFUﬁ)z —40§0§(1_px2y) (6b)
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W przypadkach kraficowych: dla p,,=0 elipsa jest potozona po-
2

ziomo, a pierwiastki (6a) 4 =0y, 4, = ai

$rednic; za$ dla |p,|=1 elipsa staje si¢ jedna z przekatnych prosto-

sa kwadratami obu

kata, gdyz ,= 0, a 4 = 0'3 + 63 . Dla 0<p,, <1 pierwiastki spet-

niaja warunek A, >0, a dtugosci $rednic pochylonej elipsy wyno-
sza [4]:
2 2
2__1—ny b2 = 1-pyy

a® = , = —

Ay A

Dotyczy to tez rownania (1— A”)’— szv =0 dla macierzy korelacji

py- Jej elipsa o pdtosiach (lipxy)'] wpisana jest w kwadrat +1
i styczna w +p,,, a pierwiastki 4’,,=14p,, >0. Obie macierze c,,,
r,, 53 wigc pot-okreslone dodatnio.

Ilustracje transformacji liniowej dwu wielkosci losowych wraz
z danymi liczbowymi zawiera przyktad 1.

Przyklad 1

Z danych pomiarowych wielkosci wejsciowych £, 17 o dwupa-
rametrowym rozktadzie Normalnym nalezy wyznaczy¢ mezurand
wyj$ciowy o dwu sktadowych x, y jako ich sumg¢ i réznicg. Ta
liniowa operacja ma posta¢ wektorowa

Bt Rt i

y n 1 —1ln] [¢-7
Standardowe niepewnos$ci kazdej ze sktadowych wektora wyj-

$ciowego [x, ¥]" otrzyma si¢ znana metoda liniowej propagacji

niepewnosci. Sg one ze soba skojarzone statystycznie. Ich wspot-
czynnik korelacji p,, znajduje si¢ z (4) - (6)

2 2 2 2

o - {1 1} o; 0.0,Pcy {1 1}: fop o; -0y
Xy 2 ) 2
I —locompe, O I -1 |os-oy Oy

gdzie: o, = 0‘3 +0$ +20.0,0: . Oy =y "é +°927 —20,0,0:y

Elementy niediagonalne macierzy kowariancji c,, nie zaleza od
Py Z ¢, Wyznacza sie korelator

L py
P = Py 1

2_ 2
lopgtes
gdzie: p,, =% - wspolczynnik korelacji zalezny od p), ,
xCy

ktory wystepuje we wzorach dla o, i o,.
Przy nieskorelowanych skladowych wektora wejsciowego
& q1", 4. dla pey= 0, macierz c,, upraszcza si¢

y 2 2 2 2
o; -0, o;+toy,
i wowczas:
2 2
_ _ 2 2 O, =0y
O'X—O'y— O'g‘i‘O',7 , oraz pxy:ﬁ
o;+o,

Na rys. 3 u gory przedstawiono schematycznie operacj¢ prze-
ksztalcania wektora wejSciowego, a ponizej dane liczbowe obu
wektorow. Gdy dane te sa obliczonymi z pomiaréw estymatorami,
parametréw populacji o i p, to uzywa si¢ oznaczen s i r, a dla kore-
latora r. Pomimo, ze wielko$ci wejsciowe &, 77 nie byly skorelowa-
ne, to z otrzymanych warto$ci elementow korelatora r (x, y) wynika,
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ze niepewnosci sktadowych wyjsciowego wektora sg silnie ze sobg
skorelowane. Zaokraglenie warto$ci niediagonalnych elementéw
tego korelatora do 3 cyfr znaczacych, jak to zaleca si¢ w punkcie
7.2.6 Przewodnika GUM, spowodowaloby degeneracje elipsy
0 p,=1 do przekatnej prostokata, tj. do calkowicie deterministycznej
wspotzaleznosci niepewnosci obu sktadowych.

Ujecie wektorowe mozna rowniez stosowa¢ w analizie i pro-
gnozowaniu losowo traktowanych btgdéow granicznych pomiaréw
wieloparametrowych. Jesli nie daje si¢ a priori oszacowac ilo-
Sciowo wartosci ich wspolczynnikow korelacji, to gdy moga one
by¢ duze, przyjmuje si¢ wartosci rowne 1 i przewidywane znaki,
badz najniekorzystniejszy ich wariant. Natomiast, gdy korelacja
moze by¢ niewielka, zaklada si¢ jej wspolczynniki rowne zeru.

Elipsa rozrzutu wynikéw

n pomiaru o okreslonym
prawdopodobienstwie P <1 y
+2-0.345
1.155
=
L
V2-1500 1.845 X
_ | 021500 £ 0.100) | rem = | 2000
(V2)-(0.345 +0.001) " 00 | 1.0
x=(+m) /(V2)
‘_/ y=(mn/(2)
n 1.845 £0.100 r(x,y) =| 100000 | 0.99%8
- 1.155 +0.100 ¥ 50998 | 10000

Rys. 3.  Przykiad liniowego przeksztatcenia wektora losowego [¢; #7]" w dwuelementowy
wektor [x, y]" wraz z oszacowaniem niepewnosci i macierzy korelacji r(x, y)
Fig. 3.  Example of linear transformation of the random vector [, #]" to the vector
[x, 1" together with estimation of its uncertainty and correlation matrix r(x, y)

3. Znieksztalcanie wynikéw pomiaréw przez
nadmierne zaokraglenie

Najprostsza, powszechnie stosowang transformacja danych po-
miarowych jest zaokraglanie wyrazen liczbowych estymatoré6w ich
wartos$ci $rednich oraz elementéw macierzy kowariancji lub nie-
pewnosci 1 wspotczynnikow korelacji. Jest to operacja nieliniowa,
ktora dla skojarzonych danych wieloparametrowych mozna obecnie
dokonywa¢ dowolnie, gdyz w metrologii prawnej nie ma jeszcze
zadnych zalecen - jak poprawnie zaokragla¢ dane multi-mezurandu.

Estymatory wartosci, niepewno$ci i wspotczynnikéw korelacji
mierzonego posrednio mezurandu Y s3 ze sobg powigzane poprzez
ich zaleznoéci od parametrow mezurandu wejsciowego X. Zalecane
w GUM niezalezne zaokraglanie sktadowych wektora i elementow
macierzy korelacji moze da¢ wynik niepoprawny. Dla wynikow
badan w fizyce oraz do wyznaczania wartosci i doktadnosci statych
fizycznych V. Ezhela zaproponowat [3], aby konsekwentnie stoso-
waé zasade zachowywania dodatniej pot-okreslonosci macierzy
kowariancji i korelacji przy wszelkich przeksztalceniach i aby
utrzymywac¢ koniec zaokraglanego wektora wewnatrz otrzymywa-
nego obszaru rozrzutu przy przeksztatcaniu wejsciowych niezaokra-
glonych danych pomiarowych. W literaturze naukowej jest wiele
przyktadow takich prezentacji wynikow pomiaréw i ich oszacowan
oraz procedur wymiany danych, ktore nie spetniaja tych wymagan —
patrz [4] i uwagi oznaczone m na koncu [5]. Na rysunku 4 pokazano
konsekwencje roznych znieksztalcen dla poczatkowo poprawnych
oszacowan wyniku mezurandu jako wektora [x, y]" o warto$ciach
sktadowych z rysunku 3.

Sa to nastepujace przypadki:

e 2 — zignorowanie korelacji,

e 3 — zaokraglenie elementoéw korelatora do 3 cyfr po przecinku
wedhug zalecenia GUM,

e 4 — zaokraglenie ostatniej jednej lub dwu cyfr znaczacych dla
wartosci $rednich sktadowych wektora i ich niepewnosci, doko-
nane wedtug zalecen GUM dla mezurandu skalarnego.
Przypadki te oszacowano liczbowo ponizej wzgledem wartosci

poprawnych dla surowych danych pomiarowych z Przyktadu 1.
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Przyklad 2
Wyniki pomiaréw posrednich mezurandu Y wedhug rys. 3:

Y = 1,845(100) ; 1,155(100)]

4a. Zaokraglenie pojedynczej ostatniej cyfry: Y;=[1,84(10); 1,16(10)].
Wektor roznicy: AY,= Y;-Y =[-0,005; 0,005].

y
x= 1.845(100)
1155 y= 1.155(100)
x=1.84(10)

y=1.16(10)
x=1.8(1)
y=1.2(1)

4. Wektor sredni nadmiernie zaokraglony

2. Zignorowana

korelacja A orelator Przesunigcia obszaru rozrzutu
zaokr: do 1
y Y
1.155 1.15 115
czywisty
L ‘ 4
1845 X 1.845 X 1.845 x

Rys. 4. Przyklady nieprawidlowego przedstawiania danych skorelowanych
Fig. 4.  Examples of not proper presentation of correlated two-parameter data

4b. Zaokraglenie dwu ostatnich cyfr: Y, = [ 1,8(10) ; 1,16(10)].
Wektor roznicy: AY,=Y,-Y=[-0,045; 0,045].

W analizie macierzowej wektorow losowych do oceny potoze-
nia konca wektora zaokraglonego wzgledem centrum elipsoidal-
nego obszaru rozproszenia stosuje si¢ miar¢ odlegtosci y wedtug
Mahalanobisa [13]. Dla wektora 2-elementowego otrzymuje si¢
form¢ kwadratowa

ZZ=AY-

()t AY? @)

0.0,

W miarze tej roznice AY wspolrzednych wektora i srodka elip-
sy sa odniesione do odchylen $§rednich standardowych a,, o,. Dla
elipsy stycznej wewnetrznie do bokow +(a, 0,) jest 7=1.

Dla przypadkow 4a i 4b zaokraglenia wektora Y otrzymano:

) 1 1 1 -0,99987 [-0,005
i =[-0,005;0,005] —_— =25>>1
0,01 1-0,99982 | -0,9998 1 0,005
) 1 1 1 -0,9998] [ 0,045
%3 =[-0,045;0,045] — =2025>>1!
0,01 1-0,99982 |—0,9998 1 0,045

Oba zaokraglone wektory $rednie wychodza znacznie poza ob-
szar rozproszenia pierwotnych, tj. niezaokraglonych danych na
wiele odchylen standardowych. Autorzy czgsto jednak obszar ten
wigzg btednie z koncem zaokraglonego wektora — jak to pokazuje
rys.4. Tak wigc zaokraglanie sktadowych wektora $redniego i ich
niepewnosci wedtug aktualnych zalecen GUM jak dla mezurandu
skalarnego moze da¢ niepoprawny rezultat. Btad ten trudno jest
wykry¢ i skorygowaé bez dostgpu do danych oryginalnych. Stad
wynika, ze potrzebna jest mozliwie szybka normalizacja procedu-
ry zapisu danych mierzonych i przetwarzanych oraz sposobu ich
zaokraglania w pomiarach wieloparametrowych.

4. Podsumowanie

Omoéwiono w zarysie propagacj¢ niepewnosci oraz zasady pra-
widlowego przedstawiania wynikow wieloparametrowych pomia-
réw posrednich zbioru obserwowanych wielkosci skojarzonych ze
sobg deterministycznie i statystycznie, czyli multi-mezurandu [3,
5, 6]. Zaokraglenia warto$ci $rednich, niepewnos$ci i wspotczynni-
kow korelacji sktadowych tego mezurandu sa ze soba powigzane.
Dla wielkoéci modelowanych wieloparametrowym rozktadem
Normalnym bardzo przydatnym w praktyce narzedziem matema-
tycznym jest algebra wektorow losowych. Jest to podejécie stoso-
wane do szacowania wynikow eksperymentow w fizyce i w me-
trologii o najwyzszej dokladno$ci - przy wyznaczaniu wartosci
liczbowych jednostek miar i podstawowych statych fizycznych.

Zestaw danych do poprawnego wyrazenia i oszacowania wy-

niku pomiaru wielkos$ci wektorowej powinien zawieraé:

» wektor $redni, tj. wartosci Srednie wspotrzednych,

» wektor odchylen standardowych tych wartosci,

* dodatnio okreslong macierzy korelacji,

* minimalng warto$¢ wlasng macierzy korelacji,

+ informacje¢ o precyzji uzytej do maszynowego obliczania warto-
$ci wlasnych macierzy korelacji.

Przy postugiwaniu si¢ taka strukturg nie mozna rutynowo korzy-
sta¢ z procedur opracowanych i znormalizowanych dla pojedyncze-
go pomiaru. W pracach [3-5] zaleca si¢, aby w procedurach prze-
twarzania wynikow zmierzonych danych $ledzi¢ zmiany granic
obszaru rozrzutu i powigzanie wektora $redniego z tym obszarem, tj.
sprawdza¢ czy jego wierzchotek nadal lezy wewnatrz obszaru roz-
proszenia przetworzonych, ale niezaokraglonych danych.

Pomiary wieloparametrowe wystepuja tez coraz powszechniej
w réznych badaniach technicznych i uzytkowych. Wyznaczanie
i zaokraglanie wynikow takich pomiaréw i sposdb numerycznej
prezentacji danych jest obecnie dowolny, nie objety zadnymi
normami, ani zaleceniami. Od dluzszego czasu dla metrologii
i szerszej praktyki pomiarowej opracowywany jest poswiccony
tym zagadnieniom Suplement 2 do GUM. Mozna zywi¢ nadzieje,
ze wykorzysta si¢ w nim doswiadczenia ze stosowania procedur
numerycznego przetwarzania i zaokraglania danych w ekspery-
mentach fizycznych by opracowac jak najprostsze rozwigzania.

Zarowno w fizyce jak i w metrologii oraz wszgdzie, gdzie sto-
suje si¢ zautomatyzowane elektroniczne systemy do pomiaréw
wieloparametrowych konieczna jest standaryzacja sposobu opisu
doktadnos$ci oraz wyznaczania i prezentacji wynikoéw pomiar6w
z wykorzystaniem wspotczesnej statystyki matematycznej. Nale-
zaloby stopniowo wdrazaé¢ opisy uniwersalne, takie jak algebra
wektorow losowych, lub jesli to bedzie konieczne - inne wyspe-
cjalizowane narzedzia matematyczne dla przypadkow szczegol-
nych. Mozna tu bedzie np. zastosowacé statystyke na powierzch-
niach krzywoliniowych [2] oraz teori¢ koput [7].
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