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Streszczenie

Dla probek modelowanych symetrycznymi trapezowymi rozktadami
prawdopodobienstwa omoéwiono estymatory dwuelementowe (2C) warto-
$ci mezurandu jako forme liniowa wartosci $redniej i $rodka rozpigcia
probki. Wyznaczono metoda Monte Carlo ich wspotczynniki i odchylenia
standardowe (SD) jako funkcje kurtozy E lub stosunku podstaw trapezu f.
Wykazano, iz estymator 2C trapezowego rozkladu liniowego Trap
w zakresie 0<f<0,75 ma mniejsze SD niz §rodek rozstepu i $rednia danych
probki. Okreslono tez przedzialy § dla najlepszych estymatorow rozktadu
CTrap - trapez krzywoliniowy. Zaproponowano uproszczony estymator 2C
o obu wspolczynnikach 0,5. Poprzez symulacje i przyktad liczbowy
sprawdzono jego skuteczno$¢ dla réznych f. Ten nie objety zaleceniami
GUM estymator mozna zastosowa¢ w praktyce by dokladniej wyznaczaé
niepewno$¢ typu A.

Stowa kluczowe: trapezowe rozklady gestosci prawdopodobienstwa, PDF,
estymatory, $rodek rozpigcia, ocena niepewnosci mezurandu.

Two-component estimators of the measurand
value of trapezoidal probability distributions
of the data sample — overview of works

Abstract

Two-component estimators (2C) of the measurand value of data samples
modeled by symmetric trapezoidal probability distributions are considered
and their accuracy is evaluated. For symmetrical trapezoidal PDF of
straight as well curved sides, using the Monte-Carlo simulation method
standard deviations (SD) of above estimators are evaluated. Established
are broad range 0<f<0,75 of upper and bottom bases ratios # of the most
accurate 2C estimator as the linear form of mid-range and mean values of
the sample for linear trapezoidal PDF Trap(a,b), and shorter for
CTrap(a,b,d). The new simplified 2C-estimator of equal coefficients is also
proposed and positively tested. Both estimators successfully extend existing
estimation of the measurand value and its accuracy by the uncertainty type
A recommended in the international Guide GUM [1]. Problems solved are
not described before in literature and could be effectively applied in
practice of measurements and applied statistics for estimation of more
accurate results.

Keywords: trapezoidal probability density functions, PDF, midrange,
estimators, evaluation of measurand uncertainty.

1. Wprowadzenie

Do opisu rozrzutu warto$ci mezurandu (warto$ci mierzonej)
obiektéow i zjawisk losowych w systemach pomiarowych obok
normalnego rozkladu prawdopodobienstwa stosuje si¢ tez inne
rozkltady nazywane nie-gaussowskimi, np. rownomierny oraz
rézne sploty, w tym rozktad trapezowy. W [7], [10] omowiono
otrzymane metodg symulacji Monte Carlo (MC) wyniki
badan efektywnosci wartoéci $redniej X, $rodka rozpigcia
qv=0,5(Xpox—Xmin) 1 mediany X,,., jako estymatoréw jednoele-
mentowych (1C) mezurandu dla probek danych o rozkiadzie

gestosci prawdopodobienstwa (PDF) w postaci symetrycznego
trapezu o bokach liniowych, oraz trapezu krzywoliniowego wkle-
stego, oznaczonych w Suplemencie 1 [1] odpowiednio symbolami
Trap oraz CTrap. Podano odchylenia standardowe (SD) tych
estymatorow w funkcji liczby n danych probki i kurtozy £ lub
stosunku podstaw trapezu f. Dla trapezoéw liniowych Trap warto$¢
$rednia probki ma najmniejsze SD tylko w przedziale 0<4<0,35,
za$ powyzej, tj. dla 0,35<A<1 dominuje $rodek rozstepu. Dla
trapezow CTrap przedzial dominacji $rodka rozstgpu jest wezszy,
tj. 1>4>0,5. W przedziale 0,5>4>0,08 najmniejsze SD ma warto$¢
$rednia i nastgpnie pojawia si¢ waski przedzial o najmniejszym
SD dla mediany. Jako kolejne zagadnienie w [7 - 10] analizowano,
czy i jaka dalsza poprawe oszacowania doktadnosci wyniku po-
miaru z probek danych o rozktadach trapezowych uzyska sig
stosujac liniowe estymatory kilkuelementowe. Syntez¢ wynikéw
tych badan i ich poréwnanie z estymatorami 1C przedstawia si¢
ponizej.

2. Estymatory dwuelementowe jako funkcje
kurtozy E

Zakharov i Stephen [4] badali metoda Monte Carlo dla rozkta-
dow symetrycznych efektywno$¢ liniowego estymatora trdjele-
mentowego (3C) o postaci

X =X +kyqyp + 53X pou (1)

gdzie: X - warto$é $rednia, gy, - $rodek rozstepu, X, — mediana.

Z ich symulacji wynikto, ze dla rozktadu Trap(a,b) o zakresie
kurtozy E e (-1,15; —0,2) wystarcza tylko dwa wspotczynniki
ki, ky, gdyz k3=0 1 estymator (1) staje si¢ dwuelementowy. Esty-
matory takie beda oznaczane dalej symbolem 2C. Przy warto-
Sciach k), k, podanych w [4] estymator ten jest obcigzony, gdyz
nie spetnia jednego z podstawowych wymagan efektywnosci, tj.
warunku k+k,=1 [3]. Wspdlnie z M. Galowska sprawdzilismy
i zweryfikowali$my te wspolczynniki metoda MC [7, 10] otrzy-
mujac:

ky=-1L05E+1,22, k,=105E-0,22 )

Natomiast dla probek o rozktadzie CTrap(a, b, d), tj. o PDF
w ksztalcie wklestego trapezu krzywoliniowego, z symulacji MC
w zakresie kurtozy FE e (-1,2;0,2) otrzymaliSmy dla nieobcigzo-

nego estymatora (1) nastepujace wspotczynniki:

0,if E<-1.15;
k =41,05-E+1,22,if —1,15< E <-0,2;
Lif E>-0,2;
1if E<-1.15;
ky=1-k =4-1,05-E-0,22,if -1,15<E<-0,2. (3)
0,if £E>-0,2;
ky =0.

Te sama warto$¢ E moga mie¢ rozktady o ré6znym ksztalcie [3].
Wyznaczanie wspolczynnikow k;, k, estymatora (1) przy k;=0,
poprzedzi¢ trzeba oszacowaniem kurtozy E rozktadu eksperymen-
talnego probki, lub przyjetego dla niej modelu. W [9] metodg MC
wykazalismy, ze obliczenia kurtozy E na podstawie danych probki
sa mato doktadne, szczegolnie dla matej liczby jej elementow n.
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3. Estymatory 2C jako funkcje stosunku
podstaw trapezu 8

Standardowe odchylenia estymatoré6w dwuelementowych dla
trapezowych rozktadow PDF dogodniej przedstawiaé¢ bezposred-
nio w funkcji ich parametréw geometrycznych, najlepiej jednoli-
cie, tak jak dla estymatoréow jednoelementowych, tj. w funkcji
stosunku S lub £, podstaw trapezu [7, 10]. Zaleznosci wspolczyn-
nikéw &y, k, od £ otrzymuje si¢ po przeliczeniu z kurtozy E we-
dtug krzywych podanych w [7, 10] na rys. 3.

Zbadano tez metodag MC dla catej rodziny PDF symetrycznych
trapezow liniowych, jak efektywne sg ich nieobcigzone estymato-
ry 2C [7]. Estymator taki zapisuje si¢ ogolnie jako

X =k X+(1-k)aya “

Estymator ten symulowano metodg MC dla réznych ksztalttow
rozkladow trapezowych poczawszy od prostokata, az do trojkata
i probek o réznej liczbie obserwacji pomiarowych n. Wyznaczono

warto$ci &, dla warunku min S [X] z niepewnoscia < 10%

>

_{—0,12,6‘+0,56,if 0<£<0.5
=

1-8,if 0.5< p <1 )
0,12+0,44,if 0< f<0.5
ky=1-k = ] .
B,if 0.5<p<l1

Dla trapezéw o réznych stosunkach podstaw f, wartosci tych
wspolczynnikow pozostaja state dla # juz od 10, az do 10000.

Na rysunku 1 poréwnano odchylenia standardowe S[)A(] estyma-
tora 2C, $redniej § [X’ ] i Srodka rozpigcia S [gy,] w funkcji sto-
sunku podstaw S trapezu liniowego jako modelu dla PDF probki.
Z poréwnania wynika, ze estymator dwuelementowy X jest

lepszy od estymatoréw jednoelementowych w szerokim przedziale
0<$<0,75.
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Rys. 1. Odchylenia standardowe warto$ci mezurandu dla: | [)} ] - estymatora 2C
wedltug (2) oraz S[)_(] - $redniej i S[qy ;] - $rodka rozpigcia probki

o rozktadzie Trap(a, b) (PDF trapez liniowy) w funkcji stosunku
jego podstaw f. Liczno$¢ probki n= 400

Fig. 1.  Standard deviations S[)?] of measurand value 2C from eq. (2), S[)?]
and S[qy /,] of the sample of linear trapeze PDF as function of a ratio £
of bases. Number of sample elements n=400
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Rys. 2.  Odchylenia standardowe estymatoréw mezurandu w funkcji stosunku
podstaw /¢ trapezu krzywoliniowego jako PDF probki

Fig.2.  Standard deviations of different measurand estimators as function of
a ratio of bases ¢ of curvilinear trapeze as model of the sample PDF

Dla probki o PDF modelowanym trapezem krzywoliniowym
CTrap(a, b, d) otrzymano podobne przebiegi standardowych
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odchylen estymatorow w funkcji jego fc — rys. 2 [7]. W waskim
zakresie [, €[0;0,8] najlepszym estymatorem jest tu mediana,
czego tez nie zauwazano we wczesniejszej literaturze. Estymator
dwuelementowy X jest lepszy od $redniej i od $rodka rozpigcia
gy W calym zakresie B¢, gdyz jego odchylenie standardowe S[X]
jest najmniejsze, szczegolnie gdy f-—1, tj. dla trapezéw bliskich
prostokata.

Badano tez nieliniowe estymatory 2C, ale nie otrzymano bar-
dziej interesujacych rezultatow niz powyzsze.

4. Uproszczony estymator dwuelementowy

Do stosowania w praktyce w [7] zaproponowano uproszczony
liniowy estymator 2C o jednakowych wspoétczynnikach k=k,=0,5

X=05X+0,5q,,, (6)

Wiasciwosci tego dwuelementowego estymatora gruntownie
przeanalizowano metoda MC. Na rysunku 2 zamieszczono prze-

bieg jego odchylenia standardowego S[.X 1 w funkcji £ dla probki

o PDF jako trapezie liniowym. Z poréwnania rezultatow wynikto,
ze uproszczony estymator 2C wedlug (6) niewiele odbiega od
najlepszych k,, k, wedhug (5) w szerokim zakresie stosunku pod-
staw trapezéw 0</<0,75. Jesli rozktad trapezowy traktowaé jako
splot dwu rozktadow réwnomiernych, to stosunek szeroko$ci
prostokatow wynosi 2(1+2f). Zakresowi 1>£>0,75 odpowiada
stosunek szeroko$ci powyzej 8, czyli dominuje jeden z rozktadow
réwnomiernych i wowczas najlepszym jest $rodek rozpigcia
qyp—patrzrys. 11 2.

Uproszczony estymator 2C wedhug (6) mozna stosowac tez dla
rozktadu o postaci trapezu krzywoliniowego CTrap(a, b, d). Wy-
nika to z analizy przebiegéw na rys. 2.

Estymator (6) nie jest najbardziej efektywny w catym zakresie
p. Sprawdzenie kilku przypadkéw dla g > 0,54 uzasadnia, ze dla
rozkladow trapezowych mozna rekomendowaé do stosowania
rézne postacie estymatora X,y w dwu zakresach §, tj.:

1 1=
—- +—X, if 0,54<<0,8;
X, =12 it if B

qv i B>0.8. (N

Po uwzglednieniu (5) otrzymano zaleznosci od f podane na rys. 3.

0.08,

—
ool T
S[X S[X
1] o \\[ ]
0.04/

0.02

A
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rys. 3. Odchylenia standardowe dwu estymatorow 2C wedtug (5) i (6) oraz
estymatora X,y wedtug (7) w funkcji stosunku podstaw S trapezu

Fig. 3. Standard deviations of two 2C estimators of (5) and (6) and estimator
X of (7) as function of trapeze base ratio

5. Podstawy teoretyczne oceny niepewnosci

Odchylenie standardowe S[X] dwuelementowego estymatora (4)

S(X) = JKES2LX T+ (1= k)22 [qy 21+ 20k, (1= k) STXT - Sy 2] (8)

=y S V21— B2 (4-
gdZIe: S[X] =— Sz[qV/z]zw [13]9 V:)(max')(;m'n

Jn 8n
Rekomendacje o wartosciach wspotczynnika korelacji p otrzy-
mane w [7, 10] z modelowania MC podano w tabeli 1.
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Tab. 1.  Zalecane wartosci wspotczynnikow korelacji
Tab. 1. Recommended values of correlation coefficients

n [100; 200) [200; 300) [300; 500) n— o
P 0,25 02 0,15 P50

Dla duzych n udziat sktadnika od wptywu korelacji jest nieduzy i

S(X) = JKES2LX + (1- k)25 gy )] ©)

Roznice pomiedzy warto$ciami otrzymanymi analitycznie
i z modelowania byly mniejsze niz 5%.
Najlepszy estymator powinien mie¢ minimalng wariancje. Jego
2
S [ Xy ] B
1
warto$¢ k; wyznaczona analitycznie z (9) dla duzych n wynosi

wspélczynnik &, otrzymuje si¢ dla 0. Optymalna

S2
P— [qu/z] (10)
S7[x1+S7[ay n]
Standardowe odchylenie (odpowiednik niepewnosci uy) dla esty-

matora 2C wedtug (6) o k;=k,=0,5 oraz estymatora X.; wedhug (7)
w zakresie 0,54< <0,8 wyznacza si¢ jako

w4 (D) = LS (X1+ $%(gy 21+ 20 SX)- Slay 2] =

zl\/§+V2(l—ﬁ2)(4—ﬂ)+pSXV la-pH6-n
2V n 8n n 2

Dla probek o duzym n sktadnik zalezny od p staje si¢ pomijalny i

u (X) = 1S?[X]+ $%[gp 2] (11a)

Roéznice pomigdzy warto$ciami otrzymanymi na drodze anali-
tycznej i z modelowania byly mniejsze od 5%.

6. Estymator 2C w przypadkach szczegélnych

Zaleznosci standardowych odchylen S w funkcji 4, dla granicz-

nych przypadkéw trapezowego PDF (trojkat, prostokat) dla du-
zych n, tj. przy pomijalnym sktadniku od korelacji, podaje rys. 4.
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Rys. 4. Zaleznosci odchylen standardowych od wspotczynnika & dla granicznych
przypadkéw PDF trapezu liniowego
Fig. 4.  Standard deviation on k, for both border cases of trapeze PDF

Wynika z nich wniosek intuicyjnie oczywisty, ze trdjkatny roz-
ktad PDF ma wilasciwosci pomigdzy Normalnym, a rownomier-
nym. Mozna dla niego stosowac jako najlepsze estymatory dwu-
elementowe 2C, natomiast dla rozktadu Normalnego najlepsza jest
warto$¢ §rednia. Analitycznie dla duzych n otrzymuje si¢

Dla rozkladu tréjkatnego (5 = 0)

34-x)

[q ] V (4 ) oraz f =———"
2+3(4-n)

= ~0,56.

Wyniki pokrywaja si¢ z rezultatami symulacji metoda Monte
Carlo.
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Dla rozkladu trapezowego o granicznym /5 = 0,35 otrzyma si¢
S[X1=Slgy 2] 1z (10):

2 2
k= G}f/? =0,5, awigc zgodnie z (5).

Dla rozkladu prostokatnego (f =1):

30y
k= 2mn+D(n+2) 3n
: Gg( SGX 2n* +9n+2

n 2(11 +1)(n+2)

Jezeli n—oo, to k;—0. Dla n =30, k =0,04, za$ dla n =10,

k; =0,1. Otrzymane warto$ci sg bardzo bliskie k1= 0 dla n — oo.

Rozwazania zilustrowano przyktadem liczbowym symulujacym
eksperyment pomiarowy [7]. Z populacji generalnej o trapezowym
PDF pobrano probke o #=200 danych o wartosciach losowych jak
narys. 5. Liczba n umozliwia stosowanie wzoréw z rozdziatu 5.

Sprawdzenie funkcji autokorelacji dla kilku sasiednich obser-
wacji dato wynik negatywny. Przyjeto wiec, ze wptyw autokorela-
cji Jest pomijalny. Probka nie miala tez zmieniajacych si¢ wraz
z probkowaniem btgdéw systematycznych.

Wyznaczono dla probki najlepszy estymator warto$ci mierzonej
i jego niepewnos$¢ standardowa typu A oraz rozszerzong przy
pomijalnej niepewnosci typu B.
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Rys. 5. Wartosci obserwacji w probce
Fig. 5.  Values of sample observations
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Rys. 6. Histogram wzglgdnych czgstosci danych probki
Fig. 6.  Histogram of relative frequencies of the data sample

Dane probki uszeregowano w histogram o 15 przedziatach — rys.
6. (Przyjeto nieco wigksza liczbg przedzialow niz 9 wedlug wzoru
Sturgesa, ale liczba pomiarow w przedziale jest wystarczajaca —
srednio okoto 13,3). W pierwszej kolejnosci wybiera si¢ najwla-
Sciwszy model PDF dla probki. Wedhug kryterium x> sprawdzono
zgodno$¢ histogramu z trzema rozkladami teoretycznymi. Przy
poziomie istotnosci 0,05 wyniki dla rozktadu Normalnego i rowno-
miernego byly ujemne [7]. Metoda najmniejszych kwadratow wy-
brano dla danych trapezowy rozktad PDF o podstawach 1.79 1 5.38.
Ich stosunek f=1/3. Dla takiego trapezu, przy 11 stopniach swobody
wynik testu X2=1773<X211,0,05=19=7 byt pozytywny. Jeszcze korzyst-
niejszy wynik zgodnosci dal test Kolgomorowa-Smirnowa dla
dystrybuanty. Przy negatywnym wyniku trzeba zmniejszy¢ wyma-
gania, lub uzyska¢ probke o wigkszej liczbie obserwacji n, a przy
nieznanej populacji dobiera¢ inny model rozktadu. Przedstawione tu
postgpowanie dotyczy przypadkéw, gdy liczba obserwacji n >10
i znany jest, nawet tylko orientacyjnie, stosunek podstaw /.
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Dla symulowanego eksperymentalnego rozktadu probki otrzy-
mano nastgpujace wartosci estymatorow:

X =22,873, gy, =23,010, X=22,942

Odchylenie standardowe probki: Sy =1,309

Odchylenie standardowe $redniej: S[.X] =S,/ Jn =0,0926
Odchylenie standardowe $rodka rozpiecia probki:

2 2
L YC. B

Sz[qV 8n

Odchylenie standardowe estymatora 2-elementowego

w4 () = L[S2 X1+ $2[gy 21+ 2-02- STX]- Slay /] = 0,0703

Niepewnos¢ standardowa 2-elementowego estymatora o wspot-
czynnikach (5) r6zni si¢ niewiele od podanej powyze;j.

Wspotczynniki rozszerzenia estymatorow gy, i X nie s3 znane, ale
ich rozktady sg nieco smuklejsze niz normalny. Dla wszystkich trzech
estymatorow przyjeto prawdopodobienstwo P=0,95 i1 jednakowe
w przyblizeniu wspoétczynniki rozszerzenia k,;=kgos=1,96. Rozszerzo-

na niepewnos$¢ estymatora X wynosi U »( X )=k, uy (/\7 )

Wyniki dla trzech estymatoréw mezurandu zawiera tabela 2.

Tab.2. Trzy estymatory wyniku pomiaru wraz z niepewnos$cia rozszerzona
Tab.2. Three estimators of measurement result with extended uncertainty

Wartos$¢ wyniku i Warto$¢ z niepewno$cia rozszerzong

jego niepewnosc¢ uy oraz granice jej przedziatu

- 8T —0.09 X = (22,87 +0,19), P=0,95

o0 hU =D X (22,68;23,06), P = 0,95
X =(23,01£0,18), P=0,95
X € (22,83;23,19), P= 0,95

X =(22,94+0,14), P=0,95
X €(22,87;23,15), P=0,95

qv2 X =23,0L;u,=0,09

% X =22,94u,=0,07

Tak jak przewidywano, najdoktadniejszy jest ostatni wynik dla
uproszczonego estymatora 2C, ktéry ma najmniejsze u 4 = S [)? ]1-

Mozna zauwazy¢, ze w przykladzie tym warto$ci mezurandu
otrzymane dla réznych estymatoréow roznia si¢ niewiele i kazdy
miesci si¢ w przedziale rozszerzonej niepewnos$ci dwu pozostatych.

7. Podsumowanie i wnioski

e Prawidlowe oszacowanie wyznaczanej statystycznie niepewno-
$ci dla probki danych o trapezowym rozktadzie PDF (odpo-
wiednik u, wedhug Przewodnika GUM) istotnie zalezy od wy-
boru efektywnego, tj. najbardziej doktadnego jej estymatora.

o W prowadzonych przez autora pracach [7-10] wykazano, ze
wybor najlepszego jednoelementowego estymatora wartosci
mezurandu dla probki o rozkladzie PDF modelowanym syme-
trycznym trapezem zalezy od jego ksztaltu opisanego przez sto-
sunek podstaw f. Jesli trapez jest bliski prostokata, tj w prze-
dziale 1>£>0,35 najlepszym jest srodek rozstepu probki, za$
ponizej p=0,35, az do rozktadu trojkatnego o =0 lepsza jest
warto$¢ srednia.

e Jeszcze lepszy dla rozkladow trapezowych jest estymator
2-elementowy 2C jako forma liniowa $redniej i $rodka rozpigcia.

o W szerokim zakresie ksztattow trapezu (0,75 >f >0) mozna
stosowaé uproszczony estymator 2-elementowy wedlug (6) -
o jednakowych wspolczynnikach k;=k,=0,5. Jest on wystarcza-
jaco doktadny w praktyce, a jego odchylenie standardowe mato
zalezy od liczby pomiaréw n >10 i od stosunku podstaw

£<0,55 (rys. 3).
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e Estymatory te mozna stosowaé tez w metodzie Bootstrap [11,
12], ktéra nie wymaga, by wyznaczenie wyniku bylo poprze-
dzone wyborem modelu rozktadu dla probki.

e Dla probki o rozktadzie trapezowym przy liczbie danych #>10
mozna przyjac, ze wspotczynniki jej estymatordw nie zaleza od
n. Probki o n<10, trzeba modelowa¢ indywidualnie.

e Wszystkie wnioski zostaly sprawdzone pozytywnie przez symu-
lacje Monte Carlo i na kilku przyktadach numerycznych.

e Podane powyzej, inne niz warto$¢ S$rednia, jedno- i dwu-
elementowe estymatory optymalne dla rozktadéw trapezowych
nie byly omawiane w publikacjach [5, 6] o rozktadach trapezo-
wych. Nie wystepujg tez w zaleceniach przewodnika GUM
0 wyznaczaniu niepewno$ci pomiarow typu A. Jedynie zalece-
nia amerykanskiego instytutu metrologicznego NIST dopusz-
czaja inne znane formuty [2]. Wyniki prac przedstawiano czg-
sciowo na kilku metrologicznych konferencjach krajowych
i migdzynarodowych [8, 9, 12].

e Proponowany dla rozktadow trapezowych liniowy estymator 2C
wedlug (4) i (5) oraz jego uproszczona wersja (6) o jednako-
wych wspoétczynnikach 0,5 dla wartosci $redniej i $rodka roz-
pigcia, mozna stosowac nie tylko w praktyce pomiarowej dla
coraz czestszych przypadkoéw nie objetych dotad zaleceniami
Przewodnika GUM i jego Suplementami, ale tez i w statystyce
uzytkowej, w ktorej trapezowe modele rozktadow sa dos$¢ cze-
sto uzywane [5] (np. liczba urzadzen w przedsigbiorstwie, ludzi
w migjscowosci wedtug wieku itp).

Autor serdecznie dzigkuje mgr inz. Marynie Galowskiej, obecnie asystentowi na-
ukowemu w Instytucie Metrologii Technik Wytwarzania TU w Braunschweig, Niem-
cy, ktora w latach 2007 - 2009 jako aspirantka Ukrainiskiego Narodowego Uniwersy-
tetu Technicznego z wilasnego wyboru wspolpracowata z autorem w powyzszych
zagadnieniach i przy duzym zaangazowaniu uzyskata wiele wynikow tej pracy metodq
symulacji Monte Carlo. Dzigki temu udalo si¢ sprawdzi¢ szereg intuicyjnych idei
autora dotyczgcych rozktadow trapezowych i znalezé dla nich nowe estymatory.
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