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Streszczenie 
 

Przedstawiono wyniki badań efektywności różnych jednoelementowych 
estymatorów wartości mezurandu (wielkości mierzonej) dla próbek da-
nych pomiarowych o kilku niegaussowskich rozkładach prawdopodobień-
stwa wykonane metodą symulacji Monte Carlo. Dla rozkładów trapezo-
wych o bokach liniowych oraz krzywoliniowych wyznaczono standardowe 
odchylenia (SD) wartości średniej, środka rozpięcia i mediany w funkcji 
liczby n danych i kurtozy rozkładu próbki lub stosunku podstaw β trapezu. 
Dla trapezu liniowego o β od 1 do 0,35 środek rozstępu próbki ma mniej-
sze SD niż jej wartość średnia. Podano też wyniki symulacji stosunków 
standardowych odchyleń średniej i środka rozpięcia rodzin próbek danych 
modelowanych splotami rozkładów arc sin, normalnego i równomiernego. 
 
Słowa kluczowe: trapezowe rozkłady prawdopodobieństwa, estymatory, 
środek rozpięcia, ocena niepewności mezurandu. 
 

One Component Estimators of Measurand  
Value of Data Samples of Some  
Non-Gaussian PDF-s - overview 

 
Abstract 

 
The single- component estimators (1C) of the measurand value of data 
samples modelled by the few non-Gaussian probability distributions  
(PDF) are considered and their accuracy are evaluated. For symmetrical 
trapezoidal PDF of straight as well curved sides, using the Monte-Carlo 
method of simulation standard deviation (SD) of mean value, mid-range 
and mediana estimators are evaluated. It is established that in the ratio of 
upper and bottom bases of trapeze in the range from 1 to 0,35 the most 
accurate is the mid-range. Below this range smaller is standard deviation 
(SD) of the mean value. Investigated are also ratios of mean and midrange 
SD of arcsin convolutions with normal or uniform PDF models for  
simulated data samples.  
 
Keywords: trapezoidal probability density functions, PDF, midrange, 
estimators, measurand uncertainty evaluation. 
 
1. Wstęp 
 

Międzynarodowy Przewodnik GUM [1] zaleca, aby po usunię-
ciu znanych błędów systematycznych, wyznaczać metodą staty-
styczną typu A niepewność standardową próbki danych pomiaro-
wych jako standardowe odchylenie (w skrócie SD) jej wartości 
średniej, czyli tak jak dla rozkładu Normalnego przy nieskorelo-
wanych (statystycznie niezależnych) danych eksperymentalnych. 
Tymczasem rozkład ten jest tylko modelem teoretycznym o funk-
cji Gaussa przebiegającej w zakresie ±∞. Nie występuje on  
w rzeczywistości, gdyż wymagało by to nieskończonej liczby 
oddziaływań losowych. Zwykle liczba ta jest skończona i może 
dominować kilka z nich, a rozrzuty wartości danych eksperymen-
talnych występują w ograniczonym przedziale. Próbkę rzeczywi-
stą lepiej modelują niegaussowskie rozkłady prawdopodobień-
stwa, w tym z estymatorami środka grupowania o mniejszym SD 

niż dla wartości średniej. Poprawny wybór najefektywniejszego 
estymatora próbki i prawidłowe oszacowanie jego SD rzutuje na 
dokładność oceny wyniku pomiarów. Amerykański Instytut NIST 
dopuszcza wyznaczanie niepewności typu A również według 
innych niż GUM zależności statystycznych [3], a Przewodnik 
NASA [4] omawia inne rozkłady.  

W kilku krajach i w skali międzynarodowej prowadzi się bada-
nia nad udoskonaleniem zaleceń przewodnika GUM i rozszerze-
niem ich na pomiary dynamiczne oraz pomiary procesów. Tema-
tyką tą zajmował się też autor [5a-c, 6a-c, 10a-d]. W pracach  
[6a-c], dla pomiarów o równomiernym próbkowaniu opisano 
sposób czyszczenia surowych danych pomiarowych z nieznanych 
a priori regularnych zakłóceń oraz możliwość automatyzacji sza-
cowania niepewności procesów na bieżąco. W [5a-c] omówiono 
metodę wyznaczania standardowego odchylenia estymatorów dla 
próbki o skorelowanych danych i wprowadzono zastępczą liczbę 
pomiarów neff < n, którą można wykorzystywać w procedurach 
według GUM. Ponadto wykazano, że najlepszym jednoelemento-
wym estymatorem mezurandu próbki o rozkładzie równomiernym 
jest środek rozpięcia, a dla dwu-wykładniczego – mediana. Bada-
no też efektywność estymatorów kilku rozkładów jako najprost-
szych splotów, w tym rozkładów trapezowych [10a-d]. Poniżej 
podaje się przegląd uzyskanych wyników dla ich estymatorów 
jednoelementowych (1C). 

 
2. Najlepsze estymatory jednoelementowe 

próbek danych o rozkładach trapezowych 
 
Rozkład o postaci trapezu liniowego Trap 

 
Rozkład gęstości prawdopodobieństwa (PDF) w postaci syme-

trycznego trapezu o prostoliniowych bokach i polu równym 1  
w Suplemencie 1 do GUM [2] (tabela 1) oznaczony jest symbolem 
Trap (a, b). Można nim opisywać zarówno rozkłady populacji 
parametrów badanego obiektu [4, 10], jak i niepewności wyzna-
czane oboma metodami: typu B [8] i typu A. Sygnały losowe  
o takich rozkładach pojawiają się w systemach pomiarowych jako 
wynik splotu składowych o rozkładach równomiernych występu-
jących przy kwantowaniu sygnałów analogowych i zliczaniu 
impulsów. Na przykład wynikiem sumowania dwu różnych roz-
kładów równomiernych jest rozkład o PDF w postaci symetrycz-
nego liniowego trapezu – rys. 1a. Rodzinę trapezów dla różnych 
stosunków szerokości splatanych rozkładów równomiernych 
przedstawia rys. 1b [9]. Mają one górną 2a i dłuższą dolną pod-
stawę 2b, a ich stosunek β=a/b dla b≥a zmienia się w zakresie 
(0;1). Według [1] p. 4.3.9, środek xi=0,5(b+-b-) populacji  
o rozkładzie Trap ma wariancję  

 

6)1()( 22  bxu i  

 
Przypadkami granicznymi rodziny rozkładów Trap są: 
-  trójkąt (β=0) - dla jednakowych obu splatanych rozkładów  
-  prostokąt (β=1) - gdy drugi ze splatanych rozkładów równo-

miernych jest o pomijalnej szerokości. 
Miarą efektywności estymatorów są ich odchylenia standardowe 

SD. Najbardziej efektywnym jednoelementowym estymatorem 
wartości mezurandu dla próbek o rozkładzie trójkątnym jest wartość 
średnia, zaś dla próbek o rozkładzie prostokątnym - środek rozpięcia 
[5]. Aby wybrać właściwy estymator próbki modelowanej dowol-
nym z rodziny trapezów liniowych, trzeba podzielić je na dwa 
zbiory, w których dominuje jeden z tych estymatorów. Granicę 
podziału β ≡ α określono przez symulację metodą Monte Carlo. 
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a) 

  
 

b)

 
 
Rys. 1.  Rozkład o postaci symetrycznego trapezu liniowego: a) wynik sumowania 

dwu rozkładów równomiernych: b) rodzina splotów dwu rozkładów  
równomiernych o różnych stosunkach szerokości [9] 

Fig. 1.  Linear symmetrical trapeze distribution: a) result of sum of two uniform 
distributions; b) set of convolutions of two uniform distributions of  
different width ratios 

 
Model rozkładu trapezowego w metodzie MC uzyskiwano jedną  
z dwu technik [2], [8], [10a-d]:  
-  przez generację dwu rozkładów równomiernych i ich splot,  
-  metodą funkcji odwrotnej (wyznaczonej dla trapezu w [8]).  

Przy symulacji, kolejne próbki o liczbie elementów n pobierano 
wielokrotnie z populacji losowych o rozkładzie Trap tworzonych 
dla różnych stosunków β=a/b w zakresie (0;1). Dla liczności 
20 …10 000 obu próbek otrzymano stabilne wartości ich parame-
trów. 
 

 
 
Rys. 2.  Standardowe odchylenia SD wartości średniej i środka rozpięcia próbek  

o rozkładzie PDF w postaci trapezu liniowego Trap (a, b) [2]:  
u góry - w funkcji stosunku podstaw trapezu β i liczności próbki n;  
u dołu – dla n=400 w funkcji β [9d] 

Fig. 2. Dependences of sample mean and midrange standard deviations SD on  
size n and on ratio β of linear trapeze bases as PDF Trap (a, b) [2] -up;  
for n=400 –down [9d] 

 
SD wartości średniej i środka rozpięcia próbek otrzymane  

z modelowania MC pokazano u góry rysunku 2. Są to powierzch-
nie trójwymiarowe w funkcji n i β. Poniżej podano ich przekrój 
dla n=400. Odchyleń standardowych mediany SD o znacznie 
większych wartościach nie zamieszczono na rysunku 2. Z badań 
tych wynika ważny dla praktyki metrologicznej i statystyki stoso-
wanej wniosek, nie podawany we wcześniejszej niż [10a-d] litera-

turze, że wybór najdokładniejszego estymatora 1C dla trapezowe-
go rozkładu PDF zależy od jego kształtu. Dla trapezu liniowego 
jest to: 
-  środek rozpięcia w zakresie stosunku podstaw 1≥>0,35, 
-  wartość średnia dla przedziału 0,35 ≥ β ≥ 0, tj. tak jak dla roz-

kładu normalnego. 
Taki sam rezultat otrzymano dla splotu dwu rozkładów równo-

miernych o stosunku zakresów około 2,05, który odpowiada po-
wyższej granicznej wartości β≈ 0,35. Wyznaczona analitycznie 
[11] graniczna wartość stosunku β ≡ α pokryła się z wynikami 
wcześniejszych symulacji MC  
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Novitzky i Zograph [7] podają topograficzną klasyfikację roz-

kładów, omawiają zależność efektywności środka rozpięcia od 
typu rozkładu oraz efektywność estymatorów w funkcji kontr-
kurtozy æ(0;1) będącej odwrotnością współczynnika kurtozy 
ε=1/æ 1). 

Na rysunku 3, dla dwu trapezowych rodzajów PDF przedsta-
wiono kurtozę E1) (zwaną też ekscesem) w funkcji stosunku pod-
staw trapezu β=βC . Dla obu trapezów funkcje te są jednoznaczne. 
Odchylenia standardowe środka rozpięcia i wartości średniej 
trapezu liniowego są jednakowe dla æ=0,675. Odpowiada to 
kurtozie E=0,805 i trapezowi o wyznaczonym stosunku podstaw 
β=0,35. 

 

 
 
Rys. 3.  Kurtoza E dwu rozkładów trapezowych w funkcji stosunku podstaw β = βC  
Fig. 3.  Coefficient of kurtosis E as vs. base ratio β = βC  of two trapezes 

 
 
Rozkład o postaci trapezu krzywoliniowego CTrap 

 
Rozpatrzymy jeszcze rozkład trapezowy o symbolu 

CTrap(a,b,d) zamieszczony też w tabeli 1 Suplementu 1 do GUM 
[2]. Jego PDF jest krzywoliniowym wklęsłym trapezem. Rozkład 
ten stosuje się, gdy długości górnej i dolnej podstawy nie są do-
kładnie znane i mogą zmieniać się w przedziałach ± d, czyli gdy 
wynoszą a ± d i b ± d, przy czym a, b, d > 0 oraz a+d <b−d. 
Histogram danych tego rozkładu symulowanych w wąskich prze-
działach przedstawiono na rys. 4. 

 

       
 
Rys. 4.  Rozkład PDF CTrap  o kształcie trapezu krzywoliniowego 
Fig. 4.  Curvilinear trapeze PDF CTrap 

 
Rys. 5 pokazuje powierzchnie odchyleń standardowych trzech 

podstawowych jednoelementowych estymatorów tego trapezu 

                                                     
1) Kurtoza E = 3, ( 4

4 xS  , μ4  moment centralny rzędu czwartego próbki,  

Sx - jej odchylenie standardowe). Dla rozkładu Normalnego E=0. 
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jako funkcje liczby obserwacji n w próbce i stosunku βc najwięk-
szej górnej i najmniejszej dolnej podstawy jako  

 
  βc=(a2a12d)/(b2b1+2d) 
 
Występują tu trzy obszary. W pierwszym wąskim o małych βc, tj. 
dla zakresu 0<βc<0,08, najlepszym estymatorem jest mediana,  
w następnym 0,08<βc<0,5 - wartość średnia, zaś środek rozpięcia 
dominuje dla 0,5<βc<1. Przy wyznaczaniu niepewności pomiarów 
należy wziąć pod uwagę, że jest ona wielkością drugiego rzędu  
i w części przypadków w praktyce, np. przy sprawdzaniu przyrzą-
dów wystarcza wyznaczyć z niepewnością nawet rzędu 20%. 
Wówczas: 

(1 )( ) ( )
0,3 0,54

2 (1 ) 2
c

c

b a b a
d





 

    


 

 
Można przyjąć, że wartość średnia jest najbardziej efektywnym 
estymatorem aż do granicy β=0 na rys. 5. Wówczas rozkłady  
o postaci trapezu krzywoliniowego będą miały, jak poprzednio, 
tylko dwa obszary o różnych najefektywniejszych estymatorach 
1C, ale o granicy podziału nieco przesuniętej w górę do około 
βc=0,5.  
  

 
 
Rys. 5.  Odchylenia standardowe SD trzech estymatorów PDF próbki w kształcie 

trapezu krzywoliniowego: u góry - dla wartości średniej, środka rozpięcia 
qV/2 i mediany Xmed w funkcji liczby obserwacji n i stosunku podstaw  
β≡βc, poniżej –przekrój dla n=400 [10d] 

Fig. 5.  SD of single component estimators as function of bases ratio β and of 
sample size n of curvilinear trapeze PDF CTrap(a,b,d) – up;  
cross-section for n=400 –down [10d] 

 
 
3. Estymatory 1C splotów innych rozkładów 
 
Splot rozkładu równomiernego z Normalnym 

 
Estymatory 1C tego splotu przedstawiono na rys. 6.  

 

 
 
Rys. 6.  Estymatory splotu rozkładu normalnego i równomiernego 
Fig. 6.  Estimators of the Uniform and Normal PDF convolution 

 

Wynika z niego, że środek rozpięcia jest lepszym estymatorem 
(mniejsze SD) tylko w wąskim obszarze blisko rozkładu równo-
miernego, zwężającym się ze wzrostem liczby pomiarów n  
w próbce. 
 
Splot rozkładu trapezowego Trap z Normalnym  

 
Dla tego splotu zmniejsza się graniczny stosunek podstaw tra-

pezów β=α o lepszym środku rozpięcia lub średniej jako estyma-
torze 1C próbki. Na rys. 7 przedstawiono to dla rozkładu Trap 
przy różnych % SD dodanego rozkładu Normalnego (np. szum). 
Przy 5% średnia dominuje już aż dla 95% zakresu β. 
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Rys. 7.  Zmiany granicznej wartości stosunku podstaw β  rozkładu Trap (trapez 

liniowy) przy wzrastającym udziale dodanego rozkładu normalnego  
Fig. 7.  Changes of border β of the bases ratio of Trap PDF (linear trapeze) for 

increasing participation of the added normal PDF 

 
 
Splot rozkładu arcsin z Normalnym  
 

Standardowe odchylenia środka rozpięcia i średniej dla tego 
splotu podaje rys. 8. W większości zakresu dominuje średnia 
arytmetyczna. 
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Rys. 8.  Estymatory 1C splotu rozkładów arcsin + Normalny  
Fig. 8.  Estimators1C (one-component) of two arc sin PDF convolution 

 
 
Splot rozkładów: równomiernego i arcsin 

 
Rozkłady PDF dla dwu różnych stosunków odchyleń standar-

dowych splatanych rozkładów przedstawiono na rys. 9, a stosunek 
SD środka rozpięcia i średniej – na rys. 10. W całym zakresie 
stosunku SD najlepszym estymatorem 1C jest środek rozpięcia. 
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SDUnif/SDarcsin=0,9                      SDUnif/SDarcsin=1,2 

 
Rys. 9.  Dwa przykłady PDF splotu rozkładów równomiernego i arc sin  
Fig. 9.  Two examples of PDF-s of the Uniform and arc sin convolution 

 
 

 
 
Rys. 10.  Stosunek odchyleń standardowych środka rozpięcia i średniej  

splotu rozkładów równomiernego i arc sin 
Fig. 10.  Ratio of mid-range and mean SD of the uniform and arcsin  

convolution 

 
 
Splot dwu rozkładów arcsin 
 

Splot arcsin+arcsin przedstawiono na rys. 11. W całym zakresie 
stosunku SD składników (0, 1) odchylenie standardowe środka 
rozpięcia SDmid-range jest najmniejsze. 

 
                    S  
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Rys. 11.  Odchylenia standardowe estymatorów splotu dwu rozkładów arcsin 
Fig. 11.  SD of 1C estimators for convolution of two arc sin PDF 

 
 
4. Podsumowanie 
 
●  Prawidłowe oszacowanie wyznaczanej statystycznie niepewno-
ści (odpowiednik uA z Przewodnika GUM) zależy od wyboru 
efektywnego, tj. najbardziej dokładnego estymatora PDF prób-
ki, stosowanego w przetwarzaniu jej danych. 

●  Najlepszy jednoelementowy estymator wartości mezurandu dla 
próbki o rozkładzie PDF modelowanym symetrycznym trape-
zem zależy od jego kształtu opisanego przez stosunek podstaw 
β. Jeśli trapez jest bliski prostokąta (1≥β≥0,35) to lepszy jest 
środek rozstępu próbki, a poniżej (0,35≥β≥0) aż do rozkładu 
trójkątnego (β=0)  wartość średnia. 
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