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Streszczenie

Przedstawiono wyniki badan efektywnosci roznych jednoelementowych
estymatorow wartosci mezurandu (wielkos$ci mierzonej) dla probek da-
nych pomiarowych o kilku niegaussowskich rozktadach prawdopodobien-
stwa wykonane metoda symulacji Monte Carlo. Dla rozktadow trapezo-
wych o bokach liniowych oraz krzywoliniowych wyznaczono standardowe
odchylenia (SD) wartosci $redniej, srodka rozpigcia i mediany w funkcji
liczby n danych i kurtozy rozktadu probki lub stosunku podstaw £ trapezu.
Dla trapezu liniowego o £ od 1 do 0,35 $rodek rozstgpu probki ma mniej-
sze SD niz jej warto$¢ $rednia. Podano tez wyniki symulacji stosunkow
standardowych odchylen $redniej i §rodka rozpigcia rodzin probek danych
modelowanych splotami rozktadéw arc sin, normalnego i rtownomiernego.

Stowa kluczowe: trapezowe rozktady prawdopodobienistwa, estymatory,
srodek rozpiecia, ocena niepewnosci mezurandu.

One Component Estimators of Measurand
Value of Data Samples of Some
Non-Gaussian PDF-s - overview

Abstract

The single- component estimators (1C) of the measurand value of data
samples modelled by the few non-Gaussian probability distributions
(PDF) are considered and their accuracy are evaluated. For symmetrical
trapezoidal PDF of straight as well curved sides, using the Monte-Carlo
method of simulation standard deviation (SD) of mean value, mid-range
and mediana estimators are evaluated. It is established that in the ratio of
upper and bottom bases of trapeze in the range from 1 to 0,35 the most
accurate is the mid-range. Below this range smaller is standard deviation
(SD) of the mean value. Investigated are also ratios of mean and midrange
SD of arcsin convolutions with normal or uniform PDF models for
simulated data samples.

Keywords: trapezoidal probability density functions, PDF, midrange,
estimators, measurand uncertainty evaluation.

1. Wstep

Migdzynarodowy Przewodnik GUM [1] zaleca, aby po usunig-
ciu znanych btedéw systematycznych, wyznacza¢ metoda staty-
styczng typu A niepewno$¢ standardowa probki danych pomiaro-
wych jako standardowe odchylenie (w skrocie SD) jej wartosci
$redniej, czyli tak jak dla rozktadu Normalnego przy nieskorelo-
wanych (statystycznie niezaleznych) danych eksperymentalnych.
Tymczasem rozktad ten jest tylko modelem teoretycznym o funk-
cji Gaussa przebiegajacej w zakresie +co. Nie wystepuje on
w rzeczywisto$ci, gdyz wymagato by to nieskonczonej liczby
oddziatywan losowych. Zwykle liczba ta jest skoniczona i moze
dominowac¢ kilka z nich, a rozrzuty warto$ci danych eksperymen-
talnych wystepuja w ograniczonym przedziale. Probke rzeczywi-
sta lepiej modeluja niegaussowskie rozktady prawdopodobien-
stwa, w tym z estymatorami $rodka grupowania o mniejszym SD

niz dla wartoséci $redniej. Poprawny wybor najefektywniejszego
estymatora probki i prawidlowe oszacowanie jego SD rzutuje na
doktadno$é¢ oceny wyniku pomiaréw. Amerykanski Instytut NIST
dopuszcza wyznaczanie niepewnosci typu A roéwniez wedilug
innych niz GUM =zaleznosci statystycznych [3], a Przewodnik
NASA [4] omawia inne rozktady.

W kilku krajach i w skali migdzynarodowej prowadzi si¢ bada-
nia nad udoskonaleniem zalecen przewodnika GUM 1 rozszerze-
niem ich na pomiary dynamiczne oraz pomiary procesow. Tema-
tyka ta zajmowat si¢ tez autor [Sa-c, 6a-c, 10a-d]. W pracach
[6a-c], dla pomiaréw o roéwnomiernym probkowaniu opisano
sposob czyszczenia surowych danych pomiarowych z nieznanych
a priori regularnych zaklocen oraz mozliwos¢ automatyzacji sza-
cowania niepewnosci proceséw na biezaco. W [Sa-c] omoéwiono
metod¢ wyznaczania standardowego odchylenia estymatorow dla
probki o skorelowanych danych i wprowadzono zastepcza liczbe
pomiaréw n.; < n, ktérg mozna wykorzystywa¢ w procedurach
wedtug GUM. Ponadto wykazano, ze najlepszym jednoelemento-
wym estymatorem mezurandu probki o rozktadzie rownomiernym
jest srodek rozpigcia, a dla dwu-wyktadniczego — mediana. Bada-
no tez efektywnos¢ estymatoréw kilku rozktadow jako najprost-
szych splotow, w tym rozkladow trapezowych [10a-d]. Ponizej
podaje si¢ przeglad uzyskanych wynikéw dla ich estymatorow
jednoelementowych (1C).

2. Najlepsze estymatory jednoelementowe
probek danych o rozktadach trapezowych

Rozklad o postaci trapezu liniowego Trap

Rozktad gestosci prawdopodobienstwa (PDF) w postaci syme-
trycznego trapezu o prostoliniowych bokach i polu réwnym 1
w Suplemencie 1 do GUM [2] (tabela 1) oznaczony jest symbolem
Trap (a, b). Mozna nim opisywac¢ zarowno rozktady populacji
parametrow badanego obiektu [4, 10], jak i niepewno$ci wyzna-
czane oboma metodami: typu B [8] i typu A. Sygnaly losowe
o takich rozktadach pojawiaja si¢ w systemach pomiarowych jako
wynik splotu sktadowych o rozkladach réwnomiernych wystepu-
jacych przy kwantowaniu sygnalow analogowych i zliczaniu
impulséw. Na przyktad wynikiem sumowania dwu réznych roz-
ktadow rownomiernych jest rozktad o PDF w postaci symetrycz-
nego liniowego trapezu — rys. la. Rodzing trapezoéw dla réznych
stosunkéw szerokoSci splatanych rozktadow rownomiernych
przedstawia rys. 1b [9]. Maja one goérna 2a i dtuzsza dolna pod-
stawe 2b, a ich stosunek f=a/b dla b>a zmienia si¢ w zakresie
Pe(0;1). Wedlug [1] p. 4.3.9, srodek x=0,5(b;-b.) populacji
o rozktadzie Trap ma wariancj¢

2 (x) =b>(1+ B)f6

Przypadkami granicznymi rodziny rozktadéw Trap sa:

- trojkat (6=0) - dla jednakowych obu splatanych rozktadow

- prostokat (f=1) - gdy drugi ze splatanych rozktadow réwno-
miernych jest o pomijalnej szerokosci.

Miarg efektywnosci estymatorow sa ich odchylenia standardowe
SD. Najbardziej efektywnym jednoelementowym estymatorem
wartos$ci mezurandu dla probek o rozktadzie trdjkatnym jest wartosé
$rednia, za$ dla probek o rozktadzie prostokatnym - §rodek rozpiecia
[5]. Aby wybra¢ whasciwy estymator probki modelowanej dowol-
nym z rodziny trapezOw liniowych, trzeba podzieli¢ je na dwa
zbiory, w ktorych dominuje jeden z tych estymatorow. Granice
podziatu § = a okreslono przez symulacje metoda Monte Carlo.
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Rys. 1. Rozktad o postaci symetrycznego trapezu liniowego: a) wynik sumowania
dwu rozktadéw rownomiernych: b) rodzina splotow dwu rozktadow
rownomiernych o réznych stosunkach szerokosci [9]

Fig. 1.  Linear symmetrical trapeze distribution: a) result of sum of two uniform
distributions; b) set of convolutions of two uniform distributions of
different width ratios

Model rozktadu trapezowego w metodzie MC uzyskiwano jedna

z dwu technik [2], [8], [10a-d]:

- przez generacj¢ dwu rozktadéw rownomiernych i ich splot,

- metoda funkcji odwrotnej (wyznaczonej dla trapezu w [8]).
Przy symulacji, kolejne probki o liczbie elementdéw n pobierano

wielokrotnie z populacji losowych o rozktadzie Trap tworzonych

dla réznych stosunkéw f=a/b w zakresie fe(0;1). Dla licznosci

20 ...10 000 obu probek otrzymano stabilne wartosci ich parame-

trow.
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Rys. 2. Standardowe odchylenia SD warto$ci $redniej i Srodka rozpigcia probek
o rozktadzie PDF w postaci trapezu liniowego Trap (a, b) [2]:
u gory - w funkcji stosunku podstaw trapezu S i licznosci probki n;
u dotu — dla n=400 w funkcji £ [9d]

Fig.2.  Dependences of sample mean and midrange standard deviations SD on
size n and on ratio f of linear trapeze bases as PDF Trap (a, b) [2] -up;
for n=400 —down [9d]

SD wartoéci $redniej i $rodka rozpigcia probek otrzymane
z modelowania MC pokazano u gory rysunku 2. Sa to powierzch-
nie trojwymiarowe w funkcji n i . Ponizej podano ich przekroj
dla #=400. Odchylen standardowych mediany SD o znacznie
wigkszych wartosciach nie zamieszczono na rysunku 2. Z badan
tych wynika wazny dla praktyki metrologicznej i statystyki stoso-
wanej wniosek, nie podawany we wczesniejszej niz [10a-d] litera-
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turze, ze wybor najdoktadniejszego estymatora 1C dla trapezowe-

go rozkladu PDF zalezy od jego ksztattu. Dla trapezu liniowego

jest to:

- $rodek rozpiecia w zakresie stosunku podstaw 1>/3>0,35,

- wartos¢ srednia dla przedziatu 0,35 > S > 0, tj. tak jak dla roz-
ktadu normalnego.

Taki sam rezultat otrzymano dla splotu dwu rozktadéw réwno-
miernych o stosunku zakresow okoto 2,05, ktéry odpowiada po-
wyzszej granicznej wartosci f= 0,35. Wyznaczona analitycznie
[11] graniczna warto$¢ stosunku f = a pokryla si¢ z wynikami
wezesniejszych symulacji MC

_ —10+3n+97% - 721 +140

a= =0,3545779
14=3n—+/on? = 721+140

Novitzky i Zograph [7] podaja topograficzng klasyfikacje roz-
ktadow, omawiaja zalezno$¢ efektywnosci $rodka rozpigcia od
typu rozkladu oraz efektywno$¢ estymatoréw w funkcji kontr-
kurtoz;lf) &e(0;1) bedacej odwrotnosciag wspotczynnika kurtozy
e=l/e .

Na rysunku 3, dla dwu trapezowych rodzajéw PDF przedsta-
wiono kurtoze E" (zwang tez ekscesem) w funkcji stosunku pod-
staw trapezu f/=f . Dla obu trapezéw funkcje te sa jednoznaczne.
Odchylenia standardowe $rodka rozpigcia i wartoSci $redniej
trapezu liniowego sg jednakowe dla &=0,675. Odpowiada to
kurtozie E=—0,805 i trapezowi 0 wyznaczonym stosunku podstaw
p=0,35.

03 0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

zywoliniowy

Rys. 3. Kurtoza £ dwu rozktadéw trapezowych w funkcji stosunku podstaw £ = fic
Fig. 3.  Coefficient of kurtosis E as vs. base ratio f = fic of two trapezes

Rozklad o postaci trapezu krzywoliniowego CTrap

Rozpatrzymy  jeszcze rozklad trapezowy o symbolu
CTrap(a,b,d) zamieszczony tez w tabeli 1 Suplementu 1 do GUM
[2]. Jego PDF jest krzywoliniowym wklestym trapezem. Rozktad
ten stosuje si¢, gdy dtugosci gornej i dolnej podstawy nie sg do-
ktadnie znane i moga zmieniaé si¢ w przedziatach + d, czyli gdy
wynosza a £d 1 b £ d, przy czym a, b, d > 0 oraz a+d <b—d.
Histogram danych tego rozktadu symulowanych w waskich prze-
dziatach przedstawiono na rys. 4.
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Rys. 4. Rozktad PDF CTrap — o ksztalcie trapezu krzywoliniowego
Fig.4.  Curvilinear trapeze PDF CTrap

Rys. 5 pokazuje powierzchnie odchylen standardowych trzech
podstawowych jednoelementowych estymatoréw tego trapezu

D Kurtoza E = &3, (6= 4 / 5% | 114 — moment centralny rzedu czwartego prébki,
Sk - jej odchylenie standardowe). Dla rozktadu Normalnego E=0.
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jako funkcje liczby obserwacji n w probce i stosunku S, najwick-
szej gornej i najmniejszej dolnej podstawy jako

Be=(ay—a;2d)/(b,~b,+2d)

Wystepuja tu trzy obszary. W pierwszym waskim o malych g, tj.
dla zakresu 0<f.<0,08, najlepszym estymatorem jest mediana,
w nastgpnym 0,08<4,.<0,5 - warto§¢ $rednia, za§ Srodek rozpigcia
dominuje dla 0,5<f.<1. Przy wyznaczaniu niepewnosci pomiarow
nalezy wzig¢ pod uwage, ze jest ona wielkoscig drugiego rzgdu
i w czgsci przypadkow w praktyce, np. przy sprawdzaniu przyrza-
dow wystarcza wyznaczy¢ z niepewnos$cia nawet rzedu 20%.
Wowczas:

y_b-a) (1-4)

_0,3=9)
2 (A+5)

>

= f=0,54

Mozna przyjac, ze warto$¢ $rednia jest najbardziej efektywnym
estymatorem az do granicy =0 na rys. 5. Wowczas rozklady
o postaci trapezu krzywoliniowego bgda mialy, jak poprzednio,
tylko dwa obszary o réznych najefektywniejszych estymatorach
1C, ale o granicy podzialu nieco przesunigtej w gor¢ do okoto

B.=0.5.
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Rys. 5. Odchylenia standardowe SD trzech estymatoréw PDF probki w ksztalcie
trapezu krzywoliniowego: u gory - dla wartosci $redniej, srodka rozpigcia
qvp 1 mediany X, w funkcji liczby obserwacji n i stosunku podstaw
P=P., ponizej —przekroj dla n=400 [10d]

Fig. 5. SD of single component estimators as function of bases ratio # and of
sample size n of curvilinear trapeze PDF CTrap(a,b,d) — up;
cross-section for n=400 —down [10d]

3. Estymatory 1C splotéw innych rozktadéw
Splot rozkladu ré6wnomiernego z Normalnym

Estymatory 1C tego splotu przedstawiono na rys. 6.

» 038
. 4 © 38D mean/
0 ’ SD mid-range

Rys. 6. Estymatory splotu rozktadu normalnego i rtOwnomiernego
Fig. 6.  Estimators of the Uniform and Normal PDF convolution
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Wynika z niego, ze $rodek rozpigcia jest lepszym estymatorem
(mniejsze SD) tylko w waskim obszarze blisko rozktadu réwno-
miernego, zwezajagcym si¢ ze wzrostem liczby pomiarow n
w probce.

Splot rozkladu trapezowego Trap z Normalnym

Dla tego splotu zmniejsza si¢ graniczny stosunek podstaw tra-
pezoéw f=a o lepszym $rodku rozpigcia lub $redniej jako estyma-
torze 1C probki. Na rys. 7 przedstawiono to dla rozktadu Trap
przy réznych % SD dodanego rozktadu Normalnego (np. szum).
Przy 5% $rednia dominuje juz az dla 95% zakresu S.
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Rys. 7. Zmiany granicznej warto$ci stosunku podstaw f rozktadu Trap (trapez
liniowy) przy wzrastajacym udziale dodanego rozktadu normalnego

Fig. 7. Changes of border f of the bases ratio of Trap PDF (linear trapeze) for
increasing participation of the added normal PDF

Splot rozkladu arcsin z Normalnym

Standardowe odchylenia $rodka rozpigcia i $redniej dla tego
splotu podaje rys. 8. W wigkszosci zakresu dominuje $rednia
arytmetyczna.
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Rys. 8.  Estymatory 1C splotu rozktadow arcsin + Normalny
Fig. 8. Estimators1C (one-component) of two arc sin PDF convolution

Splot rozkladéw: ré6wnomiernego i arcsin

Rozktady PDF dla dwu réznych stosunkéw odchylen standar-
dowych splatanych rozktadéw przedstawiono na rys. 9, a stosunek
SD $rodka rozpigcia i $redniej — na rys. 10. W catlym zakresie
stosunku SD najlepszym estymatorem 1C jest §rodek rozpigcia.
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Rys. 9. Dwa przyktady PDF splotu rozktadéw rownomiernego i arc sin
Fig. 9. Two examples of PDF-s of the Uniform and arc sin convolution
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Rys. 10. Stosunek odchylen standardowych $rodka rozpigceia i $redniej
splotu rozkladow réwnomiernego i arc sin

Fig. 10. Ratio of mid-range and mean SD of the uniform and arcsin
convolution

Splot dwu rozkladéw arcsin

Splot arcsin+arcsin przedstawiono na rys. 11. W calym zakresie
stosunku SD sktadnikow (0, 1) odchylenie standardowe $rodka
rozpigcia SDpyig.range jESt NAjmniejsze.

S
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Rys. 11. Odchylenia standardowe estymatoréw splotu dwu rozktadow arcsin
Fig. 11.  SD of 1C estimators for convolution of two arc sin PDF

4. Podsumowanie

e Prawidlowe oszacowanie wyznaczanej statystycznie niepewno-
sci (odpowiednik u, z Przewodnika GUM) zalezy od wyboru
efektywnego, tj. najbardziej doktadnego estymatora PDF prob-
ki, stosowanego w przetwarzaniu jej danych.

o Najlepszy jednoelementowy estymator warto$ci mezurandu dla
probki o rozktadzie PDF modelowanym symetrycznym trape-
zem zalezy od jego ksztattu opisanego przez stosunek podstaw
p. Jesli trapez jest bliski prostokata (1>£>0,35) to lepszy jest
srodek rozstgpu probki, a ponizej (0,35>5>0) az do rozktadu
trojkatnego (f=0) — wartos¢ srednia.
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