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Streszczenie 
 

Istnieje wiele metod upraszczania, lub inaczej redukcji liniowych modeli 
dynamiki obiektów, lecz na ogół nie gwarantują one stabilności wyzna-
czanych modeli uproszczonych, choć wiadomo, że modele pełne, czyli 
„wyjściowe” są stabilne. Wiąże się to z koniecznością dodatkowej kontroli 
uzyskanego wyniku, koniecznością zmiany arbitralnie przyjętej postaci 
modelu uproszczonego i zbędną stratą czasu. Zaproponowano metodę 
wyznaczania uproszczonego modelu trzeciego rzędu z zachowaniem 
identycznego zapasu stabilności modułu i fazy modelu upraszczanego co 
gwarantuje zapewnienie stabilności tego ostatniego. Opisano sposób 
wyznaczania parametrów modelu uproszczonego i podano przykłady. 
 
Słowa kluczowe: upraszczanie modeli dynamiki, zapas stabilności. 
 

The method for simplification of linear plant 
models leading to the stable simplified models 

 
Abstract 

 
There are numerous methods for simplification of linear models 
representing plant dynamics but often they do not guarantee the stability of 
the obtained models, even in case of stable “initial” models of these plants. 
Because of the above disadvantageous results of simplification,  one has to 
check carefully the obtained model form and, if necessary, change the 
arbitrarily assumed form of the simplified model, then repeat calculations, 
which can be treated as waste of time. The method for determining the 
simplified model of third order with amplitude and phase margins identical 
to those of the initial model is presented in the paper. Due to the proposed 
method, one avoids the unstable result of simplification for the stable 
initial model. When assuming that the model is of third order, there is 
obtained a complete system of equations for determining its parameters. It 
is worth noting that three poles of the simplified model in their form can 
correspond to typical, the so-called “dominant roots”, and thus the  
behaviour of the simplified model determined can, generally, correspond 
to that of linear models. There are also discussed the problems arising in 
case of presence of  zeros in the complete model transfer function. The 
paper contains the algorithm for calculation of a simplified model as well 
as some examples.  
 
Keywords: simplification of models describing plant dynamics, stability 
margin. 
 
1. Wstęp 
 

Istnieje wiele metod upraszczania liniowych modeli dynamiki  
i problematyce tej poświęcono szereg artykułów i zbiorczych 
monografii, przytoczono tu oczywiście tylko kilka pozycji [1, 2, 3, 4] 
z bardzo długiej ich listy. Naogół metody te nie gwarantują stabil-
ności uzyskiwanych modeli uproszczonych, mimo iż modele 
upraszczane, to jest „wyjściowe” są stabilne; taka sytuacja ma 
miejsce na przykład przy stosowaniu metody Pad’e, metody 
ułamków łańcuchowych, lub metody momentów [1]. Naraża to 
użytkownika na dokonywanie zmian postaci poszukiwanego 
modelu uproszczonego, zmiany założeń dotyczących jego stoso-

walności, lub konieczność użycia innej metody, a zawsze na stratę 
czasu. W wymienionych tu metodach „klasycznych” postulatu 
koniecznej stabilności nie udaje się uwzględnić i niechaj to 
usprawiedliwi próbę opracowania metody prezentowanej w niniej-
szej pracy. 

W przypadku wielu metod postać modelu uproszczonego 
przyjmuje się w sposób arbitralny. Postąpimy tu w identyczny 
sposób wprowadzając model uproszczony trzeciego rzędu  
o transmitancji: 
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gdzie k jest współczynnikiem wzmocnienia statycznego, a1 i a2 - 
parametrami dynamiki, T – współczynnikiem skali czasu. 

Taka postać modelu uproszczonego uwzględnia wszystkie ro-
dzaje możliwych biegunów i umożliwia na przykład łatwy dobór 
optymalnych parametrów regulatora PID, przy wykorzystaniu 
metody redukcji zer i biegunów. Warto też nadmienić, że takie 
cechy modelu jak jego zapas stabilności modułu i fazy, typ biegu-
nów i wielkość przeregulowania są od współczynnika skali czasu 
niezależne a czas regulacji jest do niego proporcjonalny. Ułatwia 
to dokonywanie szeregu analiz. Parametry modelu uproszczonego 
wyznaczymy dobierając je w taki sposób, by zapewnić identyczny 
zapas stabilności modułu i fazy modelu wyjściowego i uproszczo-
nego (co gwarantuje stabilność tego ostatniego, jeśli stabilny jest 
model wyjściowy), zachowując jednocześnie wartość współczynni-
ka wzmocnienia statycznego i dobierając odpowiednio skalę czasu. 

 
2. Obliczenie parametrów a1 i a2 modelu  

uproszczonego 
 

Wolno przyjąć, że model o transmitancji 
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został zrealizowany w układzie z ujemnym sprzężeniem zwrotnym; 
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a zapas stabilności modułu i fazy oblicza się dla transmitancji 
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Dla modelu wyjściowego (2) zapasy te zostały obliczone i są 

znane. Dla modelu uproszczonego (1) są one niezależne od współ-
czynnika skali czasu T i tym samym wolno przyjąć: 
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Zapas stabilności modułu przy 1
2 aw   łatwo obliczyć jako: 

 

21
0

1

aa
x


                        (6) 

 
a zapas fazy: 
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przy dodatkowym warunku 
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skąd po wyeliminowaniu pulsacji w  i  prostych przekształce-
niach: 
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Znając wartości x0 i  tgø dla modelu wyjściowego (2) można 

wyznaczyć parametry a2 i  a1 gwarantujące stabilność modelu 
uproszczonego. Przy zachowaniu identycznej wartości współ-
czynnika wzmocnienia k w obu modelach pozostaje już tylko 
wyznaczenie odpowiedniej wartości współczynnika skali czasu T. 
W pewnych warunkach można postulować zapewnienie zgodności 
zachowań modelu wyjściowego i uproszczonego dla czasów 
długich (stan bliski ustalonemu), to jest dla małych wartości ope-
ratora s i wtedy: 
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ale taka metoda nie zawsze jest najkorzystniejsza, zauważymy 
bowiem, że w przypadkach, gdy 11 AB   prowadzi do modelu 

uproszczonego niestabilnego, a jeśli x0 = 0, to modelu uproszczo-
nego nie da się wyznaczyć. 

Założymy więc dalej, że transmitancja uproszczonego modelu 
(2) nie posiada miejsc zerowych, a do metody postępowania  
w innych warunkach jeszcze powrócimy. 
 
3. Błąd modelu uproszczonego 
 

Błąd modelu uproszczonego, czyli różnica reakcji modelu wyj-
ściowego  tym  i modelu uproszczonego na sygnał  tx  wynosi:          
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Po wykorzystaniu zależności (8), (9) i niewielkim uproszczeniu 
otrzymuje się wzór przybliżony: 
 

       
...1

...
3

3
2

21

4
4

3
33

2
2

2
2






sAsAsA

AsATsATas
sysD m  (11) 

 
Ponieważ w większości przypadków sygnał  tym  jest stosunkowo 

„gładki”, zatem błąd jest zależny w głównej mierze od wielkości 
drugiej i trzeciej pochodnej sygnału wyjściowego  tym , oraz od 

wielkości różnic współczynników 2
2

22 ATad   i 3
3

3 ATd    

modeli. Taka sytuacja ma miejsce w przypadku, gdy transmitancja 
modelu wyjściowego nie posiada zer. 
 

4. Przykłady uproszczeń modeli  
o transmitancji nie posiadających zer 

 
Jako pierwszy przykład rozpatrzymy grupę modeli Strejca  

o transmitancjach: 
 

 
 nTs

k
sK

11 
                   (12) 

 
dla rzędów n = 4,5, ... 8. Modele te uprościmy podaną metodą do 
modeli trzeciego rzędu (1). Wyniki obliczeń zapasów stabilności 
modułu, fazy, parametrów modelu uproszczonego, oraz różnic d2  
i d3 zestawiono w tabeli 1. 
 
Tab. 1.  Zestawienie parametrów modeli uproszczonych w przypadku wyjściowego 

modelu Strejca, przy k = 1,  oraz  T1 = 1s 
Tab. 1.  Parameters of the simplified models for the initial model given in the form 

of  Strejc’s model with  T1 = 1s 
                        

Rząd 
modelu 

n 
0x  tg  T  Ta 1  2

2 Ta  3T  2d  3d  

4 -0.11 2.55 1.67 4.0 5.8 4.66 -0.2 0.66 

5 -0.26 3.31 2.30 5.0 9.51 12.2 -0.49 2.20 

6 -0.30 2.23 2.90 6.0 13.7 24.4 -1.3 4.40 

7 -0.33 2.15 3.49 7.0 18.7 42.5 -2.3 7.50 

8 -0.35 2.09 4.08 8.0 24.5 67.9 -3.5 11.9 

 
Rosnące ze wzrostem rzędu dynamiki n wielkości modułów 

różnic d2 i d3 pozwalają spodziewać się większych błędów modelu 
uproszczonego, a symulowany eksperyment, którego wyniki 
ilustrują wykresy pokazane na rys. 1 prognozę tą potwierdza. 
 
 

 
 
Rys. 1.  Przebiegi charakterystyk skokowych y(t ), ym  (t ) modeli użytych  

w eksperymencie pierwszym i błędów D(t )  modeli uproszczonych 
Fig. 1.  Step responses  y(t ), ym (t ) of the models considered in the first  

experiment and errors  D(t ) of the simplified models 
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W drugim przykładzie modele wyjściowe czwartego rzędu  
o jednakowych parametrach A3 = A4 = 1, x0 = - 0.1 zastąpiono 
uproszczonymi modelami trzeciego rzędu o parametrach wyzna-
czonych z wykorzystaniem omówionej metody. Wartości pozosta-
łych parametrów zestawiono w tabeli 2.  
 
Tab. 2.  Zestawienie parametrów modeli użytych w eksperymencie drugim 
Tab. 2.    Parameters of the models used in the second experiment 
 

.Lp  
1A  

2A  tg  Ta 1  2
2 Ta   3T  2d  3d  

1. 1 11.0 0.28 1.0 10.8 1.08 -0.18 0.08 

2. 2 7.0 0.81 2.0 6.62 1.32 -0.38 0.32 

3. 3 6.33 1.58 3.0 6.03 1.81 -0.30 0.81 

4. 4 6.5 2.57 4.0 6.20 2.48 -0.30 1.48 

 
W tym przypadku zmiany wielkości różnicy d2 są niewielkie  
i błędy modeli uproszczonych w warunkach skoku jednostkowego 
na wejściu także nie wiele się różnią, co ilustrują przebiegi poka-
zane na rys. 2.  
 
 

 
 
Rys. 2.  Przebiegi charakterystyk skokowych y(t ), ym(t ) modeli użytych  

w eksperymencie drugim 
Fig. 2.  Step responses y(t ), and ym(t ) of the models used in the second  

experiment 

 
 

 
 
Rys. 3.  Charakterystyki skokowe oraz częstotliwościowe modelu o transmitancji 

K(s)= exp (-s)  (a) i modeli uproszczonych uzyskanych metodą Pad’e (b), 
oraz metodą prezentowaną w artykule (c) 

Fig. 3.  Step and frequency responses of the initial model K(s)= exp (-s)  - curve (a)  
and the simplified models obtained by means pof Pade’s method (b) and 
the algorithm given in the paper (c) 

 
W trzecim eksperymencie przyjęto model wyjściowy o transmi-

tancji    ssK  exp  dla którego 5.00 x , oraz 3tg . 

Otrzymano model uproszczony o transmitancji: 
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            (13) 

 
inny, niż w przypadku zastosowania np. metody Pad’e. Odpowie-
dzi skokowe, oraz charakterystyki częstotliwościowe modelu 
wyjściowego (a), modelu Pad’e (b), oraz modelu (13) (c) pokaza-
no na rys. 3. 
 
5. Postępowanie w przypadku, gdy  

transmitancja modelu wyjściowego  
posiada zera 

 
Jeśli transmitancja modelu upraszczanego posiada postać jak 

we wzorze (2), to można podjąć próbę wyznaczania parametrów 
modelu uproszczonego według podanego sposobu, ale bez gwa-
rancji pełnego sukcesu. Nawet w przypadku uzyskania stabilnego 
modelu uproszczonego dobór współczynnika skali czasu T według 
wzoru (9) może się okazać niewłaściwy. Dowodzi tego przykład 
modelu wyjściowego o transmitancji: 
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dla którego ,319.00 x  026.1tg  a uzyskany model uprosz-

czony przyjmuje postać: 
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Rys. 4.  Charakterystyki skokowe modeli (14) (a) i odpowiadających mu modeli 

uproszczonych (b,c) oraz modelu (16) i odpowiadających mu modeli 
uproszczonych (d,e) 

Fig. 4.  Step responses of: the model (14) – curve (a) – and corresponding  
simplified models – curves (b,c),  the initial model (16) and  
corresponding simplified models – curves (d,e). 

 



76    PAK vol. 57, nr 1/2011 
 

Z przebiegu zdjętych charakterystyk skokowych obu modeli  
(rys. 4) – wykres (a) dla modelu pełnego (14) i wykres (b) dla 
modelu (15) wynika, że w tym przypadku należało by przyjąć 
współczynnik skali czasu około 1.73 razy mniejszy od wyznaczo-
nego ze wzoru (9). Autorowi nie jest znana prosta, analityczna 
metoda wyznaczania odpowiedniej wartości T, ale już w przypad-
ku transmitancji modelu pełnego o postaci: 
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prezentowana metoda nie prowadzi do celu. Skuteczną wydaje się 
metoda upraszczania modelu polegająca na rozpatrzeniu modelu 

(2) bez zer transmitancji  0...21  mBBB  i uzupełnieniu 

uzyskanego modelu uproszczonego (1) o licznik taki, jak w mode-
lu (2). Jest to możliwe tylko wtedy, gdy 3m . Uzyskane rezulta-
ty dla obu modeli (14) i (15) ilustrują wykresy (c) dla modelu 
(14), oraz pary przebiegów  ,ty   ,tym   oznaczone jako (d)  

w przypadku modelu (16) ze znakiem (+) w liczniku i odpowied-
nio jako (e), przy znaku (-) w liczniku transmitancji. Uzyskane 
modele uproszczone przy takiej metodzie są stabilne, lecz ich 
dokładność jest mniejsza, niż w przypadku modeli uproszczonych 
dla transmitancji bez zer licznika, a są także bardziej skompliko-
wane niż model (1). 
 
 

6. Podsumowanie 
 

Każda metoda upraszczania modeli dynamiki posiada pewne 
wady i pewne zalety. Podstawową zaletą metody prezentowanej  
w niniejszej pracy jest gwarantowana stabilność uzyskiwanego 
modelu i stosunkowo niski rząd jego dynamiki. Wadą wydaje się 
konieczność wyznaczania zapasu stabilności modułu i fazy mode-
lu, co wymaga zwykle użycia odpowiednich programów kompute-
rowych, konieczna jest więc znajomość liczbowych wartości 
parametrów modelu pełnego. 
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