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Streszczenie

Istnieje wiele metod upraszczania, lub inaczej redukcji liniowych modeli
dynamiki obiektéw, lecz na ogo6l nie gwarantuja one stabilnosci wyzna-
czanych modeli uproszczonych, cho¢ wiadomo, ze modele pelne, czyli
,wyjSciowe” sa stabilne. Wiaze si¢ to z koniecznoscig dodatkowej kontroli
uzyskanego wyniku, konieczno$ciag zmiany arbitralnie przyjgtej postaci
modelu uproszczonego i zbgdna strata czasu. Zaproponowano metode
wyznaczania uproszczonego modelu trzeciego rzedu z zachowaniem
identycznego zapasu stabilnosci modutu i fazy modelu upraszczanego co
gwarantuje zapewnienie stabilno$ci tego ostatniego. Opisano sposob
wyznaczania parametrow modelu uproszczonego i podano przyktady.

Stowa kluczowe: upraszczanie modeli dynamiki, zapas stabilnosci.

The method for simplification of linear plant
models leading to the stable simplified models

Abstract

There are numerous methods for simplification of linear models
representing plant dynamics but often they do not guarantee the stability of
the obtained models, even in case of stable “initial” models of these plants.
Because of the above disadvantageous results of simplification, one has to
check carefully the obtained model form and, if necessary, change the
arbitrarily assumed form of the simplified model, then repeat calculations,
which can be treated as waste of time. The method for determining the
simplified model of third order with amplitude and phase margins identical
to those of the initial model is presented in the paper. Due to the proposed
method, one avoids the unstable result of simplification for the stable
initial model. When assuming that the model is of third order, there is
obtained a complete system of equations for determining its parameters. It
is worth noting that three poles of the simplified model in their form can
correspond to typical, the so-called “dominant roots”, and thus the
behaviour of the simplified model determined can, generally, correspond
to that of linear models. There are also discussed the problems arising in
case of presence of zeros in the complete model transfer function. The
paper contains the algorithm for calculation of a simplified model as well
as some examples.

Keywords: simplification of models describing plant dynamics, stability
margin.

1. Wstep

Istnieje wiele metod upraszczania liniowych modeli dynamiki
i problematyce tej poswigcono szereg artykuléw i zbiorczych
monografii, przytoczono tu oczywiscie tylko kilka pozycji [1, 2, 3, 4]
z bardzo dhugiej ich listy. Naogot metody te nie gwarantuja stabil-
nosci uzyskiwanych modeli uproszczonych, mimo iz modele
upraszczane, to jest ,,wyjSciowe” sa stabilne; taka sytuacja ma
miejsce na przyklad przy stosowaniu metody Pad’e, metody
utamkow tancuchowych, lub metody momentéw [1]. Naraza to
uzytkownika na dokonywanie zmian postaci poszukiwanego
modelu uproszczonego, zmiany zatozen dotyczacych jego stoso-

walnosci, lub konieczno$¢ uzycia innej metody, a zawsze na stratg
czasu. W wymienionych tu metodach ,klasycznych” postulatu
koniecznej stabilnosci nie udaje si¢ uwzgledni¢ i niechaj to
usprawiedliwi probe opracowania metody prezentowanej w niniej-
szej pracy.

W przypadku wielu metod posta¢ modelu uproszczonego
przyjmuje si¢ w sposob arbitralny. Postapimy tu w identyczny
spos6b wprowadzajac model uproszczony trzeciego rzedu
o0 transmitancji:

k
K, (s)= (1)
m() 1+a1T-s+a2-s2-T2+s3-T3

gdzie k jest wspotczynnikiem wzmocnienia statycznego, a; i a, -
parametrami dynamiki, 7 — wspotczynnikiem skali czasu.

Taka posta¢ modelu uproszczonego uwzglednia wszystkie ro-
dzaje mozliwych biegunéw i umozliwia na przyktad tatwy dobor
optymalnych parametrow regulatora PID, przy wykorzystaniu
metody redukcji zer i biegundw. Warto tez nadmienié, ze takie
cechy modelu jak jego zapas stabilnosci modutu i fazy, typ biegu-
now 1 wielkos¢ przeregulowania sa od wspotczynnika skali czasu
niezalezne a czas regulacji jest do niego proporcjonalny. Utatwia
to dokonywanie szeregu analiz. Parametry modelu uproszczonego
wyznaczymy dobierajac je w taki sposob, by zapewnic¢ identyczny
zapas stabilnosci modutu i fazy modelu wyj$ciowego i uproszczo-
nego (co gwarantuje stabilno$¢ tego ostatniego, jesli stabilny jest
model wyjsciowy), zachowujac jednoczesnie warto$¢ wspotczynni-
ka wzmocnienia statycznego i dobierajac odpowiednio skale czasu.

2. Obliczenie parametréw a, i a, modelu
uproszczonego

Wolno przyjaé, ze model o transmitancji

1+B,-s+..+B, -s"

K(s)=k-K,(s)=k
) ) 1+ 4 -s+.+4,-s"

nxm o (2)

zostat zrealizowany w ukladzie z ujemnym sprzgzeniem zwrotnym;

K(s)= k-2 f;(s()s) 3)

a zapas stabilno$ci modutu i fazy oblicza si¢ dla transmitancji

Ky(s)
K, (s)=—121 4
Js)=7 ra8) @)
Dla modelu wyjsciowego (2) zapasy te zostaly obliczone i sa
znane. Dla modelu uproszczonego (1) sg one niezalezne od wspot-
czynnika skali czasu 7'i tym samym wolno przyjac:

1
K - -
Sm(S) s-(a1+s2+a2~s)

lub:

K g (jw)= (5)

Jw-(a —w2+j-a2 -w)
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Zapas stabilnosci modutu przy w? = a, tatwo obliczy¢ jako:

1
Xo =~ (6)
a-dy
a zapas fazy:
2
a—w
1gf=—"——
w-dy
przy dodatkowym warunku
Wz-[(al—wz)z+w2-a%}=l 7)

skad po wyeliminowaniu pulsacji w i prostych przeksztatce-
niach:
2/3

1[1+tg2¢ + X 1

, 4 =——— (3)
74
xo 184 (1 +tg2¢)l 2%

ap =

Znajac wartosci xo i tge dla modelu wyjsciowego (2) mozna
wyznaczy¢ parametry a, 1 a; gwarantujace stabilno$¢ modelu
uproszczonego. Przy zachowaniu identycznej wartosci wspol-
czynnika wzmocnienia £ w obu modelach pozostaje juz tylko
wyznaczenie odpowiedniej wartosci wspotczynnika skali czasu 7.
W pewnych warunkach mozna postulowa¢ zapewnienie zgodnosci
zachowan modelu wyjsciowego 1 uproszczonego dla czasow
dtugich (stan bliski ustalonemu), to jest dla matych wartosci ope-
ratora s 1 wtedy:

a

T= )

ale taka metoda nie zawsze jest najkorzystniejsza, zauwazymy
bowiem, ze w przypadkach, gdy B; > 4; prowadzi do modelu
uproszczonego niestabilnego, a jesli x, = 0, to modelu uproszczo-
nego nie da si¢ wyznaczy¢.

Zatozymy wiec dalej, ze transmitancja uproszczonego modelu
(2) nie posiada miejsc zerowych, a do metody postgpowania
w innych warunkach jeszcze powrdcimy.

3. Blad modelu uproszczonego

Btad modelu uproszczonego, czyli roznica reakcji modelu wyj-
Sciowego y,, (t) i modelu uproszczonego na sygnat x(t) Wynosi:

D(s>=x<s{K<s>—kM} (10)

1+ K g, (s)

Po wykorzystaniu zaleznosci (8), (9) i niewielkim uproszczeniu
otrzymuje si¢ wz0r przyblizony:

s2'(az-Tz—A2)+53'(T3_A3)+S4'A4+'"
D)= . 11
(S) ym(S) 1+A1-S+A2'32+A3'S3+“' a

Poniewaz w wigkszosci przypadkow sygnat y,, (t) jest stosunkowo
gladki”, zatem blad jest zalezny w gldwnej mierze od wielkosci
drugiej i trzeciej pochodnej sygnatu wyjsciowego y,, (t), oraz od
wielkosci roznic wspolezynnikow dy = ayT? — Ay i dy =T — 4
modeli. Taka sytuacja ma miejsce w przypadku, gdy transmitancja
modelu wyjsciowego nie posiada zer.
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4. Przyktady uproszczen modeli
o transmitanciji nie posiadajacych zer

Jako pierwszy przyktad rozpatrzymy grupe modeli Strejca
o transmitancjach:

k
K(s)= —— 12
(S) (1+s~T1)" (12

dla rzgdow n = 4,5, ... 8. Modele te upro§cimy podang metoda do
modeli trzeciego rzgdu (1). Wyniki obliczen zapaséw stabilnosci
modutu, fazy, parametréw modelu uproszczonego, oraz réznic d,
i d; zestawiono w tabeli 1.

Tab. 1. Zestawienie parametroéw modeli uproszczonych w przypadku wyjsciowego
modelu Strejca, przy k = 1, oraz T;=Is

Tab. 1. Parameters of the simplified models for the initial model given in the form
of Streje’s model with 7, = Is

Rzad
modelu | x, 1g¢ T
n

T | a2 7 | dy | dy

4 -0.11 | 2.55 | 1.67 4.0 5.8 4.66 | -0.2 | 0.66
5 -0.26 | 3.31 | 2.30 5.0 9.51 | 122 | -0.49 | 2.20
6 -0.30 | 2.23 | 2.90 6.0 13.7 | 244 | -13 | 440
7
8

-0.33 | 2.15 | 3.49 7.0 18.7 | 425 | -23 | 7.50
-0.35 | 2.09 | 4.08 8.0 245 | 679 | -3.5 | 119

Rosnace ze wzrostem rzedu dynamiki n wielkosci modutow
roznic d, i dy pozwalaja spodziewac si¢ wigkszych btedow modelu
uproszczonego, a symulowany eksperyment, ktorego wyniki
ilustruja wykresy pokazane na rys. 1 prognoze ta potwierdza.
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Rys. 1. Przebiegi charakterystyk skokowych y(z ), y (¢ ) modeli uzytych
w eksperymencie pierwszym i bledéw D(¢ ) modeli uproszczonych

Fig. 1. Step responses y(¢), y, (¢) of the models considered in the first
experiment and errors D(¢) of the simplified models
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W drugim przyktadzie modele wyjsciowe czwartego rzgdu
o jednakowych parametrach 43 = 44 = 1, xo = - 0.1 zastapiono
uproszczonymi modelami trzeciego rzedu o parametrach wyzna-
czonych z wykorzystaniem oméwionej metody. Warto$ci pozosta-
tych parametrow zestawiono w tabeli 2.

Tab. 2. Zestawienie parametrow modeli uzytych w eksperymencie drugim
Tab. 2. Parameters of the models used in the second experiment

Lp. 4 A2 tg¢ a-T a, 'T2 T3 dz d3
1. 1 11.0 0.28 1.0 10.8 1.08 -0.18 | 0.08
2. 2 7.0 0.81 2.0 6.62 1.32 -0.38 | 0.32
3. 3 6.33 1.58 3.0 6.03 1.81 -0.30 | 0.81
4. 4 6.5 2.57 4.0 6.20 2.48 -0.30 | 1.48

W tym przypadku zmiany wielko$ci roznicy 4, sa niewielkie
i btedy modeli uproszczonych w warunkach skoku jednostkowego
na wejsciu takze nie wiele sie ro6znig, co ilustrujg przebiegi poka-
zane narys. 2.
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Rys. 2. Przebiegi charakterystyk skokowych y(¢ ), y,,(t ) modeli uzytych
w eksperymencie drugim
Fig.2.  Step responses y(¢ ), and y, (¢ ) of the models used in the second

experiment
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Rys. 3. Charakterystyki skokowe oraz czgstotliwo$ciowe modelu o transmitancji
K(s)=exp (-s) (a) i modeli uproszczonych uzyskanych metoda Pad’e (b),
oraz metoda prezentowana w artykule (c)

Fig. 3.  Step and frequency responses of the initial model K(s)= exp (-s) - curve (a)
and the simplified models obtained by means pof Pade’s method (b) and
the algorithm given in the paper (c)

W trzecim eksperymencie przyjeto model wyjsciowy o transmi-
tancji K(s): exp(—s) dla ktorego x;=-0.5, oraz 1g¢=3.
Otrzymano model uproszczony o transmitancji:
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1
Km(s): 3 3 (13)
l4s+2-s2+—-5°
8 16

inny, niz w przypadku zastosowania np. metody Pad’e. Odpowie-
dzi skokowe, oraz charakterystyki czestotliwosciowe modelu
wyjsciowego (a), modelu Pad’e (b), oraz modelu (13) (c) pokaza-
no narys. 3.

5. Postepowanie w przypadku, gdy
transmitancja modelu wyjsciowego
posiada zera

Jesli transmitancja modelu upraszczanego posiada postaé jak
we wzorze (2), to mozna podjaé probe wyznaczania parametrow
modelu uproszczonego wedlug podanego sposobu, ale bez gwa-
rancji pelnego sukcesu. Nawet w przypadku uzyskania stabilnego
modelu uproszczonego dobdr wspodtczynnika skali czasu 7 wedtug
wzoru (9) moze si¢ okazaé¢ niewtasciwy. Dowodzi tego przyktad
modelu wyjsciowego o transmitancji:

1+4-
K(s)=(1++—s)§ (14)

dla ktorego xy =—0.319, tg¢=1.026 a uzyskany model uprosz-

czony przyjmuje postac:

1

Kn\s)= 2 3
1+5+0.80-5“+0.26-s

(15)
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Rys. 4. Charakterystyki skokowe modeli (14) (a) i odpowiadajacych mu modeli
uproszczonych (b,c) oraz modelu (16) i odpowiadajacych mu modeli
uproszczonych (d,e)

Fig. 4.  Step responses of: the model (14) — curve (a) — and corresponding
simplified models — curves (b,c), the initial model (16) and
corresponding simplified models — curves (d,e).
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Z przebiegu zdjetych charakterystyk skokowych obu modeli
(rys. 4) — wykres (a) dla modelu pelnego (14) i wykres (b) dla
modelu (15) wynika, ze w tym przypadku nalezalo by przyjaé
wspotczynnik skali czasu okoto 1.73 razy mniejszy od wyznaczo-
nego ze wzoru (9). Autorowi nie jest znana prosta, analityczna
metoda wyznaczania odpowiedniej wartosci 7, ale juz w przypad-
ku transmitancji modelu pelnego o postaci:

K(s)= (16)

prezentowana metoda nie prowadzi do celu. Skuteczna wydaje si¢
metoda upraszczania modelu polegajaca na rozpatrzeniu modelu
(2) bez zer transmitancji {B,=B, =...=B,, =0/ i uzupetnieniu
uzyskanego modelu uproszczonego (1) o licznik taki, jak w mode-
lu (2). Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy m <3 . Uzyskane rezulta-
ty dla obu modeli (14) i (15) ilustruja wykresy (c) dla modelu
(14), oraz pary przebiegow y(t), Ym (t), oznaczone jako (d)
w przypadku modelu (16) ze znakiem (+) w liczniku i odpowied-
nio jako (e), przy znaku (-) w liczniku transmitancji. Uzyskane
modele uproszczone przy takiej metodzie sg stabilne, lecz ich
doktadnos$¢ jest mniejsza, niz w przypadku modeli uproszczonych
dla transmitancji bez zer licznika, a s3 takze bardziej skompliko-
wane niz model (1).
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6. Podsumowanie

Kazda metoda upraszczania modeli dynamiki posiada pewne
wady i pewne zalety. Podstawowa zaleta metody prezentowanej
W niniejszej pracy jest gwarantowana stabilno$¢ uzyskiwanego
modelu i stosunkowo niski rzad jego dynamiki. Wada wydaje si¢
konieczno$¢ wyznaczania zapasu stabilnosci modutu i fazy mode-
lu, co wymaga zwykle uzycia odpowiednich programow kompute-
rowych, konieczna jest wigc znajomos$¢ liczbowych wartosci
parametréw modelu pelnego.
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