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Streszczenie 
 

W pracy przedstawiono metodę bezstykowego pomiaru konduktywności 
elektrycznej materiałów przewodzących z wykorzystaniem przetwornika 
indukcyjnościowego dwucewkowego. Na podstawie funkcji przetwarzania 
dokonano obliczeń numerycznych, przedstawiając ich wyniki w postaci 
charakterystyk w różnych układach współrzędnych. Umożliwiają one 
ocenę wpływu wszystkich istotnych parametrów przetwornika na tę funk-
cję. Wykazano, że w oparciu o zaprezentowaną analizę można projekto-
wać w sposób optymalny przetworniki tego typu.  
 
Słowa kluczowe: bezstykowe pomiary konduktywności, przetwornik 
indukcyjnościowy. 
 

Double-coil inductive transducers for  
contactless measurements of electrical  
conductivity of materials – some  
elements of analysis 

 
Abstract 

 
The paper presents a method for contactless measurement of electrical 
conductivity of conductive materials using a double-coil inductive transducer. 
On the basis of the processing function, numerical computations have been 
performed and their results have been presented in the form of characteristics 
in different coordinate systems. They allow assessing the influence of all 
essential parameters of the transducer on this function. It has been shown 
that on the basis of the presented analysis one can design, in an optimal 
way, the transducers of such a type. Such a possibility is given by the 
presented results regarding the sensitivity and uncertainty of the 
processing. They show that the transducer optimal working point can be 
obtained by selecting the appropriate transducer geometrical dimensions of 
the transducer and the frequency of the supply current frequency. If the 
geometrical dimensions, for various reasons, are already determined, the 
optimal working point can be obtained only by proper selection of the 
frequency. 
 
Keywords: contactless measurement of electrical conductivity, inductive 
transducer. 
 
1. Wstęp 
 

Konduktywność elektryczna jest wielkością fizyczną na pod-
stawie, której określa się właściwości elektryczne materiałów. Na 
podstawie konduktywności można dokonywać oceny wielu wła-
ściwości [1] fizycznych i chemicznych [2] badanych materiałów. 
Do pomiaru konduktywności stosowane są metody stykowe  
i bezstykowe. W układach pomiarowych wykorzystujących meto-
dy stykowe, konduktywność badanej próbki określa się na pod-
stawie pomiaru jej rezystancji, której wartość dla materiałów 

dobrze przewodzących mieści się zwykle w przedziale od 510  

do 210  Ω.  

Niezbędne do wyznaczenia konduktywności badanego materia-
łu wymiary geometryczne próbki są na ogół łatwe do określenia. 
Natomiast poprawny pomiar rezystancji próbki nie jest łatwym.  
W przypadku próbek metalowych głównym problemem jest po-
równywalność rezystancji zestyku  próbki i elektrod pomiarowych 
z rezystancją samej próbki. Z praktyki pomiarowej wynika, że 
niepewność pomiaru rezystancji może osiągać niekiedy 100% 
wartości rezystancji badanej próbki. W przypadku pomiaru rezy-
stancji elektrolitu może wystąpić znaczna niepewność pomiaru 
będąca wynikiem polaryzacji elektrod. Wymienione źródła nie-
pewności pomiarów nie występują w przypadku stosowania prze-
tworników pomiarowych wykorzystujących metody bezstykowe 
bazujące na oddziaływaniu pola magnetycznego na badaną prób-
kę. Zjawiskiem, które w niniejszej pracy jest podstawą konstrukcji 
przetwornika indukcyjnościowego służącego do bezstykowego 
pomiaru konduktywności przewodzących materiałów jest reakcja 
prądów wirowych wzbudzonych w badanym ośrodku. Reakcja 
prądów wirowych objawia się w postaci napięcia na zaciskach 
cewki pomiarowej przetwornika, który w tym przypadku jest kon-
strukcją złożoną z dwóch cewek nawiniętych na karkasie izolacyj-
nym w kształcie walca. W celu uzyskania dużego współczynnika 
wypełnienia cewki pomiarowej przez badany materiał, jej uzwojenie 
umieszcza się wewnątrz cewki pierwotnej (wzbudzenia, rys. 1).  

Określenie konduktywności badanego materiału z wykorzysta-
niem tej metody wymaga zastosowania procedury wzorcowania 
przeprowadzonej przy użyciu elementów wzorcowych o dokładnie 
znanej konduktywności (otrzymuje się wówczas krzywą wzorco-
wą) albo znajomości – otrzymanego na drodze analitycznej – 
modelu matematycznego przetwornika w postaci jego funkcji 
przetwarzania. Korzystniejszym rozwiązaniem jest znajomość 
analitycznej funkcji przetwarzania przetwornika. W takim przy-
padku konstruktor dla założonego zakresu pomiarowego konduk-
tywności ma możliwość optymalizacji konstrukcji przetwornika 
poprzez dobór jego wymiarów geometrycznych oraz określenie 
częstotliwości prądu zasilającego cewkę wzbudzenia przetworni-
ka. Wynika stąd, że w tego rodzaju pomiarach istotne znaczenie 
ma funkcja przetwarzania zastosowanego przetwornika. Wykorzy-
stano tu funkcje przetwarzania wyprowadzoną w pracy [1]. Ko-
rzystając z programu Matlab, przeprowadzono rozbudowany 
eksperyment numeryczny demonstrujący właściwości rozważane-
go przetwornika wynikające z tej funkcji.  

 
2. Zasada pomiaru 
 

W niniejszej pracy wykorzystano oddziaływanie pola magne-
tycznego na badany materiał, zrealizowane za pomocą przetwor-
nika indukcyjnościowego dwucewkowego (rys. 1). Pomiar kon-
duktywności realizowany jest w sposób pośredni. Określenie 
konduktywności badanej próbki z wykorzystaniem tej metody 
wymaga znajomości, otrzymanego na drodze analitycznej, modelu 
matematycznego przetwornika w postaci funkcji przetwarzania. 
Funkcję tą zdefiniowano jako związek między stosunkiem napięć 
obserwowanych na zaciskach cewki pomiarowej z obecnością 
próbki i przy jej braku a konduktywnością  ośrodka (materiału 
próbki). W związku z tym przyjęto, że mierzonym parametrem 
jest napięcie na zaciskach cewki pomiarowej, które należy zmie-
rzyć dla każdej próbki dwukrotnie. Wymaganym warunkiem 
pozwalającym na porównanie wartości stosunku napięć uzyska-
nych z pomiarów z wartością otrzymaną z modelu jest zachowanie 
stałości prądu zasilającego cewkę wzbudzenia w obydwóch sytu-
acjach, ponieważ takie założenie uczyniono przy wyprowadzeniu 
funkcji przetwarzania, którą przedstawiono w postaci unormowa-
nej. Uzyskano przez to uniwersalność tych funkcji, wyrażającą się 
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możliwością wykorzystania otrzymanych na ich podstawie wyni-
ków analizy numerycznej do interpretacji wyników pomiarów 
otrzymanych za pomocą przetworników tego rodzaju o dowolnych 
proporcjach wymiarów geometrycznych i częstotliwości prądu 
zasilającego cewki wzbudzenia. Analizowaną funkcję przetwarza-
nia wyraża zależność [1]: 
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w której: 0U , U  - napięcie na zaciskach cewki pomiarowej przy 

braku próbki i z próbką, 




0
y  - bezwymiarowa zmienna 

całkowania,   - pulsacja prądu zasilania, 0  - przenikalność 

magnetyczna próżni.  
Pozostałe znormalizowane parametry wchodzące do równania 

(1) opisują wyrażenia: 
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gdzie: 1010 ,,, KKII  - zmodyfikowane funkcje Bessela pierwsze-

go i drugiego rodzaju, zerowego i pierwszego rzędu. 
 

 
 
Rys. 1.  Struktura geometryczna przetwornika dwucewkowego 
Fig. 1.  Geometrical structure of the double-coil transducer 

 
 
3. Analiza numeryczna 
 

W celu ”ujawnienia” właściwości metrologicznych przetworni-
ka indukcyjnościowego, wynikających z opisującej go funkcji 
przetwarzania (1), zależność tę poddano analizie numerycznej  
z wykorzystaniem programów przygotowanych w środowisku 
Matlab. Wyniki eksperymentów numerycznych przedstawiono  
w formie wykresów prezentujących funkcję przetwarzania na 
płaszczyźnie zespolonej oraz wykresów otrzymanych na podsta-
wie zależności zdefiniowanych na bazie funkcji przetwarzania 

określonych jako czułość i niepewność w funkcji znormalizowa-
nych parametrów przetwornika. Wykresy te umożliwiają efektyw-
ne określanie optymalnych wartości rozważanych parametrów 
przetwornika, w tym m. in. stwierdzenie czy przy założonych 
wymiarach przetwornika i założonej częstotliwości prądu zasilają-
cego jego cewkę wzbudzenia możliwa jest realizacja przyjętych 
założeń pomiarowych. Wartości pewnych parametrów niezbęd-
nych w projektowaniu przetwornika można odczytać bezpośrednio 
z uzyskanych wykresów. Wartości wszystkich pozostałych para-
metrów mogą być łatwo określone przy pomocy przygotowanych 
w środowisku Matlab programów komputerowych 

Na rysunku 2, na płaszczyźnie zespolonej )Re ,(Im   przed-
stawiono wyniki eksperymentów numerycznych w postaci trzech 
rodzin krzywych, oznaczonych symbolami, odpowiednio, ”a”, ”b” 
i ”c uzyskanych dla różnych zestawów wartości znormalizowa-
nych parametrów (2) przetwornika. Otrzymanie krzywych z ro-
dziny ”c” wymaga zastąpienia w zależności (1) parametru 1  

przez parametr  00r . Parametry 1  i   związane zależ-

nością  011 r  powiązane są ze sobą również zależnością: 

 211  . 

Zastąpienie w zależności (1) parametru 1  przez   umożliwia 
– w przypadku rodziny ”c” krzywych – wykonanie obliczeń dla 
zmieniającej się średnicy 12r  badanej próbki oraz stałych pozosta-
łych parametrach przetwornika. 

Rodziny ”b” oraz ”c” krzywych wyznaczone zostały dla zmie-
niających się wartości parametru 1  (określanego również mia-
nem współczynnika wypełnienia), przy czym w przypadku rodzi-
ny ”b” zmiana 1  następuje w wyniku zmiany zarówno średnicy 

22r  cewki pomiarowej jak i średnicy 02r  cewki wzbudzenia, 
natomiast w przypadku rodziny ”c” – w wyniku zmiany średnicy 

12r  próbki. Z kolei, rodzina ”a” krzywych – wyznaczona dla 

różnych wartości parametru 1  – jest miejscem geometrycznym 
punktów pracy przetwornika przy zmianie konduktywności prób-
ki. Zmiana ta – dla określonej wartości parametru 1  – powoduje 
przesuwanie punktu pracy przetwornika wzdłuż krzywej wyzna-
czonej dla rozważanej wartości 1 .  
 

 
 
Rys. 2. Wykresy funkcji przetwarzania dwucewkowego przetwornika  

indukcyjnościowego na płaszczyźnie zespolonej dla różnych  
zestawów znormalizowanych parametrów: 

Fig. 2. Plots of the processing function on the complex plane of the double-coil 
inductive transducer for different sets of normalized parameters (2):  
rodzina ”a”: )0(1  , ; 8.0;9,0;0,11        ; 5,0 ; 0,12   

rodzina ”b”: 8  ,6  ,4  ,21  ; )1;0(1  ; 5,0  

rodzina ”c”: 8  ,6  ,4  ,2 ; );1;0(1  ; .5,0   

  
Rysunek 2 umożliwia również określenie – dla danego punktu 

pracy przetwornika – kierunków zmian napięcia na zaciskach jego 
cewki pomiarowej przy zmianach konduktywności badanej próbki 
(rodzina ”a” krzywych) lub jej średnicy (rodzina ”c” krzywych). 
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Analizując powyższe krzywe łatwo zauważyć, że dla małych warto-
ści parametrów i (rodzina ”a”) i (rodzina ”c”) kierunki te są 
prawie zgodne, natomiast w miarę wzrostu rozważanych parame-
trów kąt między nimi rośnie. Właściwość ta może być wykorzysta-
na przy projektowaniu układu pomiarowego pozwalającego na 
pomiar konduktywności próbki niezależnie od zmian jej średnicy. 

Dalszej istotnej informacji dotyczącej optymalizacji konstrukcji 
przetwornika tak, aby charakteryzował się on maksymalną czuło-
ścią na zmiany konduktywności badanego ośrodka dostarcza 
analiza czułości, która jest przeprowadzona z wykorzystaniem 
funkcji przetwarzania przetwornika.  

Czułość (reprezentacja zespolona) przetwornika 





S . 

Uwzględniając, że  00r  dla modułu    funkcji prze-

twarzania   czułość: 







2


S                             (3) 

 
Wyniki obliczeń iloczynu S w funkcji przedstawiono na 

rysunku 3. 
 

 
 
Rys. 3.  Wykresy iloczynu konduktywności i czułości przetwornika w funkcji 

parametru   dla  modułu   funkcji przetwarzania   przetwornika  
dwucewkowego 

Fig. 3.  Product of the conductivity and sensitivity of the transducer as  
a function of the parameter   for absolute value    

 
Funkcja przetwarzania przetwornika umożliwia również osza-

cowanie niepewności, jaką popełnia się przy określaniu konduk-
tywności tą metodą. Niepewność standardową względną )(relu  

określa  się z zależności [4]: 
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w której: g  - błąd graniczny określenia wartości parametru   

przy wykorzystaniu charakterystyki przetwarzania. 
Związek między błędem granicznym g  a granicznym 

względnym błędem pomiaru 
  i odpowiednim punktem pracy 

na charakterystyce przetwarzania określa zależność: 
 









  )(g
,                                  (5) 

 
którą wykorzystuje się najpierw do oszacowania niepewności 
standardowej parametru   a następnie niepewności standardowej 
pomiaru konduktywności   zgodnie ze wzorem (4). Wyniki 
obliczeń niepewności standardowej względnej określania konduk-
tywności w funkcji parametru   dla różnych wartości współczyn-
nika wypełnienia 1  przedstawiono na rysunku 4. 

 
 
Rys. 4.  Charakterystyka niepewności określania konduktywności w funkcji  

parametru    
Fig. 4.  Uncertainty of determining the conductivity as a function of  

the parameter   

 
Z przebiegu wykresów wynika, że funkcja   furel )(  po-

siada minimum. W ten sposób ujawnia się zakres wartości para-
metru   najbardziej dogodny ze względu na minimalne wartości 
niepewności popełniane przy określaniu konduktywności bada-
nych próbek.  
 
4. Posumowanie 
 

Przedstawiona analiza przetwornika indukcyjnościowego dwu-
cewkowego stosowanego w pomiarach konduktywności umożli-
wia racjonalne jego zaprojektowanie. Na podstawie wykresów 
przedstawionych na rysunkach 3 i 4 można określić zakres zmian 
wartości charakterystycznego parametru  , przy których czułość 
osiąga wartości maksymalne, a niepewność pomiaru konduktyw-
ności ma wyraźne minimum. Z przebiegu tych wykresów wynika 
także, że niespełnienie tego kryterium powoduje znaczny wzrost 
niepewności, a pomiar przypadkowo zaprojektowanym i wykona-
nym przetwornikiem może się okazać nie możliwy do zrealizowa-
nia. Z analizy wynika również, że korzystne jest zastosowanie 
maksymalnego wypełnienia cewki przetwornika materiałem prób-
ki, ponieważ zwiększa to czułość pomiaru. Przetworniki induk-
cyjnościowe do pomiarów konduktywności nie mają wyraźnie 
lepszej alternatywy, dlatego też pogłębienie wiedzy o ich właści-
wościach rozszerza możliwości projektantów przetworników,  
a także jest oczekiwane przez technologów procesów w przemyśle 
metalurgicznym i chemicznym. 
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