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Streszczenie

W artykule zbadano metodg statystycznego opracowania losowych niesko-
relowanych obserwacji o nieznanych a priori rozktadach prawdopodobien-
stwa (RP). Metoda polega na rownoleglym poréwnaniu uporzadkowanych
obserwacji z zestawem obserwacji referencyjnych, ktorymi sa wartosci
przecietne losowych statystyk pozycyjnych odpowiadajacych wybranym
RP. Przedstawione sa wyniki badan metoda Monte-Carlo skutecznos$ci
zaproponowanych algorytmow obliczania wyniku pomiaru. Metoda za-
pewnia mniejsza standardowa niepewnos¢ wyniku pomiaru w poréwnaniu
z niepewnoscia wartosci Sredniej.

Stowa kluczowe: opracowanie, obserwacje, obserwacja referencyjne,
statystyki pozycyjne.

Investigations of the method for processing
the random observations based on their
parallel comparison with a set of

the reference observations

Abstract

In the paper the method for statistical processing of random uncorrelated
observations of unknown a priori probability density distribution (PDD) of
the population is investigated. The method is based on parallel comparison
by the weighted least squares method ((1), Fig.2) of the sorted input
observations with the collection of the so-called reference observations
(Fig. 1) which are the expected values of order statistics, that correspond to
the specified PDD. The results of comparison are the estimators of the
location p (measurement result) and width ¢ parameters (1) of the input
observations. The analysis of the residual sums of squares (RSS) (5,
Fig. 3) deviations of the input from the all set reference observations is
used for determining the best measurement result. The measurement result
according to algorithm Al is based on determination of the minimum
value of all RSS (6, Fig. 3), (7) and according to the algorithm A2 the
result is calculated as the weighted mean from all results (8), (9). In this
case the weight coefficients are proportional to the inverse values of
appropriate RSS. The efficiency of both algorithms is investigated by the
Monte-Carlo method. It has been stated that algorithm Al provides the
best (after standard deviation) measurement result if the input observations
are obtained from population whose PDD is also used for forming the
reference observations (Figs. 4, 5). If the input observations are obtained
from population whose PDD is not used for forming the reference
observations, then algorithm A2 provides the best results. And both
algorithms ensure better measurement results in comparison with the
average value (Figs. 4, 5).

Keywords: processing, observations, reference, order statistics, reference
samples, measurement result.

1. Wstep

Najlepsze (pod wzgledem minimalnej wartosci standardowej
niepewnosci typu A) estymatory wynikow pomiaru, obliczonych

na podstawie opracowania serii nieskorelowanych obserwacji
Xy, X5, ...,%, (n jest liczebno$cig zarejestrowanych obserwacji),

w duzym stopniu zalezne sg od rozkladu prawdopodobienstwa
populacji (RPP) p(x). Na przyktad, w razie normalnego RPP naj-
lepszym estymatorem jest warto$¢ $rednia, dla RPP w postaci
rozktadu Laplace’a lepszym estymatorem jest mediana, a w razie
jednostajnego RPP - §rodek rozstepu proby.

Metoda opracowania nieskorelowanych obserwacji, w ktorej
bezposrednio wykorzystuje si¢ informacje o rozktadzie p(x), jest
przedstawiona w [1, 2, 3, 4]. Metoda bazuje na wartoéciach prze-
cietnych E(Sn,k) statystyk pozycyjnych s, , (k=1,2,...,n), ktore

sa zalezne tylko od rozkladu p(x) [S]. Zestaw wartosci przecigt-
nych statystyk pozycyjnych dla kilku wybranych rozktadow p(x)
przy n=19 przedstawiony jest na rys. 1.

Wartosci przecietne statystyk pozycyjnych mozna nazwaé war-
toSciami referencyjnymi Els,, )= x,,,,, . poniewaz one w ideal-

ny sposob odpowiadaja rozktadowi p(x).

Zasada wyznaczania najlepszych estymatoréw potozenia u
i szerokoSci o proby badanej (niekoniecznie sg to warto$é
przecig¢tna i standardowe odchylenie) w tej metodzie polega na

wstepnym  uporzadkowaniu  obserwacji x|, X, ,, ..., X,
i nastgpnej minimalizacji sumy kwadratéw odchylen
Ve =S UAEls, | o—x =X X, (rys. 2) (gdzie
’
xref,n,k =H + xreff,n,k "o )
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Rys. 1. Przyktadowe zestawy wartosci przecigtnych statystyk pozycyjnych -
obserwacji referencyjnych (n=19)

Fig. 1.  Exemplary sets of the expected values of order statistics - reference
observations (n=19)
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Rys. 2. Zasada wyznaczania parametréw x i ¢ w metodzie bazowanej na
statystykach pozycyjnych

Fig. 2. Principle of determination of parameters: location x and width &
using the order statistics method

Poniewaz statystyki pozycyjne sa skorelowane ze soba (upo-
rzadkowane nieskorelowane obserwacje staja si¢ skorelowanymi),
dlatego podczas wyznaczania parametrow u i o wykorzystuje sig
metode wazonych najmniejszych kwadratow, ktéora w zapisie
macierzowym ma postac [3, 4]:

(a,6) :(AT -W-A)_IAT “W-X, =REC-X,, (1)
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gdzie: X; - jest wektorem uporzadkowanych obserwacji;
. 1 1 1 1. )
A = ; W=[Cov] " - jest macierza
xrqf,n,] xrg/",n,Z T xref,n,n

wagowa, bedaca odwrotnos$cia macierzy kowariancji Cov staty-
styk pozycyjnych [3, 4]; REC = (AT -W. A)71 AT - W - jest tak
zwang macierzg rekonstrukcyjna.

W [3] udowodniono, ze w tej metodzie dla wariancji var(,[z)

i wariancji $redniej var()_c) zachodzi nier6wnos¢

2
var(i) < 0-7 =var(x), ()

przy czym réowno$¢ zachodzi jesli g1 =X, co ma miejsce przy
rozktadzie normalnym. Z (2) wynika, ze jesli p(x) odbiega od
rozktadu normalnego, metoda bazujaca na statystykach pozycyj-
nych zapewnia mniejsza wariancj¢ var([z) W poréwnaniu z wa-
riancja warto$ci §rednie;j.

W wielu przypadkach RPP a priori nie jest znany, czgsto jest
rezultatem splotu kilku prostszych modeli a nawet moze by¢
niestabilny i dla ustalania RPP niezb¢dne sga badania szeregow
obserwacji o duzej liczebnosci z zastosowaniem roéznych testow
zgodnosci. Jesli liczba obserwacji w zarejestrowanej probie jest
zbyt mata (do kilku dziesigciu), wtedy moze by¢ wykorzystana
ogo6lna zasada metrologii: najwigkszg doktadno$¢ wyniku pomiaru
uzyskuje si¢ w metodzie bezposredniego poroéwnania wielkosci
mierzonej ze wzorcem. Otoz, jesli istniejg tak zwane obserwacji
,referencyjne”, ktére w idealny sposob odpowiadaja pewnym
rozktadom prawdopodobiefistwa p;(x), pa(x),..., pj(x),...., wtedy
mozna zastosowa¢ metod¢ bezposredniego poréwnania obserwacji
proby empirycznej z ,,obserwacjami” prob “referencyjnych” [6-9].

Dla zadanego rozktadu prawdopodobiefistwa p;(x) macierz
REC; w (1) jest macierzg 2 wierszowa:

RECj:(gl,j 8>, 8ln+1)2]; -+ 82 gl,j].(?))

=Y, TV 0 Ve Ny

Dla symetrycznych rozktadéw prawdopodobienstwa elementy
8k pierwszego wiersza w (3) charakteryzuja si¢ symetrig parzysta,
natomiast elementy drugiego wiersza y,; charakteryzujg si¢ syme-
trig nieparzysta. Wartosci tych wspolczynnikow sa zalezne tylko
od modelu p;(x) i dlatego mozna je obliczy¢ wczesniej przed
opracowaniem wynikow. Stad w rzeczywisto$ci poszukiwane
parametry 4, i G, sa obliczane w bardzo prosty sposéb: jako

wartosci $rednie wazone uporzadkowanych obserwacji:

i = ng,jxs,k ., 0= Z?’k,jxs,k : )
k=1 k=1

Wedhug zalezno$ci (3) kazdej gestosci prawdopodobienstwa
Pi1(x), pa(x),..., pi(x),... odpowiadajg rézne wartosci wspotczynni-
kow gy oraz vy, dlatego dla tych samych zarejestrowanych ob-
serwacji (wektora X;) po obliczeniu wedlug zaleznosci (4) otrzy-
mujemy roézne wartosci poszukiwanych parametrow [zj i &j.

Przy czym kazdy para (/1 j,d'j) w najlepszy sposob (wedhug

kryterium najmniejszej sumy wazonych kwadratow) odpowiadaja
wybranemu rozktadowi prawdopodobiefistwa p;(x). W takim razie
powstaje zagadnienie wyboru ,,najlepszych” wartosci parametrow
f i & . sposrdd zestawu obliczonych wartosci g1y, fl,,.. f; -

0raz G, G, .. G, -
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2. Algorytmy obliczania wyniku pomiaru na
podstawie analizy wartosci sum kwadratéw
odchylen resztkowych

Dostepna informacja do wyznaczania najlepszych wartosci z

i o miesci si¢ w warto$ciach sum kwadratow odchylen resztko-
wych (SKR). Te warto$ci obliczane s3 na podstawie wyznaczo-
nych ,najlepszych” wartosci parametréw 4, i &, badanych
obserwacji w wyniku ich poréwnania z obserwacjami odpowied-

nich prob referencyjnych. Nieobcigzone estymatory SKR oblicza-
ne s3 wedtug standardowej procedury:

52 :(Xs —Aj(:[’j’&j)r)r W '(X‘ _Af('[l"’&j)TLXTQ X, (5

R,
/ n-2

gdzie (W/ . (I - A REC, ))/(n - 2) =Q, - jest macierzg wagowa

(zalezy tylko od pj(x)); I - jest macierza jednostkowg o wymiarze
nxn.

Ze wzoru (5) widaé, ze przy tych samych obserwacjach wej-
Sciowych (wektor X;) dla kazdej innej proby referencyjnej (mode-
lu p(x)) warto$ci S;J. bedg rozne. Spowodowane jest to dwoma

podstawowymi przyczynami. Pierwsza przyczyna jest zwiazana
z wystgpowaniem losowych odchylen uporzadkowanych obser-
wacji wokot ich warto$ci przecigtnych (referencyjnych) (sktadowa

S;IOS). Jezeli w zestawie wykorzystywanych prob referencyjnych
brakuje proby referencyjnej w pelnej mierze adekwatnej do rze-

czywistego RPP obserwacji, wtedy powstajg odchylenia systema-
tyczne uporzadkowanych obserwacji od wartosci referencyjnych

(sktadowa S?_ ).

J.syst

2
SRJ

1 |
L 1 |

Rys. 3. Resztkowe sumy kwadratow odchylen obserwacji wejsciowych
od referencyjnych

Fig.3.  Residual sums of squares deviations between the input and
reference observations

W praktyce na podstawie jednej zarejestrowanej realizacji ob-
serwacji nie ma mozliwosci w uzasadniony sposob rozroznic te
sktadowe, dlatego moze by¢ obliczona tylko ich warto§¢ suma-

+5?

Cos - Wynika stad, ze nie istnicje jedno-

2 2
ryczna: Sp =87,

znaczny sposob wyznaczania najlepszego wyniku pomiaru na
podstawie analizy warto$ci Slze - Wykorzystanie dodatkowej

informacji a priori pozwala na wybdr odpowiedniego algorytmu
wyznaczania wyniku.

Jezeli wérdd referencyjnych prob jest proba, ktora odpowiada
rozktadowi populacji p;(x), z ktorej zostaty pobrane obserwacje
badane, wtedy w jednej S;,j z zestawu sum kwadratow odchylen

2

resztkowych sktadowg systematyczng S

mozna poming¢. Stad

warto$ci £ i & wyznaczane sa jako:

A=H;,G=6, ©)
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gdzie

numery MIN \S ,,S eeesS 7
= N (553 57 ) o)

Jezeli rzeczywisty rozktad prawdopodobienstwa p(x) obserwa-
cji odbiega od zatozonych modeli pi(x), pa(x),..., pi(x),.., wtedy

sktadowej S? nie mozna pominag¢ w zadnej S,f,’f. Jeden

J.syst
z mozliwych sposobéw obliczania £ i & polega na uwzglednie-
niu stopni dopasowania proby badanej do wszystkich prob refe-
rencyjnych. Wtedy wartosci wyniku pomlaru mozna wyznaczy¢

w postaci sumy wazonych estymatorow ,u g io; Gt

J
A= Zgjf[‘.f 1= Zgj&.f ’ ®)

gdzie wartosci wspolczynnikéw wagowych ¢; s3 odwrotnie pro-

porcjonalne do wartosci S /2

=¢£. = . 9
5 5.1 ;67 S;] Z[SéjJ ©)

Algorytm obliczania wyniku pomiaru opisywany wzorami (6)
i (7) nazwano algorytmem Al, a algorytm opisywany wzorami (8)
1(9) algorytmem A2.

3. Wyniki badan symulacyjnych

Poniewaz rozklad statystyk pozycyjnych tylko asymptotycznie
jest normalnym (przy n—o0), a przy stosunkowo matej liczebnosci
proby istotnie odbiega od normalnego i w duzym stopniu zalezy
tak od numeru statystyki pozycyjnej, jak i od samego rozktadu
p(x), to prosta i przejrzysta analiza teoretyczna rozkladow g i &

w ogodlnym przypadku praktycznie nie jest mozliwa. Dlatego na
pierwszym etapie badania skutecznosci obydwu algorytméw (Al
i A2) zostalo przeprowadzone metodag Monte-Carlo. Do obliczania
prob referencyjnych oraz zwigzanych z nimi macierzy REC (3)
i Q (5) wykorzystano 9 modeli RPP. 7 modeli bazuja na uogdélnio-
nym wyktadniczym modelu rzgdu & [10]:

k
X—

(10)

k
p(x,k)=mexp -

F(l/k)/l"(3/k) .o, T(") - jest funkcjg gamma.
Parametrem ksztaltu rozktadow prawdopodobienstwa jest kontr
kurtoza x =0’ / My [8], ktora dla rozkladu (10) réwna sie:

K= 1"(3/k)/1/1"il/k ). Fi5/k ). Badania przeprowadzone przy 7
wartosciach £=0,5 (k=0,199); k=1 (x=0,408); k=1,5 (x=0,516); k=2
(x=0,577); k=4 (¥=0,676); k=10 (x=0,729), k=0 (xk=0,745). Ko-
rzy$¢ modelu rozktadu (10) polega na tym, ze przy zmianie para-
metru (rzgdu) £ transformuje si¢ on w dobrze znane rozktady: przy
k=1 jest to rozktad Laplace’a, przy k=2 jest to rozktad normalny,
a przy k—oo rozktad dazy do jednostajnego. Innymi dwoma mode-
lami RPP byly arcsinusoidalny (x=0,816) oraz rozktad okresowe-
go impulsowego przebiegu ze zboczami o wykladniczym ksztalcie
(x=0,853).

Obserwacje (proby badane) wygenerowano z populacji o 7 roz-
ktadach: Laplace’a, normalnym, trojkatnym, jednostajnym i arcsi-
nusoidalnym oraz jako suma niezaleznych obserwacji pobranych
z 2-ch populacji z rozktadami normalnym i jednostajnym oraz

gdzie 17 =
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dwoch jednostajnych przy stosunku ich szerokosci 1:2. Liczba
obserwacji wynosita: n = 9, 14, 19, 29, 39,49. Przyjmowano
rézne warto$ci parametrow u i o, jednak przedstawione nizej
wyniki badan dotycza warto$ci uy=5,000 oraz ¢=0,200. Liczba
symulacji w metodzie Monte Carlo wynosita M=10°.

Jakos¢ obliczonych wedlug obydwu algorytméw wynikow po-

miaru x(l") l(l") zbadano na podstawie wyznaczonych warto-

$ci bledow: A(i';) = A(") — 1 - W rezultacie analizy statystycznej
bltedéow wyznaczono 1ch podstawowe charakterystyki: warto$ci
§rednie A i standardowe odchylenia s,. Liczbowe zalezno$ci
wyznaczonych standardowych odchylen s, bledow, obliczonych

wedhug algorytmow Al i A2 dla liczebnosci obserwacji n=19
i n=49, sg przedstawione na rys. 4. W celu porownania linig kre-
skowang sa przedstawione wartosci teoretyczne standardowego

odchylenia 5. = o / \/; wartosci Sredniej (rys. 4).

n= A2; =19
0,05 ALl 0,05 [~
SA_: ----':---a Sﬁ- --_------
0,03 0,03
0,01 0,01
1234567 1234567
Al; n=49 C =
003 (b o b OO et
SA e A= Do d
0,02 0,02 =
0,01 0,01
1234567 12345678

Rys. 4. Standardowe odchylenia wynikow pomiaru; w poziomie — numery
modeli p(x): 1-Laplace’a, 2-normalny, 3-splot normalnego
i jednostajnego, 4-trojkatny, 5-splot 2-ch réznych jednostajnych,
6-jednostajny i 7-arcsinusoidalny); linia kreskowana —dla S

Fig. 4.  Standard deviations of the measurement results; in horizontal - number
of model of p(x): 1-Laplace, 2-normal, 3-convol. of normal and uniform,
4-triangle, 5-convol. of 2 different uniform, 6-uniform and 7-arcsine;

dash line — for S

Zbudowano takze histogramy tych btedéw (rys. 5) wraz z histo-
gramami blgdow wynikoéw, obliczonych na podstawie warto$ci
srednich (linia kreskowana).

Na podstawie analizy zaleznosci standardowych odchylen wy-
nikoéw ustalono, ze skuteczno$¢ metody jest zauwazalng juz przy
liczbie obserwacji okoto #>10...15 i zwigksza si¢ ze zwigksze-
niem liczby obserwacji.

Obydwa algorytmy zapewniaja mniejsze standardowe odchyle-
nie wyniku pomiaru (1) w poréwnaniu ze standardowym odchyle-
niem warto$ci $redniej przy opracowaniu obserwacji pobranych
z populacji z rozktadami r6znigcymi si¢ od normalnego (rys. 4).

Jesli obserwacje zostaly pobrane z RPP, dla ktorej istnieje ma-
cierz rekonstrukcyjna (3), wtedy algorytm Al zapewnia mniejszg
wariancje (niepewnos¢) wyniku pomiaru w poréwnaniu z warian-
cja wyniku wedhug algorytmu A2. Stosuje si¢ to rozktadow
skrajnych” (wedhug wartosci kontr kurtozy): Laplace’a (na rys. 4
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— poz. 1, rys. 5a, b), jednostajnego (na rys. 4 — poz. 6, rys. Se, f)
i arcsinusoidalnego (na rys. 4 — poz. 7, rys. 5g, h).

Laplace v a Lapllace A2 b
) /
Al X—u ! All
73_#0 ik
n=19 n+49
\
X-Lo \ =Ho
-03=  -01 0 0. 03 -0,15 -0,05 0 0,05 015
Normal c Normal d
wo | [\ v [\
/
\ X-Un X

-0.3 -0,1 0 0.1 03 -0.15 -0,05 0 0.05 0.15

Uniiform e Uniiform S

/) \

\ X~y ‘) < X-Lo

-005 0 005 0.15

0,3 0.1 0 0.1 03 -0,15
Argsine g Atcsing h
2
A2
n=19 n=49
Al
F— g N X - u
—Ho —Ho Al
W K JJH
‘ _\' < X-Lo ‘ \' J B X-o

03 01 0 01 03 015 -005 0 005 0,15

Rys. 5. Histogramy blgdow wyznaczania parametru potozenia
Fig. 5.  Histograms of errors of determining the location parameter

Natomiast, jesli proba badana zostata pobrana z RPP, dla ktorej
brakuje macierzy rekonstrukcyjnej (3), wtedy algorytm A2 za-
pewnia na ogdt nieco mniejsza wariancj¢ (niepewnos¢) w porow-
naniu z wariancja wyniku wedhug algorytmu Al. Stosuje si¢ to
rozktadow ,,srodkowych”: splotu normalnego i jednostajnego (na
rys. 4 — poz. 3) trojkatnego (na rys. 4 — poz. 4), oraz splotu dwoch
jednostajnych przy stosunku ich szerokosci 1:2 (na rys.4 —
poz. 5).

W przypadku, kiedy obserwacje proby badanej pobrane sa
z populacji o rozkladzie normalnym (na rys. 4 — poz. 2, rys. 5c, d)
oraz zblizonych do niego (na rys. 4 — poz. 3, 4) obydwie metody
zapewniaja w duzym stopniu zblizone standardowe odchylenia
(niepewnos$ci) wynikow bliskie do standardowego odchylenia
wartosci §redniej.
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4. Podsumowanie

1. Przy braku znajomosci gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
populacji, z ktérej zostaly pobrane losowe nieskorelowane ob-
serwacji (przy liczbie n>10...15) metoda opracowania, bazuja-
ca na ich poréwnaniu z obserwacjami referencyjnymi, zapewnia
wyznaczanie wyniku pomiaru ze standardowym odchyleniem
mniejszym w poréwnaniu do odchylenia standardowego warto-
$ci $redniej. Skuteczno$¢é metody zwieksza si¢ ze zwigkszeniem
odchylenia rozktadu populacji od rozktadu normalnego.

2. Jesli obserwacje zostaly pobrane z populacji, dla rozkladu
prawdopodobienstwa ktorej istnieje macierz rekonstrukcyjna,
wtedy mniejsza wariancje (niepewnos$¢) wyniku pomiaru za-
pewnia algorytm bazujacy na minimalnej wartosci sumy kwa-
dratéw odchylen resztkowych wejSciowych. Natomiast drugi
algorytm, bazujacy na sredniej wagowej z estymowanych war-
tosci, jest lepszy, jesli wsrod macierzy rekonstrukcyjnych nie
ma takiej, ktéra odpowiada rozkladowi prawdopodobienstwa
populacji, z ktorej sa pobrane i zarejestrowane obserwacje.

3. Prowadzone sg dalsze badania w kierunku szczegétowej analizy
wlasciwosci obliczanych warto$ci &7 i & oraz oceny ich nie-

pewnosci.
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