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Streszczenie

Niniejszy artykut prezentuje nowa metode kompensacji btgdu odcigcia dla
mnozenia o stalej szeroko$ci bitowej czyli takiej, dla ktorej szerokosc
bitowa argumentow wejsciowych jest taka sama jak wyjscia. Niektore
poprzednie publikacje byly oparte na btednych zatozeniach, dlatego zada-
niem tej publikacji jest wykazanie wspomnianych bledow oraz zaprezen-
towanie nowej architektury, dla ktorej blad sredni dazy do zera.

Stowa kluczowe: arytmetyka komputerowa, filtry cyfrowe, uktad mnozacy.

Improved fixed-width multiplier
Abstract

Multiplication is usually implemented in hardware as a full bit-width
parallel multiplier, i.e., input bit-widths add up to make up the output
bit-width. Nevertheless, in most real-world cases, the input bit-width n is
the same as the output bit-width. Therefore, in order to reduce a multiplier
area, the n LSBs columns of the multiplier are truncated during the
multiplication process (see Fig. 1). This introduces a truncation error
which can be reduced by an error compensation circuit. The truncation
errors presented in the previous papers, e.g. [3, 6, 7], are based on the false
assumption; during truncation error calculation it is sufficient to consider
only the combination of each partial input bit products a;b; instead of ever
input bits a; and b, (see Fig. 2 and Tab. 1). Therefore a proper fixed-width
multiplier structure should be introduced (the old one should be
redesigned). This paper focuses on optimizing the mean error (ME) of the
truncated multiplier. As a result, a novel Improved Variable error
Compensation Truncated Multiplier (IVCTM) is proposed which in
comparison to [2], reduces the number of AND gates by 1 in the error
compensation circuit (see Fig. 3). For the IVCTM, a mean error is
significantly lower than for previously published counterparts. The
structure of the IVCTM is simplified in comparison to the previously
published truncated multiplier [2], therefore it occupies less silicon area.

Keywords: computer arithmetic, digital filters, multiplier.

1. Wstep

Operacja mnozenia jest jedng z podstawowych operacji arytme-
tycznych i dlatego liczba zasobow sprzetowych zajmowanych
przez uktady mnozace ma bardzo duze znaczenie. Operacja mnozenia

jest zazwyczaj wykonywana z pelng szerokoscig bitowsa, to jest
taka, dla ktorej liczba bitow, ktore wykorzystywane sg do repre-
zentacji wyniku mnozenia jest rowna sumie szeroko$ci bitowej
argumentow wejsciowych. Warto podkresli¢, ze w wigkszosci
aplikacji szerokosci danych wejsciowych 1 wyjsciowych sa takie
same lub r6znig si¢ nieznacznie. Przykladem moze by¢ np. prze-
twarzanie sygnalow cyfrowych.

W takim wypadku mozliwe jest zredukowanie zasobow uktadu
mnozacego poprzez odcigcie mtodszych bitow oraz zastosowanie
dodatkowej logiki kompensacji btedu [2, 3, 8].

Glowna ideg niniejszego artykutu jest wykazanie btednych za-
tozen niektorych poprzednich publikacji dotyczacych tego tematu
oraz zaproponowanie nowego rozwigzania, ktdre charakteryzuje
si¢ mniejszym btgdem $rednim w stosunku do poprzednich roz-
wigzan.

2. Mnozenie o skréconej szerokosci
Jedna z podstawowych metod implementacji operacji mnozenia
jest rownolegly uktad mnozacy (ang. parallel array multiplier) [1],

ktorego schemat blokowy zostat przedstawiony na rys. 1.
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Warto zauwazy¢, ze nie jest to optymalna metoda implementa-
cji wspomnianej operacji, jednak ze wzgledu na swoja prostote to
wlasnie ona bedzie tutaj rozpatrywana, podobnie jak w [2, 3].

Istnieje wiele metod uzycia takiego uktadu mnozacego w przy-
padku, gdy szerokos¢ bitowa argumentéw wejSciowych # jest taka
sama jak szeroko$¢ bitowa wyniku. Standardowa metoda polega
na implementacji catego uktadu mnozacego przedstawionego na
rys. 1, dla ktérego szeroko$¢ bitowa wyjscia wynosi 2-n (jest dwa
razy wigksza niz szeroko$¢ bitowa wejs¢ n). Nastepnie szeroko$¢
bitowa wyjscia jest ograniczana poprzez odrzucenie n najmtod-
szych bitow wyniku; operacji tej zwykle towarzyszy operacja
zaokraglania. Metoda ta bedzie dalej nazywana pelnym mnoze-
niem i jest ona najdokladniejsza, jesli chodzi o btad obliczen
1 zarazem najgorsza, jesli chodzi o ilo$¢ zajmowanych zasobow.

Inng metoda implementacji operacji mnozenia ze statg szeroko-
Scig jest struktura z bezposrednim odcigciem najmtodszych
n-bitdow przedstawiona na rys. 1, dla ktorej cala logika na prawo
od bitu p, nie jest implementowana. Struktura ta charakteryzuje
si¢ najmniejszg zajmowana powierzchnig z jednej strony, ale
najwigkszym bledem obliczen z drugiej strony. Analizujac rys. 1
mozna zauwazy¢, ze struktura ta zajmuje niewiele mniej niz po-
towe zasobow pelnego uktadu mnozacego.

Rozwazajac dwie dane wejsciowe n—bitowe bez znaku:

A= iaiZi B ="f:bl.2" ;
i=0 i=0

gdzie a;, b; €{0,1}; wynik pelnego mnozenia P;,; mozna przed-
stawic jako:

n=1 n-l1

P,=A-B=2"-%%"a b 2" (1

i=0 j=0

W powyzszym wzorze faktyczny wynik mnozenia jest skalo-
wany przez 2" tak, aby rozpatrywany wynik Py, byt w podobnym
zakresie liczbowym co dane wejsciowe 4, B. Wynik mnozenia Py,
mozna podzieli¢ na dwie czesci:

P, =MP+LP (@)

MP=2"3%(ab,-2") )
i+j=zn

LP=2" % (ab,-2"/) 4)

i+j<n

gdzie: MP oznacza bardziej znaczace bity wyniku, ktore sg zawsze
implementowane (na lewo od linii odcigcia na rys. 1); LP oznacza
mlodsze bity wyniku, ktore sa odrzucane (na prawo od linii odcie-
cia na rys. 1). W konsekwencji dla uktadu mnozacego z bezpo-
srednim odcigciem, czyli uktadu bez dodatkowej logiki kompen-
sacji bledu odcigcia, btad ten wynosi LP.

W celu obliczenia bledu odcigcia zatozono, ze prawdopodo-
bienstwo wystapienia bitu 0 i 1 dla kazdego bitu wejsciowego a;,
b; jest rowne i wynosi 0,5. W konsekwencji wartos¢ oczekiwana
iloczynu logicznego E{a;b;}= 0,25.

Analizujac rys. 1 oraz (4), mozna zauwazy¢, ze warto$¢
oczekiwana E{LP} wynosi [4]:

E{LP}=E{ab}-27" > 27 =025-2"> -2 (5)

i+j<n i=1

Blad odcigcia moze by¢ zredukowany poprzez dodanie wartosci
statej rownej E{LP} zaokraglonej do najblizszej liczby catkowitej
[5]. Innym rozwiazaniem jest zastosowanie zmiennej kompensacji
btedu oznaczanej jako Variable Correction Truncated Multiplier
(VCTM) [2].
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Dla tej kompensacji bledu wyrazenie LP zastalo podzielony na
dwie sktadowe:
LP=LP,, +LP Q)

main remain

1 1
LP,.. = >ab, :E(a,,,b0 +a, b, +...+ayb, ) (7)

i+j=n-1

1 1
LPrcmain = Z Zaib;/ +§ Zaibf +

i+j=n-2 i+j=n-3

+...+%(aobl +a]b0)+%a0bo @®)

Warto zauwazy¢, ze warto$¢ LP jest najbardziej zalezna od war-
tosci LP,,,,, poniewaz wspotczynnik skalujacy wynosi %2 w po-
réwnaniu z LP,,,.,, dla ktorej wspotczynnik skalujacy wynosi %
lub wiecej. Dlatego dla VCTM, do kompensacji btgdu odcigcia
uzywany jest tylko czynnik LP,,,;,. Aby rekompensowaé odrzuce-
nie wyrazenia LP,¢yqin, czynnik LP,,,;, jest brany z waga dwa razy
wigksza:

PVCTM: MP + 2'LPmain:MP+ﬂ (9)
gdzie:
IBZZ'LPmain: (l,,,]b(ﬂ’ﬂn,zbfi’ +a()bn—l- (10)

Inne metody kompensacji blgdu odcigcia zostaty zaproponowa-
ne przez Jou et. al. [3]. Niestety sa ono oparte na szeregu ztych
zatozen.

Pierwsze z tych zalozen polega na tym, ze nie jest konieczne
rozpatrywanie wszystkich kombinacji danych wejsciowych
a jedynie wystarczy rozpatrywa¢ osobno iloczyny bitowe a;b; oraz
warto$¢ oczekiwang jego wystapienia E{a;b;}. Jest to wyraznie
stwierdzone w zdaniu [4]: Jako ze kazdy iloczyn bitowy a;b; moze
by¢ uwazany za niezalezng zmienng, wariancja sumy iloczynoéw
a;b; jest rowna sumie wariancji a;b;.

1
O41 = Fanp '24‘ zi 22 (11
i1

gdzie o2, = % 6 jest wariancjg iloczynu bitowego a;b;.

Powyzsze zatozenie jest podane bez zadnych dodatkowych
rozwazan. Aby udowodnié, ze powyzsze zatozenie jest biedne
rozwazmy prosty uktad mnozacy z bezposrednim odcigciem dla
n=2, ktory jest podany na rys. 2.

SL1 truncat{on a; ag
i line |—p

by

b;
7
a¥] s

v

Si
2¢pts=
=s.1t(a;"b)+cr,

ps D

by

Se— + &
S| +|o le—]

p Po

Rys. 2. Uklad mnozacy z bezposrednim odcigciem dla n=2
Fig.2.  Direct truncated multiplier for n=2

Tab. 1 ilustruje zachowanie tego uktadu dla wszystkich kombi-
nacji danych wejsciowych. Warto zauwazy¢, ze obliczona warian-
cja o rézni sie od wariancji o (4] obliczonej wedtug (11). To
potwierdza nieprawidlowo$¢ rozwazanego zatozenia.
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Powodem tego, ze (11) nie jest prawidtowe jest fakt, ze iloczy-
ny bitowe sg ze soba powigzane. Na przyklad iloczyn bjay oraz
boay, majg wspolng dana wejSciowa ao. Warto zwrocié, uwage, ze
rozwazane zalozenie jest prawdziwe dla rownan liniowych, nieste-
ty obliczanie wariancji nie jest operacja liniowa.

Warto podkreslié, ze powyzsze falszywe zalozenie jest naj-
prawdopodobniej uzywane rowniez w innych publikacjach: [3, 6,
7]. Wskazuja na to dowdd twierdzenia 1 [3], (25) oraz (26) [6],
(27) oraz (30) [7]. Warto podkresli¢, ze powyzsze publikacje
uzywaja nieliniowej kompensacji btedu, np. (9) [3] uzywa:

a'—{o’ Jﬁ_o (12)
B-1 ifp>0

Tab. 1 pokazuje nieprawidlowos$¢ dziatania roéwnania (12).
Warto$¢ oczekiwana idealnej kompensacji btedu wynosi E{LP;}=
0,3125, natomiast warto$¢ oczekiwana wspomnianej kompensacji
bledu E{e;}=0,0625.

Tab. 1. Roézne bledy odcigcia dla wszystkich kombinacji danych
wejsciowych
Tab. 1.  Different truncation errors for every input combination

for Fig. 1

i | by | bo|ar|ao| biao | boar | aoho LP; (l’i)) ( I};) (10!2)
0O(0]0]O0O]O 0 0 0 0 0 0 0
1{0]O0]O0]1 0 0 0 0 0 0 0
21001 |0 0 0 0 0 0 0 0
3(0j0] 1|1 0 0 0 0 0 0 0
41011(0|0 0 0 0 0 0 0 0
s{o|ltfoft] o] o1 0,25 0 0] o

6 (0|1 ]1]0 0 1 0 0,5 1 0 0
71011 ]1(1 0 1 1 0,75 1 0 0

81 1[(0[0]O0 0 0 0 0 0 0 0
9(11]0]0]1 1 0 0 0.5 1 1 0
wfryoj1f|o 0 0 0 0 0 0 0
Imjryof1f1 1 0 0 0,5 1 1 0
21111100 0 0 0 0 0 0 0
13|11 (0f1 1 0 1 0,75 1 1 0
‘41111110 0 1 0 0,5 1 0 0
151 1 1 1 1 1 1 1,25 2 1 1
E{}]0,5]0,5]0,5]0,5] 0,25 | 0,25 | 0,25 [0,3125 0,5 0,25 0,0625

18 18
E{LP}=—Y LP,=—>[0.5-(ba, +b,a,) +0.25-a,b,] 0.3125
16 5 16 =
15
o =+E{(LP,— E{LP})*} = J%Z(LP[ -0.3125)> 0.3698
i=0
Ol =0 27"+ [ D i-2707 = >i-2* 0.3248
i=1 i=1

Innym niepoprawnym zaloZzeniem jest uznanie, ze warto$¢
$rednia jest rowna S$redniej arytmetycznej warto$ci minimalnej
i maksymalnej. Ztozenie to zostato uzyte w [3] podczas udowad-
niania lematu 2. Warto wspomnie¢, ze lemat 2 jest twierdzeniem
pomocniczym réwnania (12), na podstawie, ktérego zbudowany
jest uktad mnozacy.
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3. Nowa kompensacija btedu
odciecia

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie nowej, popraw-
nej metody kompensacji btgdu odcigcia. Jest ona wzorowana na
VCTM [2] i dlatego zaproponowany uklad bedzie nazywany:
Improved Variable error Compensation Truncated Multiplier
(IVCTM).

Blad $redni, bedacy podstawa zaproponowanego ukladu, jest
obliczany wedlug rownania:

1 N
ME=—Ye (13)
N2

gdzie e; jest rdznicg pomiedzy wartoscia poprawna (wynik dla
pelnego uktadu mnozacego) a wartoscig otrzymana dla i-tej probki
zredukowanego uktadu mnozacego; N- jest iloScig rozpatrywa-
nych réznych kombinacji danych wejsciowych 4, B, i jest ona
ograniczona od gory przez N=2".

Dla uktadu mnozacego VCTM warto$¢ bledu sredniego moze
by¢ obliczona wedlug wzoru:

ME, .y, = E{LP— B} =0.25-[2"" i(z‘ 2 —n]=
= 0.25~[2’"§(i'2i")—%] (14)

i=1

Suma w (14) moze by¢ uproszczona wedlug matematycznej toz-
samosci:

n—1 n-1

i(il’”) =332 :%i(z" -2" :%[(n—l)l” —"22’] =

i=l j=i

:%[(n—1).2”—2"+2]:%+1 (15)

W konsekwencji biad sredni MEycry, wynosi:
ME,c;,, =0.25-[27" '(%"’1)—2] =0.25-[27"-1] (16)

Z roéwnania (16) mozna wywnioskowacé, ze dla relatywnie du-
zych n btad MEycn~ 0,25. Poniewaz warto$¢ oczekiwana iloczy-
nu bitowego E{ab;}= 0,25, mozliwe jest ulepszenie ukiadu
VCTM poprzez usunigcie jednej bramki AND; w konsekwencji
warto$¢ MEcn~0. Kompensacja btedu odcigcia dla zapropono-
wanego uktadu mnozacego IVCTM powinna wygladac nastepuja-
co:

7= B- an1bo= ayab+ apabyt.+ agh, (17)

Warto$¢ srednia biedu dla zaproponowanego uktadu ME;ycry, jest
0 0,25 mniejsza niz dla VCTM i na podstawie (16) wynosi:

! (18)

ME ey = MEycpy, —0.25 = 4

Warto$¢ ta szybko dazy do zera dla wzrastajacych szerokosci
bitowych n.

Schemat uktadu IVCTM dla n=4 zostal przedstawiony na rys.
3. Dla poréwnania uktad VCTM wymaga dodatkowej bramki
AND ktora zostala zaznaczona na rys. 3 przerywang linig. Zapro-
ponowana kompensacja btedu odcigcia y sklada si¢ z dwoch bra-
mek AND: a;b; oraz apb,. Dla uktadu VCTM wymagana jest
dodatkowa bramka AND: a,b,.
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Warto podkresli¢, ze na pierwszy rzut oka zaproponowany
uktad IVCTM w poréwnaniu z VCTM wymaga uzycia tylko
jednej bramki AND mniej. Dok}adna analiza pokazuje jednak, ze
liczba zajmowanych zasobow sprzgtowych jest znacznie mniejsza,
poniewaz pewne uktady sumatorow ulegaja redukcji. W rozwaza-
nym przypadku na rys. 3, polsumator iloczynu czastkowego azby
zostat zastapiony zwykla bramka AND. Podobnie pelny sumator
iloczynu czastkowego a;b; zostat zastgpiony potsumatorem.

Si.1 as a;
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Rys. 3. Schemat uktadu IVCTM dla n=4
Fig. 3.  Block diagram for IVCTM for n=4
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4. Wyniki implementacji

Analizujac wartosci btedéw dla VCTM oraz IVCTM mozna za-
uwazy¢, ze ME zamieszczony w tab. 2 jest zdecydowanie mniej-
szy dla zaproponowanego uktadu [IVCTM. Natomiast btad RMSE
zamieszczony w tab. 3 dla uktadow VCTM i IVCTM jest niemal
identyczny.

RMSE (Root Mean Square Error) - blad s$redniokwadratowy
jest obliczany wedtug ponizszego wzoru:

(19)

Tab.2. Sredni biad dla réznych metod kompensacji
Tab. 2. Average error for different compensation methods

n direct Jou [3] VCTM IVCTM
4 0,766 0,449 -0,235 0,015
5 1,008 0,521 -0,242 0,008
6 1,254 0,576 —0,246 0,004
7 1,502 0,618 0,248 0.002
8 1,750 0,651 -0,249 0,002
9 2,000 0,675 -0,250 0,000
10 2,250 0,694 -0,250 0,000
11 2,499 0,708 —0,250 0,001
12 2,750 0,718 0,250 0,000
13 3,000 0,726 -0,250 0,000
14 3,251 0,731 -0,251 0,000
15 3,501 0,736 -0,250 0,000
16 3,750 0,740 -0,250 0,000
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Tab. 3. RMSE dla réznych metod kompensacji blgdu odcigcia
Tab. 3. RMSE for different compensation methods

n direct Jou [3] VCTM IVCTM
4 0,984 0,559 0,416 0,416
5 1,240 0,629 0,444 0,444
6 1,495 0,686 0,470 0,470
7 1,750 0,733 0,492 0,492
8 2,004 0,774 0,513 0,513
9 2,258 0,807 0,534 0,533
10 2,511 0,837 0,553 0,553
1 2,763 0,862 0,572 0,571
12 3,016 0,883 0,589 0,590
13 3,268 0,903 0,606 0,606
14 3,521 0,920 0,624 0,624
15 3,772 0,936 0,640 0,640
16 4,023 0,952 0,656 0,656

5. Whnioski

Po wykazaniu, ze uprzednio opublikowane uktady mnozace
o zredukowanej szerokos$ci sa oparte na blednych zalozeniach,
konieczne stalo si¢ opracowanie nowego uktadu. Zastosowanie
autorskiej kompensacji btgdu zmniejsza zdecydowanie btad sredni
w porownaniu z uktadem VCTM [2], pozostawiajac na dotychcza-
sowym poziomie blad RMSE. Warto podkresli¢, ze liczba zajmo-
wanych zasobow przez wspomniany uktad mnozacy ulegta
zmniejszeniu w porownaniu z VCTM.

Publikacja finansowana ze srodkéw na nauke MNiSW w roku 2010.
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