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Streszczenie

W pracy zostata zaprezentowana zracjonalizowana struktura algorytmicz-
na do obliczania iloczynu dwoch operandéw N-elementowych ze zredu-
kowang liczba uktadow mnozacych i sumatorow dla dowolnej duzej
wartosci. Pozwala to przy implementacji zmniejszy¢ naktady obliczeniowe
lub zapotrzebowanie na zasoby sprzgtowe oraz stworzy¢ dogodne warunki
do efektywnej realizacji operacji mnozenia duzych liczb w dowolnym
sprzetowo-programowym $rodowisku implementacyjnym.

Stowa kluczowe: algorytm, mnozenie, dtugie liczby, operacje macierzowe.

Algorithmic aspects of long-digit multiplier
organization

Abstract

In the paper the fast algorithm for two long, N-digits numbers multiplication
with reduced number of multipliers and adders for any large value is
presented. In the first paragraph a theoretical problem with known solutions
is presented. While naive N-bits numbers multiplication requires NxN
fragmentary, one-bit multiplications, the Karatsuba approach using simple
transformations (1-3) and recursion provides smaller complexity. There
are also described other, faster algorithms of more complicated structure
(Toom-3, Schonhage-Strassen). The algorithm presented in this paper is
based on the Karatsuba method because of its simplicity. In the second
paragraph there is given the synthesis of a matrix-based, tensor product
algorithm for large operand multiplications with no recursion needed. All
matrix constructions are predefined. Next, the graph-structural models of
the algorithm with time/space flow of data for N=2 and N=4 are shown
(Figs. 1, 2). At the end, estimation of the number of multipliers and adders
according to the operands length, supported by Table 1, is discussed
(11, 12). The advantages of the new algorithm are simple and clear
matrices-based construction, easy implementation, no need of recursion,
possibility of parallel execution and reduced number of multipliers. Next
problem to consider is profitability of the proposed approach in multi-core
hardware implementation depending on N value.

Keywords: fast algorithm, multiplication, long numbers, tensor product.
1. Wprowadzenie

Operacja mnozenia dhugich operandéw jest podstawa rozma-
itych algorytméw kryptograficznych [1].

Niekiedy wiasnie w takich zastosowaniach zachodzi koniecz-
no$¢ przeprowadzenia operacji mnozenia na liczbach dhugosci
kilkuset i wigcej bitow, ktore fizycznie nie mogg by¢ obstuzone
przez wspoélczesne uklady mnozace bez wstgpnego podziatu.
Ponadto bazowa operacja mnozenia dwoch liczb dlugosci N
bitdw wymaga N? czastkowych, jednobitowych operacji mnoze-
nia, co dla duzych N powoduje kwadratowy wzrost operacji
arytmetycznych. Stad wynika potrzeba poszukiwania mozliwos$ci
redukcji ztozono$ci obliczeniowej operacji mnozenia dtugich liczb
catkowitych. Dla ilustracji istnienia takiej mozliwosci rozwazmy
najpierw przyktad mnozenia liczb dwucyfrowych.

Jesli dwucyfrowe liczby x 1 y zdefiniujemy jak w rownaniach (1):
x=xb+xy, y=yb+y,, (1)

gdzie jest podstawg liczb x 1 y, to operacja mnozenia tych spro-
wadza si¢ do nastgpujacego wzoru:

xy:x,ylbz +(x]y0 +x0y1)b+xoy0 )

i, jak wida¢, wymaga wykonania 4 operacji mnozenia oraz
3 operacji dodawania odpowiednich cyfr.

Powstato wiele algorytméw spetniajacych te kryteria. Ze
wzgledu na prostote i intuicyjno$¢ najpopularniejszym rozwiaza-
niem jest algorytm Karatsuby [7], wedtug ktorego operacja mno-
zenia przedstawionych liczb x , y wyglada nastgpujaco:

Xy = xlylbz +((xo +x) (Vo + 11) = XY —

3)
=X 01)b+ Xy

Sposob wykonania operacji mnozenia za pomocg wzoru (3) za-

pewnia zysk jednego mnozenia kosztem wigkszej ilosci dodawan

i przeksztalcen w stosunku do ,,naiwnego” sposobu realizacji owej

operacji za pomocg wzoru (2). Procedura realizacji mnozenia

w algorytmie Karatsuby zaktada rekurencyjny podziat liczby na

dwie czgséci az do momentu operowania na pojedynczych cyfrach

1,585

(bitach). Sposoéb ten zapewnia ztozono$¢ O(n ") w stosunku do

O(n*) metody naiwnej, ale ze wzgledu na koszty wywolan reku-
rencyjnych nie stosuje si¢ tego algorytmu dla liczb mniejszych niz
kilkaset bitow [9].

Wigkszy zysk mozna uzyska¢ wykorzystujac jedng z modyfika-
cji algorytmu Karatsuby, np. metod¢ Tooma-Cooka [2, 5, 11],
ktora zaklada podziat na trzy lub wiecej czesci, jednak mniejsza
liczb¢ mnozen okupuje znacznie wigksza komplikacja, co z kolei
uniemozliwia stosowanie tego algorytmu dla mniejszych liczb.
Wersja algorytmu z podzialem na k=3 czgéci (Toom-3) daje
zlozonos¢ O(n™*) [4].

W przeciagu ostatnich lat za najlepszy pod wzgledem zlozono-
Sci obliczeniowej ze wszystkich znanych dotad algorytméow byt
uznawany algorytm Schonhage-Strassena, stosowany jedynie do
mnozenia bardzo dhugich liczb skladajacych si¢ z dziesiatkow
tysigey bitow. Ten algorytm wykorzystuje do realizacji mnozenia
szybka transformatg¢ Fouriera [10].

Jeszcze w poczatkach pierwszych pieciu lat 21 stulecia wyda-
wato si¢, ze w zakresie metod mnozenia dhugich liczb catkowi-
tych, wigkszych nowosci jakosciowych nie nalezy si¢ spodziewac.
Niespodziewanie takg zmiang jako$ciowa stalo si¢ wylansowanie
w 2007 roku nowego algorytmu pozwalajacego na dalsza redukcje
ztozonosci obliczeniowej tego typu operacji [7].
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Prezentowana w artykule struktura uktadu do mnozenia dtugich
operandéw opiera si¢ jednak na podstawowej metodzie Karatsuby
z podzialem liczb na .dwie czgsci ze wzgledu na prostote tego roz-
wigzania. Gtoéwnym celem byta taka modyfikacja, ktora pozwolita-
by na przeprowadzenie czastkowych operacji mnozenia rownolegle.
Opisywana metoda reprezentowana jest za pomocg przeksztalcen
macierzowo-wektorowych [13] i wprowadza podziatl dziatan na
przeksztalcenia przed mnozeniami, operacje mnozenia oraz dziata-
nia po mnozeniach. Ponadto proponowane podejscie likwiduje
prawie zupetnie konieczno$¢ stosowania rekurencji, co umozliwia
predefiniowanie wszystkich macierzy przeksztatcen.

Z uwagi na konieczno$¢ podziatu liczb na dwie czgsci rekuren-

cyjnie zaktadamy dlugo$¢ liczb N =2", chociaz po uprzednim
uzupehieniu liczb innej dlugosci po lewej stronie zerami mozna
stosowac algorytm dla dowolnej dtugosci liczb.

2. Synteza struktury algorytmu mnozenia
dtugich liczb

Okres$limy najpierw znaczenie wykorzystanych w dalszej czesci

artykutu symboli: l%a) — macierz jednostkowa o wymiarze

okreslonym za pomoca dolnego indeksu, natomiast indeks gorny,
(jezeli jest) wskazuje liczbg pozycji cyklicznego przesunigcia

wierszy macierzy w kierunku wskaznika [6]; 0, - macierz zero-

wa N-tego rzedu; ¢,

mjm — symbole pionowej i poziomej konka-
tenacji dwoch lub wigcej macierzy [12]; ® — symbol iloczynu
Kroneckera [3, 9].

W celu syntezy struktury algorytmicznej specjalizowanej jed-
nostki procesorowej realizujacej operacje mnozenia dhugich ope-
randéw wprowadzmy kilka konstrukcji macierzowych:

e macierze definiujace przeksztalcenia na iteracjach poprzedzajacych
mnozenia:

(k) — .
Ak gt gmtot gt =L @ Tap ®L 5 @

e macierze definiujace przeksztalcenia na iteracjach nastepuja-
cych po mnozeniu:

B =1, ®T,81, . (5)
_ 1 0 0 1 0
gdziek=1m, Ty=[-1 -1 1|, T,,=[0 1|;
0 1 0 1 1

e macierz sumowania wyj$§¢ o tych samych wspdtczynnikach
(bazach liczby):

P =1
2 )
(m) _ (m-1) L @iy ly ;5 (6)
P(z’”+1—1)x3’" 7:|=(P(2m—1)x3’"‘1 loz’”x3’"‘1)

e opcjonalng macierz wspotczynnikéw wagowych:
W, =diag(p™ 26"V .._b°), )

gdzie b jest podstawa mnozonych liczb.

Jesli mnozone liczby X 1 Y zdefiniujemy, jako wektory, kto-
rych elementami sg kolejne cyfry tych liczb, to wynik mnozenia
Z. mozna zdefiniowa¢ nastgpujaco:

— (m) OHRp®@ (m)
Z(ZN—I)X] - WZN*IP(2m+171)X3m B3mB3m . .B3m X
(m) (m=1) O] (8)
x S3m A3mX2_3m71 A2_3n171><22_3n172 o A2m71_3><2m XN><1
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Macierz S}m jest diagonalng macierza mnozen:
— i (m) (m=1) (O]
S3m - dlag(ASmX2_3m—l A2_3mflx22_3mf2 o Aszl 3x2™M Yle) .

Macierz ta uzyskuje si¢ identycznie do przeksztalcen wektora
X v » jak to jest pokazane we wzorze (8) — wykorzystane te same

macierze (4). Operacje na obu wektorach moga by¢ wykonywane
réwnoczesnie, a odpowiadajace sobie wyniki czgsciowe mnozone
symultanicznie, lub w kolejnosci pojawiania si¢ (jesli oba operan-
dy sa zmiennymi, nie trzeba koniecznie tworzy¢ macierzy, co jest
pokazane na rysunku 2).

Jedynie wyznaczenie macierzy P wymaga zastosowania reku-
rencji, jednak jest to szybka operacja, a posta¢ macierzy zalezy
jedynie od dlugosci liczb i mozna wyprowadzi¢ potrzebne macie-
rze jeszcze przed wlasciwym mnozeniem. Gtownym zadaniem tej
macierzy jest redukcja dtugosci wektora wynikowego i uprosz-
czenie konstrukcji macierzy W . Przyktad macierzy P dla przy-
padku N =4 przedstawiono ponizej (9).

1 : T _0_253_ - : 04><3
1 A
1
Pis = IR ©)
g1
0ps3 1--—- 1
3 : 0 2x3 :
Rozpatrzmy przyktad struktury algorytmicznej uktadu

w przypadku, gdy N =4. Wowczas procedura (4) przybiera
postac (10):
Zya = WP BB Sy ACIAL, Xy, (10)

za$ poszczegdlne macierze:

1
A§)><)4 = T}xz ®I2 > A(Qi)6 =1, ®T;,,
B)) =T, ®I,, B =1,®T;,
W, = diag(b°,b° . b* 5,75 1),
Se =diag(J’OaJ’1aJ’0+y1>)’2sJ’3sJ’2+Y3’
Yo+ Vo Vi3, Yo+ MYy +13)

Przedstawiony algorytm zaktada podziat liczb az do pojedyn-
czych cyfr, co powoduje, ze elementy wektora wyjsciowego Z
moga by¢ liczbami dwucyfrowymi. Aby uzyskaé¢ wynik w postaci
wektora pojedynczych cyfr nalezy wykona¢ operacj¢ przeniesie-
nia. Mozna takze wymnozy¢ wektor wyjSciowy przez macierz
wspotczynnikow W, wowczas po zsumowaniu wszystkich wyjs¢
otrzymamy wynik mnozenia w postaci pojedynczej liczby.

Rysunki 1 oraz 2 przedstawiaja modele grafostrukturalne ilu-
strujace strukturg algorytmiczng uktadu procesorowego do wyzna-
czania iloczynu liczb zgodnie z opracowana procedura odpowied-
niodla N=2 i N=4.

Rys. 1. Model grafostrukturalny dla przyktadu N=2, z jednoczesnym
wyznaczaniem mnoznikow (macierzy S)

Fig. 1.  The graph-structural model for N=4 with parallel multipliers
(S matrix) computation
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Rys. 2. Model grafostrukturalny organizacji procesu obliczeniowego wyznaczania
iloczynu liczb wedtug procedury (8) dla przyktadu N=4

Fig. 2.  The graph-structural model of computation process organization for
multiplication calculating corresponding to (4) for N=4

Liniami prostymi oznaczone sa operacje transferu danych.
W przypadku tych modeli skupienie linii prostych w odpowiednich
punktach oznacza operacj¢ dodawania, przy czym przerywane linie
0znaczaja negacje, natomiast linie rozchodzace si¢ (rozgatgzienia) —
zwykte operacje dublowania danych. Kotkami na tych grafach sg
przedstawione operacje (bloki) mnozZenia przez stata w nich wpisana
(rys. 2) lub mnozenie statych znajdujacych si¢ na wejsciach (rys. 1).

Zaznaczony ramka fragment na rysunku 2 odpowiada modelowi
dla mnozenia liczb dlugosci N =2 (rys. 1).

3. Oszacowanie liczby operacji czastkowych
mnozenia oraz operacji dodawania

Jak widaé, zaproponowany w artykule algorytm pozwala zredu-
kowac taczng liczbe operacji mnozenia oraz dodawania wzgledem
metody ,,naiwnej”. Dla rozwazonego przyktadu mamy 9 mnozen
zamiast 16 oraz 22 dodawania zamiast 9, przy czym operacja
dodawania jest mniej kosztowna niz operacja mnozenia.

Dla dowolnego N liczba mnozen niezbednych do realizacji al-
gorytmu moze by¢ opisana za pomoca nast¢pujacego wzoru:

6, =3", (10)

natomiast liczba dodawan jest okreslona jako:

0, =2m~3"’*l+i(2".3'"*"). (1)

i=1

W tabeli 1 przedstawione sa wyniki oszacowania liczby blokow
arytmetycznych wymaganych przy implementacji opracowanego
rozwigzania w porownaniu z implementacja metody ,,naiwne;j”.

Tab. 1. Oszacowanie liczby blokow arytmetycznych dla réznych dtugosci liczb (V)
Tab. 1. Estimation of arithmetic operations for different N

N Bloki mnozenia Bloki dodawania
naiwny proponow. naiwny proponow.

2 4 3 1 4

4 16 9 9 22

8 64 27 49 92
16 256 81 225 346
32 1024 243 961 1232
64 4096 729 3969 4246
128 16384 2187 16129 14324
256 65536 6561 65025 47602
512 262140 19683 261120 156440
21 1048600 59049 1046500 509710

Okazuje si¢, ze mimo 3 sumatoréw wigcej dla pierwszego kro-
ku obliczen nadwyzka ta zaczyna male¢ wraz ze wzrostem dlugo-
$ci liczby i dla N =128 jest juz mniej sumatorow do wykonania
dodawan czastkowych niz przy implementacji metody naiwne;j.
Powodem tej tendencji spadkowej jest znaczna redukcja blokow
mnozenia, wigc dla duzych liczb rozpatrywanie wptywu stosunku
kosztu sumatora wzgledem bloku mnozenia dla réznych uktadow
cyfrowych jest bezzasadne. Nalezy jednak zauwazy¢, ze podana
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liczba sumatoréw nie uwzglednia tych ostatnich, redukujacych
ilos¢ wyjs¢ (macierz P ), poniewaz nie jest to krok obowigzkowy
i zalezy on od implementacji.

4. Podsumowanie

W artykule opisano strukture algorytmiczng uktadu procesoro-
wego do liczenia iloczynéw dtugich, N-elementowych operandow.
Na ,racjonalno$¢” prezentowanego rozwigzania wplyw ma przede
wszystkim znaczna redukcja liczby blokéw, realizujacych czast-
kowe operacje mnozenia, ale takze mozliwo$¢ przeprowadzenia
tych mnozen réwnolegle, jesli tylko platforma implementacyjna
na to pozwala.

Mimo, iz podobne rozwigzania byly proponowane [8], przedsta-
wione rozwigzanie posiada kilka dodatkowych atutow, takich jak
wyeliminowanie rekurencji, prostota badz intuicyjno$¢ implementa-
cji. Przewagi te wynikaja z zastosowania sukcesywnie wybranego
sposobu zrownoleglenia obliczen na etapie syntezy struktury algo-
rytmicznej uktadu oraz racjonalnego doboru konstrukcji macierzo-
wych, opisujacych przeksztalcenia danych na kazdym etapie reali-
zacji wektorowo-macierzowej procedury obliczeniowe;.

W artykule dla przejrzystosci zostaly pokazany warianty synte-
zy struktur uktadéw (modele grafostrukturalne) dla przyktadow,
gdy N=2 oraz N =4. Oczywiste jest, z¢ w podobny sposob
moga by¢ skonstruowane efektywne (posiadajace mniej blokow
mnozacych oraz sumatoréw) i rownolegle struktury ukladéow do
mnozenia dowolnie dtugich liczb.

Kolejna rzecza, nad jaka nalezatoby zastanowi¢ si¢ jest optacal-
no$¢ sprzetowej realizacji proponowanego podejscia w zaleznosci
od dhugos$ci operandow, lub tez celowos$¢ implementacji metody,
na bazie systemu wielordzeniowego, ktory w pelni by wykorzystat
potencjat tego rozwigzania.
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