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Streszczenie

Omowiono niekonwencjonalny rozktad gestosci prawdopodobiefnstwa
(PDF) w postaci jednego okresu cosinusoidy przesunigtej w gore i o polu
rownym 1 jako alternatywe rozktadu Normalnego (funkcji Gaussa). Wy-
kazano, ze w przedziale +2,5 odchylenia standardowego cosinusoida
przesunieta o jej amplitude 4 - funkcja 24cos’(), nie odbiega od rozktadu
Normalnego wigcej niz o +2,1%. Dla rzeczywistych wynikow pomiaréw
o ograniczonym zakresie rozrzutu uzyskuje si¢ mniejsza niepewnos¢ typu
A niz wedlug miedzynarodowego Przewodnika GUM. Rozwazania teore-
tyczne i symulacje poparto przyktadem z praktyki metrologicznej. Rozktad
COS? mozna z powodzeniem stosowaé do szybkiego szacowania niepew-
nosci pomiardw, w tym do automatyzacji tych obliczen oraz w statystyce.

Slowa kluczowe: funkcja gestosci prawdopodobienstwa COS?, alternaty-
wa rozktadu Normalnego.

Shifted up cosine as probability density
function - properties and application
examples

Abstract

Unconventional probability density distribution function (PDF) of the form
of the one period of cosine function shifted up and of its area under curve
equal of 1 is proposed as an alternative to Normal distribution, i.e. Gauss
function. It is presented that if a cosine function is shifted up by its
amplitude 4, such function (24cos*(*)), can be applied as approximation of
the central part of Normal PDF (£2,5 of its standard deviation) with the
accuracy not lower then 2,1%. In reality the distribution of measurements
is always of limited range and uncertainty type A obtained by COS* PDF
is smaller than recommended by international Guide GUM [1]. Analysed
data from experiment and simulated data confirmed that new proposed
unconventional distribution has an advantage of a lowering uncertainty
interval by comparison to Gaussian distribution at the same level of
confidence, and calculations are simpler and faster. COS? distribution can
be successfully applied for the fast uncertainty evaluation of measurements,
for its automation and in statistics.

Keywords: COS? probability density function, PDF, replacement of
Normal distribution.

1. Wstep

Do opisu rozktadu gestosci prawdopodobienstwa (PDF) zbioru
wynikow obserwacji pomiarowych zwykle stosuje si¢ dwupara-
metrowa wykladnicza funkcje Gaussa nazywang rozktadem Nor-
malnym. Rozklad ten przebiega w nieograniczonym zakresie
wartosci wielkosci mierzonej oo i jest modelem teoretycznym,
ktory wystepuje tylko przy nieskonczenie duzej liczbie czynnikow
losowych niezaleznie oddziatujacych na obiekt badany wraz
z torem pomiarowym. Nie zachodzi to jednak w praktyce ani
w eksperymentach pomiarowych, ani w opisach statystycznych roz-
rzutu mierzonych wilasciwosci obiektow i procesow technicznych.

Przy losowym oddziatywaniu skonczonej liczby czynnikow,

rozstep, czyli przedzial rozrzutu warto$ci wynikow obserwacji

pomiarowych, jest zawsze ograniczony. Pojawiaja si¢ wiec niedo-

godnosci w stosowaniu rozktadu Normalnego, gdyz:

— rozktad Normalny opisuje dos¢ skomplikowana wyktadnicza
funkcja Gaussa i korzysta si¢ z tabelaryzowania jej wartosci,

— niepewnos$¢ wyniku pomiaréw wielko$ci mierzonej jest zawsze
zawyzana wskutek nieograniczonego przebiegu funkcji Gaussa

1 stosowania rozktadu Studenta przy matej liczbie danych,

— nie mozna oszacowa¢ skonczonej szerokosci przedziatu,

w ktorym wynik pomiaru ma prawdopodobienstwo rowne 1.

W wielu pomiarach uzytkowych wystarcza ocena ich niepew-
nosci z doktadnoscia do 20% i niedogodnosci te nie sg istotne.
Eliminacja ich wptywu nabiera natomiast znaczenia przy kalibra-
cji wzorcow oraz w badaniach wiasciwosci surowcow, srodowi-
ska, urzadzen i wyrobow stuzacych decyzjom o ich kwalifikacji
i cenie, w kontroli jako$ci, w handlu, diagnostyce itp. Tych trud-
nosci nie rozwigzuje w wystarczajaco prosty sposob rozklad pseu-
do- Normalny o obcietych koncach i polu pod krzywa, znormali-
zowanym do 1, ze wzgledu na skomplikowang posta¢ opisu. Sto-
suje si¢ wigce tez inne modele rozktadow dla danych eksperymen-
talnych, ktére zawsze wystgpuja w ograniczonym zakresie.

W zaleceniach migdzynarodowego Przewodnika o angielskim
akronimie GUM [1] rozktad Normalny stuzy do wyznaczania
sktadowej niepewno$ci pomiardw szacowanej metodg statystycz-
ng typu A. Prowadzone sg prace migdzynarodowe nad udoskona-
leniem i rozszerzeniem zakresu stosowania metod wyznaczania
niepewnos$ci objetych Przewodnikiem GUM. Ich rezultatem sa
kolejne Suplementy do tego Przewodnika, np. [2].

Proces wyznaczania wypadkowej, tzw. rozszerzonej niepewno-
$ci wyniku pomiaréw obejmuje splatanie rozktadow niepewnosci
sktadowych. Obok dos$¢ uciazliwej metody analitycznej ostatnio
stosuje si¢ tez metode Monte Carlo opisang w Suplemencie 1 [2].
Wymaga ona wiele setek tysiecy operacji i nawet przy szybkich
obliczeniach komputerowych jest zbyt powolna dla obliczen
w czasie rzeczywistym. Korczynski i Hetman [4] zaproponowali
zastosowanie metody szybkiej transformaty Fouriera FFT. Obej-
muje ona badz generacj¢ wartosci funkcji rozktadow sktadowych,
badz zapamigtywanie tabel ich warto$ci. Sg tez trudnosci w spla-
taniu rozktadow dyskretnych zawierajacych funkcje delta Diraca.

W badaniach proceséw przemystowych i w eksploatacji przy-
datne bylo by zautomatyzowane przetwarzanie sygnatdéw pomia-
rowych, wbudowane w systemy przyrzadow i czujniki, szczeg6l-
nie przeznaczone do pracy ciagtej. Umozliwiato by ono na biezaco
badz wyznaczanie sktadowych regularnych i statystycznych sy-
gnatu warto$ci mierzonej (mezurandu), badz dla wartosci o okre-
Slonym przebiegu - wyznaczanie niepewnosci jej pomiarow [3].
Do tego celu trudno jest zastosowa¢ obie powyzsze metody, gdyz
metoda Monte Carlo ma czas obliczen zbyt dlugi dla biezacej
kontroli procesow i sterowania, a implementacja metody FFT
w prostszych urzadzeniach pomiarowych nie zawsze jest mozliwa.
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W oparciu o t¢ analiz¢ drugi autor (ZLW) sformutowat dwie
tezy robocze jako zadania dla opisanych tu badan.

— Informacja o szerokos$ci przedziatu, w ktorym wystepuja wyniki
pomiaré6w moze pozwoli¢ na lepsze oszacowanie sktadowych
niepewnosci pomiarowych typu A i B niz wedlug zalecen
Przewodnika GUM [1, 2]. Uzyska¢ mozna wigksza doktadnosé
wartosci mezurandu dla tej samej probki danych.

— Nalezy zbada¢ zastosowanie pojedynczego okresu cosinusoidy
podniesionej o amplitude, lub o inng statg wartos¢, jako proste-
go modelu rozktadu PDF o ograniczonym zakresie ze wzglgedu
na ksztalt zblizony do srodkowej czgsci funkcji Gaussa.

Dla sprawdzenia tych tez konieczne byto opracowanie podstaw
teoretycznych wraz ze szczegélowym zbadaniem wlasciwosci
tego niekonwencjonalnego modelu PDF. Wstepne wyniki badan
opisano w [5]. Tuz po ich ukonczeniu natrafiono w do$¢ dawnej
literaturze (1961r.), ze Green i Rabb [9] proponowali juz jedna
z postaci funkcji cos’() do opisu rozkladu wynikéw badan
w psychometrii. Nie wykorzystywali oni jednak zadnego kryte-
rium do doboru optymalnych parametrow tej funkcji i zalecali by
cosinusoid¢ dopasowywac wizualnie na oscyloskopie do rozktadu
eksperymentalnego. ZbadaliSmy, ze przyjeta przez nich arbitralnie
postaé¢ funkcji cos?(") odbiegata dos¢ znacznie (do okoto 14%) od
funkcji Gaussa. Nie spotkano tez w p6zniejszej literaturze zadne-
go $ladu stosowania tej funkcji w technice pomiarowe;.

2. Podstawowe wiasciwosci rozktadu +COS

Rozpatrzymy model funkcji gestosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa PDF w postaci jednego okresu funkcji cosinus o ampli-
tudzie 4, okresie 2X i przesunigtej o B w dodatnim kierunku osi y:

f(x)=B+Acosn§ dla (—1s§sl) 1)

gdzie: x — warto$¢ biezaca wyniku obserwacji,
X — p6t zakresu rozpigcia réwne 0,5 okresu cosinusoidy,
A, B — amplituda cosinusoidy i jej podniesienie.

Jako rozktad PDF funkcja f{x) ma sens fizyczny dla f{x)>0
i w ograniczonym przedziale, np. jednego okresu £(X<0,5X7).
W ogélnym przypadku przy B>0 rozklad ten zaproponowalismy
nazwac podniesiong cosinusoidg i oznacza¢ symbolem +COS [5].

Funkcja wedlug (1) ma trzy niezalezne parametry (4, B, X),
wyznaczalne z nastepujacych warunkow:

— pole pod krzywa pomigdzy krancami +£X wynosi S=I, lub
ma inng warto$¢ S<I1, np. jak dla rozktadu Gaussa w tym prze-
dziale,

— zadany jest przedzial X lub punkty, przez ktore ma przechodzi¢
funkcja +COS, , badZ ma ona by¢ styczna na krancach do osi x.

— wyznacza si¢ minimum réznicy pomigdzy danymi a krzywa
wedlug okreslonego kryterium statystycznego, np. s$rednio-
kwadratowego, minimum sumy modutéw, Kotgomorowa-
Smirnowa, Czebyszewa, 3, lub innego kryterium.

W [5-7] rozpatrzono tylko takie funkcje B+Acos(mx/X), ktdre na
koncach ich zakresu +X sg styczne badz do osi x (tj. B=A4), badz
do prostej rownoleglej do niej powyzej tej osi. Wstgpna analiza
i symulacje wykazaly, ze funkcje B+Acos(-) o zakresie mniejszym
niz okres, beda bardziej odbiegaty od krzywej Gaussa, niz funkcje
styczne. Dla podniesionej cosinusoidy o okresie 2X pole S pod
krzywa rowna si¢ S=B-2X. Z wartosci pola S=1 wynika X=1/2B
i tylko dwa parametry 4 i B (lub 4 i X) sa niezalezne, tj.:

f(x)=B+Acos(2mxB) dla —1<2xB<1 ®)

W [6, 7] wyznaczono dystrybuante oraz odchylenie standardo-
we rozktadu +COS, ktore wynosi
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Rozwiazanie jest mozliwe dla stosunku A/B < (1/6) n*~ 1,78.
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Rys. 1. Przebieg ggstosci prawdopodobienstwa f{x/X) i dystrybuanty F(x/X)
dla rozktadu +COS, o A=B i wartoéci $redniej danych rownej zero

Fig. 1.  Probability density distribution function f{x/X) and distribution F(x/X)
of +COS for 4=B and data mean value equal zero

W ogdlnym przypadku podniesienia B>4 ksztalt funkcji jest
zblizony do dwustronnie obcigtego rozkladu Normalnego i po-
dobnie ktopotliwy w stosowaniu. Dlatego preferuje si¢ szczegdlny
przypadek rozktadu +COS dla 4=B i stycznosci do osi x w punk-
tach krancowych x=tX, jak na rys. 1.

3. Cosinusoida podniesiona o amplitude

Rozpatrzymy blizej t¢ szczegdélna posta¢ rozkltadu +COS
z rys. 1 o podniesieniu B rownym amplitudzie 4, i gdy jego funk-
cja jest styczna do osi x dla x=tX. Wowczas

f(x)zA[1+cosn§j, dla 4=B 3)

Jesli przedziat catkowania rozciaga si¢ pomigdzy punktami
stycznosci =X tej funkcji z osig x, to dla pola S =1 otrzymuje si¢
nastepujace warto$ci catek jej sktadnikow z (3): A4-2X =1
i 2sin(x=1X)=0. Tak wigc tylko jeden parametr, 4 lub X, jest
wtedy niezalezny. Stad

A4=0,5/X lub X =1/(24) “4)

Po elementarnych przeksztalceniach z (3) i (4) otrzymuje si¢
£(x) = A1+ cos 2mxA) = 2 A cos® (nxA) (5)

7 (5) wynika, ze dla 4=B funkcja (3) jest cos’(") o amplitudzie 24
i mniejszym o polowe argumencie.

Ten szczegdlny przypadek rozktadu +COS zaproponowalismy
nazywa¢ rozktadem COS? Jego parametry A i X sa powiazane
wedtug (3) i wystarczy znalez¢ tylko jeden z nich. Podobnie jak
rozktad Gaussa jest to rozktad dwuparametrowy. Okresla go war-
tos$¢ s$rednia 1 parametr charakteryzujacy rozrzut np. X (polowa
rozstepu) lub amplituda 4.

Rozklad skumulowany CPDF, czyli dystrybuante rozkladu
otrzymuje si¢ z calki f{x) jako pole pod krzywa w funkcji x. Dla
rozkladu COS?, tj. gdy A=B, X=1/(24), opisuje ja przedstawiona
narys. 1 do$¢ prosta funkcja

F(x):%(§+1j+2isinzz— (6)

; ‘
4 X xersx

W tabeli 1 podano wartosci dystrybuanty F(x) o przebiegu jak
nas rys. 1, wyznaczone z (6) dla 21 warto$ci argumentu x/X.



1008

Tab. 1. Wartosci dystrybuanty rozktadu COS?
Tab. 1. COS? distribution values

x/X| -1 -09| -08| -0,7| -0,6| -0,5| —0,4| —0,3| —0,2| 0,1 0
F(x) 010,001 {0,006 |0,021]0,049|0,091 | 0,149 | 0,221 0,307 | 0,401 | 0,5
x/X| 1 09 |08 |07 |06 [05 )04 |03 |02 |01 0

Fx)[ 1 ]0999(0,994(0,9790,951 0,909 | 0,851]0,780|0,694|0,599 | 0,5

Odchylenie standardowe dla rozktadow COS? (rys. 11i2)

c= \/szf(x)dx = \/t" x2Acos’ (nxA)dx W)

Po rozwigzaniu, lub z (2a) dla 4=B otrzymuje si¢ prosty wzor:

o —x o2 _Loseis ()
24

+cos 2
3 n

Jezeli znana jest warto§ X lub 4, to z (8) mozna bezposrednio
wyznaczy¢ powigzang z nimi warto$¢ o, , lub na odwroét.
=1, to 4=0,1808 i X=2,766, lub tez,
=0,9060.

Wspodtezynniki kpc, dla poziomu ufnosci niepewnosci rozsze-
rzonej rozktadu COS? o prawdopodobienstwie P i liczby obser-
wacji n>10, podano w Tab. 2. Dla n<10 nalezy stosowac nieco
wyzsze wartosci tych wspotczynnikéw, zblizone jak przy rozkta-
dzie Studenta-Gosseta.

Na przyktad jezeli o

+cos

gdy dany jest zakres X, np. X=2,5t0z (8) &

+cos

Tab. 2. Wspotczynniki kpc rozktadu COS%dla niepewnosci rozszerzonych
Tab. 2. Coefficients kpc of COS? distribution for expanded uncertainty

P (%) 50 68,3 90 95 99 99,7 100

kpc(x/X) 0,265 | 0,385 | 0,596 0,683 0,816 0,878 1

4. Poréwnanie rozktadéw Normalnego
i COS?

Rozktad + COS i jego szczegdlna postaé COS? jest rozktadem
niegaussowskim o ograniczonym rozstepie, czyli zakresie rozrzutu
wynikéw pomiarowych. Kilka przypadkow rozktadu COS? poda-
no na rys 2 wraz ze znormalizowanym rozktadem Normalnym
N(0,1) - krzywa 1, czyli o odchyleniu standardowym o =1.

048 )
é 3
3 S 3
A ",".1-3':' o 4
0.2
S
01] L
L 0 N } NSt
0 1,5 3,0

Rys. 2. Funkcje ggstosci prawdopodobienstwa (PDF):
1 —znormalizowany rozktad Gaussa, N(0,1) oraz trzy rozktady COS?
o réwnaniu f{x) =Acos’zAx, styczne do osi x i o polu 1, ;.:
2 — krzywa przechodzaca przez wierzchotek funkcji Gaussa,
3 — o standardowym odchyleniu o.cos=1,
4 — propozycja Greena [8] for(x) 0 A=1/2n
Fig. 2. Probability density functions PDF:
1 —N(0,1) Normal distribution (Gauss) and three distributions COS?,
given by equation f{x) =4cos’nAx, tangent to axis x and covering
area of 1,
2 — the curve crossing across top of function Gauss,
3 — curve of which standard deviation equals 1, o;cos=1, and
4 — Green suggestion [8] fgr(x) of which A=1/2n

PAK vol. 56, nr 9/2010

Dla krzywej nr 2 stycznej do wierzchotka rozktadu N(0,1)

A:1L20,19947 i X =+27~2,5

227

Warto$ci 4 mozna wyznaczy¢ tez dla zalozonych zakresow
2Xop, tOWnych lub mniejszych od okresu 2X funkcji (4) przy
przyblizeniu funkcji cos® do histogramu danych eksperymental-
nych w rozny sposob, np.: wedhug kryterium minimum sumy
kwadratow roznic lub modutéw roznic (metody MNK i MNM),
przyblizaniu do krzywej otrzymanej po uporzadkowaniu obserwa-
cji wedug ich wartosci, badz tez do ich PDF lub CPDF. Z symula-
cji wyniklo, ze wszystkie tak otrzymane funkcje optymalne cos’
przecinaja o$ y na wysokos$ci mniejszej niz wierzcholek rozktadu
Gaussa dobranego dla tych samych danych [5-7].

Aby poréwnaé przebieg rozkladu COS? z funkcja Gaussa doko-
nano ich wzajemnej aproksymacji opisanej szczegétowo w [5-7].
Znaleziono parametry kilku wariantow rozktadu +COS minimali-
zujac réznice pomigdzy obu krzywymi w zadanym arbitralnie
przedziale spetniajgcym warunek X, <X7 na osi x (lub odpowiada-
jacym mu przedziale na osi y), np. dla odchylen standardowych
funkcji Gaussa +2c, #2,5¢. Dla znormalizowanego rozkladu
Gaussa 0 6=1 byly to przedziaty +2, +2,5. Wykorzystano metod¢
dwuparametrowag MKM znajdujac 4 i B dla minimum kwadratu
réznicy pomigdzy krzywymi, lub tez jeden z tych parametrow, np.
A, wybrany tak, by krzywa przechodzita przez zadany punkt, np.
wierzchotek rozktadu Gaussa, badz by byty jednakowe odchylenia
standardowe ¢ obu funkcji. Dokladno$é przyblizenia okreslono
z r6znic pomi¢dzy PDF lub dystrybuantami CPDF obu rozktadow
przez odchylenie §rednie standardowe oraz maks. i min (%) lokal-
nych odchylen.

Roéznice Appr 1 Acppr trzech funkcji COS? z rys. 2 i znormali-
zowanego rozktadu Gaussa N(0,1) podano na rys. 3a, b.

b. Yol Ay,

Rys. 3. a) Roznice Appr rozktadow COoS*nr2,3,4z rys 2 i rozktadu Normalnego
N (0,1),tj. oo =1;
b) Réznice Acppr skumulowanych rozktadow COS*nr2,3,41 Normalnego
N (0,1)

Fig. 3. a) Differences of Appr for COS’n02,3,4 of Fig 2 vs. Normal N (0,1);
b) Differences of Acppr cumulative distributions COS? no 2, 3, 4 vs. N (0,1)

Roznice Appr rozktadu COS? w postaci krzywej 2, jak rowniez
Acppr jej dystrybuanty nie przekraczaja +2,1%. Natomiast Appr
krzywej 3 rozktadu COS? o tym samym odchyleniu standardowym
o=1, zmienia si¢ w nieco wigkszym zakresie (—3,7%, +2,8%), ale
nawet t¢ niedoktadno$¢ mozna zaakceptowa¢ w wigkszosci przy-
padkow szacowania niepewnosci typu A. Na rys. 3a,b podano tez
dla poréwnania parametry charakteryzujace funkcje f,,(x) zapro-

ponowang przez Greena i opisang w [8]. Krzywa ta ma A=1/(2x)
i odchylenie standardowe o.cos ~1,14. Roznice Appr i Acppr -
krzywe 4 na rys. 3a,b pomiedzy f,, (x) i znormalizowang funkcja

Gaussa sg znacznie wicksze niz dla funkcji COS? nr 3 przecho-
dzacej przez wierzchotek rozktadu Normalnego i dochodza do
+4,5% 1 —8,1%. Sg to wartosci nie do zaakceptowania dla wigk-
szo$ci pomiaréw w pracach naukowych i badaniach technicznych.

Najlepsza jest zbieznos¢ ~ + 0,01 z rozkladem Gaussa dla roz-
ktadu +COS o podniesieniu B>4 i przy optymalnie dobranych
dwu parametrach 4 i B [5-7]. Réznice sa dwukrotnie mniejsze niz
dla najlepszego COS? Jednak przebieg takiego rozktadu, podobny
do obcigtych krzywych Gaussa, jest niewygodny w uzyciu.
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Kazdy inny rozkltad Normalny, tj. o dowolnym odchyleniu
standardowym o;, moze by¢ rowniez aproksymowany przez od-
powiedni rozktad COS? o 4,=B; i X;=1/24;) wedtug takich przy-
padkow jak w kolumnach 2 - 6 Tab. 3. Z zaleznosci (8) wynika:

Ao, =4 i

, X, 0=Xo, 9)

Trzy PDF funkcji COS? aproksymujacych funkcje Gaussa o od-
chyleniach standardowych ¢;=(0,5; 1; 2) podano na rysunku 4.

Do wyznaczeniu rozszerzonej niepewno$ci pomiaréw trzeba
dokonywa¢ splotu rozktadow opisujacych poszczegdlne sktadowe
niepewnosci wypadkowej, czyli ich konwolucji, gdyz tylko splot
samych funkcji Gaussa zachowuje ten sam ksztalt i niepewnos¢
rozszerzong mozna wyznaczy¢ na podstawie wypadkowego od-
chylenia standardowego. Odchylenie standardowe SD splotu dwu
nieskorelowanych rozktadow wynosi

0,84 /1x)
aproksymujaey C S
A//N(O:O.S

aproksymujaey COS7

aproksymujacy COS]

NLOY \ l 2
TNC ¥
r 3 N(0; 1)
6 4 2 2 4 6

Rys. 4. Rozktady Normalne o zerowej wartosci $redniej, o =(1/2, 1, 2)
i odpowiadajace im rozklady COS? wyznaczone metoda
najmniejszych kwadratow

Fig. 4. Normal distribution functions of mean value equal zero and
o =(1/2, 1, 2) and relevant the best fitting COS? distributions
obtained by MSM method

6. =,/c’ +c7 (10)

gdzie: o+, 01, 0, — odchylenia standardowe.

Dla splotu dwu rozktadow COS? otrzymuje sie

— 2 2 _ 2 2
O o) = \jGCOSZI + Ccosty = 0.3615 \/ Xcoszl + XcosZ 2 (1 1)

Jako przyktad na rys. 5 przedstawiono splot dwu jednakowych
rozktadow COS?, czyli funkcji fix)=A(1+cos 2mx4) o parametrach:

-X<x<+X, A=B=0,2, X =25, 5_,=0,904,
6 = 0,997 , kurtosis' £ = 2,4 (taki jak dla PDF trojkatnego).
Taki splot ma zakres 4X=10, SD: o =1,28, Kurtosis

2(COS?y*

(eksces) E =2,71 i odchylenie standardowe G ,, ., Gous = 1,33 .

A fx)

(t‘OS:)*( COS%) »
auss 2 |

Gauss cos: /

X
»
'

-2,0 -15 1,0 05 0 05 1,0 15 2,0

Rys. 5. Rozklady PDF: 1 — COS?i 3 — splotu dwu jednakowych funkcji COS?;
2 —i4 - PDF-y najbardziej zblizonych do nich rozktadéw Gaussa
Fig.5. PDF-sof:1- COS? and 3convolution of two the same COS?;
and curves 2 -and 4 — the best fitting Gauss distributions (dotted line)

! Kurtosis E (eksces) jest stosunkiem momentu centralnego 4-go rzedu i standardo-
wego odchylenia rozktadu i ocenia smuktos¢ wzglgdem rozktadu Normalnego o £E=3.

Splot dwu funkcji COS? jest zblizony do rozktadu Normalnego
jeszcze bardziej niz pojedyncza funkcja COS?. Z rys 6 wynika, ze
odchylenie standardowe rdéznicy tego splotu i odpowiadajacego
mu rozktadu Normalnego jest dwukrotnie mniejsze niz dla poje-

dynczego COS?, tj. odpowiednio Appr = (0,11; 0,22)% .

Appi(x)

Rys. 6. Roznice Appr rozkladéw Gaussa i COS? (1) oraz ich splotow (2)
Fig. 6.  Appy differences of Gauss and COS? (1), and their convolutions (2)

Przyktad 1. Oszacowanie niepewnosci prébki wedtug
rozktadow Normalnego i COS?

Z wygenerowanej cyfrowo populacji pobrano losowo probke
o n=200 nieskorelowanych wartos$ciach x; symulujacych niezalez-
ne od siebie statystycznie obserwacje pomiarowe. Przy zastoso-
waniu dwu modeli PDF, rozktadu Normalnego i COS?, wyzna-
czono wynik pomiaru w postaci warto$ci mezurandu i jej niepew-
nosci rozszerzonej U(kp) o okreslonym prawdopodobienstwie P
dla przypadku, gdy niepewnos¢ u jest pomijalna.

Splot rozktadu COS? z r6znymi innymi PDF daje wyniki bardzo
zblizone do splotu funkcji Gaussa z tymi samymi PDF. Najlep-
szym estymatorem dla obu modeli rozktadow jest warto$¢ Srednia
x probki. Jej niepewnosci, standardowa i rozszerzone, bedg rézne
dla obu rozktadow. Przy pomijalnej niepewnosci sktadowej up
wyznacza si¢ je statystycznie i tylko na podstawie danych ekspe-
rymentalnych. Dla rozktadu Gaussa zastosuje si¢ zalecenia Prze-
wodnika GUM o szacowaniu niepewnosci u,, za$ dla rozktadu
COS? — opisane powyzej zaleznosci (4), (7) - (9) i wykorzysta sic
wartos$ci funkcji z Tabel 1 1 2. Oba te modele mozna zastosowac
do wyznaczania niepewnos$ci pomiaru, gdyz na poziomie istotno-
sci a=0,05 spetniajg test Kotgomorowa jak i 1.

Na rys. 7 przedstawiono:

1. histogram o j=17 przedziatach o wysoko$ciach #; jako stosun-
kach liczb zawartych w nich odchylen od wartosci $redniej
probki do liczby n wszystkich danych n;,

2. funkcje Gaussa o odchyleniu standardowym probki S(x;)=0,978
3. funkcje COS? o potzakresie X,=2,31 jako odlegtosci pomigdzy
warto$cig $rednig x =0 i najdalszym od niej wynikiem x;;.y
4. funkcje COS? 0 X, =2, 71 wyznaczonym wedulg (9) ze standar-

dowego odchylenia probki S(x;)

A x)
0.4

(%}
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4
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Rys. 7. Rozklady dla analizowanego przyktadu probki symulujacej dane
pomiarowe: 1- histogram o 17 przedziatach wysokosci A, 2 - jej PDF
Gaussa i dwa PDF-y COS?: 3 - o potzakresie X, do najdalszej obserwacji x,,
4 — o zakresie 2.X, dla SD probki

Fig. 7. Distributions of analyzed sample of simulated data: 1- Histogram of 17 bins
of ;, 2 — their Gauss PDF and two PDFs COS?: 3 — of half range X to the
most distant observation x,, 4 — of half range 2.X; for SD of sample
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Odlegtos¢ pomigdzy krancowymi odchyleniami x4y - X
probki wynosi 4,22.

Dla wartosci $redniej x probki w Tabeli 3 podano jej niepew-
nosci rozszerzone U (przy uz<<u,) o kilku poziomach ufnosci kp
(prawdopodobienstwach P=kp) dla rozktadow Gaussa i COS>.

Stopien przyblizenia kazdego z rozkladéow do danych probki
oceniono popularnym testem zgodnosci x> . Dla probki o #n=200
pomiarach i histogramu o 17 przedziatach otrzymuje sig:

(-
X — zoozfipf
Jj=1 p;

(12)

Wysokosci /; przedziatow histogramu sg utamkami n/n zawartych
w nich danych eksperymentalnych i danych probki.

Przy potzakresie X;=2,11, rownym odstepowi od wartosci $red-
niej do dalszego z krancow histogramu, test x> dla COS? byt nega-
tywny i aby go speli¢ potzakres rozszerzono do X;=2,31.

Jeszcze lepszy wynik tego testu dla COS? niz dla Gaussa uzy-
skano dla wigkszego polzakresu X,=2,71, ktory odpowiada odchy-
leniu standardowym probki S(x;)=0,978. Dla trzech rozpatrywa-
nych rozkltadow wyznaczono réwniez réznice wysokosci h,; prze-
dziatow histogramu i1 prawdopodobienstw dla $rodkowych ich
punktéw x; oraz odchylenia standardowe tych réznic, podane jako
u4(U) w ostatnim wierszu Tabeli 3.

Tab.3. Niepewnosci rozszerzone U o poziomach ufnosci kp dla wartosci
$redniej probki

Tab.3. Expanded uncertainties U of confidence levels kp for mean value
of the sample

COS? (0, X3) N (0,5)
Poziom
ufnosci P wspobtezynnik X=2,31 X=2,71 S(x;)=0,978
rozszerzenia kpc niepewno$¢ rozszerzona U
0,500 0,265 0,043 0,051 0,047
0,683 0,385 0,063 0,074 0,069 (1)
0,900 0,596 0,097 0,114 0,114
0,950 0,683 0,112 0,131 0,136
0,990 0,816 0,133 0,156 0,178
0,997 0,878 0,143 0,168 0,205
1 1 0,163 0,192 ©
Kryterium 2 Hisoos =237 19,5 6,05 7,98
w ) =X (f ) ~h) /=T 0,071 0,012 0,016

Wynikiem pomiaru jest warto$¢ srednia probki x wraz z oceng
jej doktadnosci przez niepewno$ rozszerzona U o wymaganym
prawdopodobienstwie P, tj.:

x=xxzU
gdzie: U - niepewno$¢ rozszerzona o prawdopodobienstwie P=kp.

Przy zatozeniu pomijalnej niepewnosci typu B, otrzymano:
wedlug modelu Gaussadla P = 0,997 :

w=xtk, S8 740,205
Jn
wedlug modelu COS?dla P = 0,997 :
— X] — —
x=xtk =x+0,143 lub x=xtk 2 =x+0,192

Pcﬁ > PC \/—

Oba warianty rozktadu COS? s lepszymi modelami dla rozka-
du danych eksperymentalnych rozpatrywanej probki niz rozktad
Gaussa. Np. niepewnos$¢ rozszerzona o poziomie prawdopodo-
bienstwa 0,997 dla modelu Gaussa jest o 43,4 % wigksza niz dla
COS? 0 potzakresie X;, lub o 22% - przy potzakresie X,. Ponadto

PAK vol. 56, nr 9/2010

dla modeli COS* mozna podaé przedzial, wewnatrz ktorego war-
to$¢ srednia x znajduje si¢ z prawdopodobiefistwem 1. Jest on
rowny zakresowi 2.X; tego rozktadu. Dla tego przyktadu wynosi on
+(2,36 lub 2,78) u, wedtug modelu Gaussa.

Test * jest niezbyt korzystny dla rozktadéw o ograniczonym
zakresie PDF 1 stopniowo narastajacych brzegach, tj. takich jak
trapez i COS?. Gestosci prawdopodobienstwa p; punktow bliskich
ich krancom sg mate, a ich sktadniki w tescie x> wedlug (12),
wskutek duzych wspotczynnikow wagi 1/p; , zbyt dominujace.
Lepiej jest stosowac inne kryteria do oceny rozbieznosci modelu
rozktadu i danych eksperymentalnych, np. test Kotgomorowa-
Smirnowa.

Przyktad 2. Ocena doktadnosci synchronizacji
czestotliwosci w telekomunikacji

Przyktad ten pokazuje przypadek spotkany juz w praktyce me-
trologicznej, gdy rozklad COS? lepiej odwzorowywal rzeczywiste
obserwacje pomiarowe niz rozktad Normalny. Sg to wyniki badan
stabilnosci czgstotliwo$ci generatora wzorcowego duzej czgstotli-
wosci stosowanego w telekomunikacji.

Transmisja sygnatéw cyfrowych w sieci telekomunikacji wy-
maga bardzo doktadnych zegaréw. Przyktad dotyczy pomiarow
kalibracji wzorca czasu w urzadzeniu telekomunikacyjnym za-
pewniajacym ich synchronizacj¢. Badaniom stabilnosci podlegaly
zegary kwarcowe, wzorcem byt pierwotny wzorzec czasu z oscy-
latorem cezowym zapewniajagcym doktadno$¢ 5-E-12. Pomiary
wykonywano w odstgpach co 2 godziny. Odchytki od wartosci
sredniej 2,048 MHz przedstawiono na rys. 8. Z 281 obserwacji
wykluczono dwie, gdyz byly obarczone blgdem nadmiernym,
pozostate 279 poddano dalszej obrobce. W zebranych wynikach
obserwacji nie wykryto zadnych wplywoéw periodycznych lub
aperiodycznych i nie stwierdzono tez autokorelacji wynikow.

Hz A A
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Rys. 8. Bledy pozorne synchronizacji czgstotliwosci generatorow w funkcji czasu
Fig. 8.  Apparent errors of generators frequency vs. time

Na rys. 9a przedstawiono histogram oraz aproksymujace go

dwa modele funkcji gestosci prawdopodobienstwa: konwencjo-
nalny- funkcja Gaussa i funkcja COS?.
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Rys. 9. a) Histogram blgdow pozornych oraz odpowiadajacy im model Gaussa
i COS? wyznaczone metoda najmniejszych kwadratow
b) Skumulowany histogram btgdow pozornych oraz odpowiadajacy im
model Gaussa i COS?

Fig. 9. a) Histogram of apparent errors and relevant Gaussian and COS? models
calculated based on minimal square error method
b) Cumulative histogram of apparent errors of Gauss and COS* models
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Na rys. 9b zaprezentowano odpowiadajace tym modelom sku-
mulowane funkcje gestosci prawdopodobienstwa. Oba te modele
mozna zastosowa¢ do wyznaczania niepewnosci pomiaru, gdyz na
poziomie istotnoci a=0,05 spetniaja test Kolgomorowa jak i 2.

W tabeli 4 zestawiono warto$ci niepewnosci Uc052
i Usauss obliczone przy zastosowaniu modelu COS® i Gaussa,
wraz z ich wspotczynnikami rozszerzenia dla poziomow ufnosci p
w pierwszej kolumnie. Procentowg réznice pomiedzy niepewno-
sciami wedlug modelu COS? w stosunku do modelu Gaussa,
odniesiong do Ucps” podano w kolumnie 6. Stosujac modut roz-
pigcia jako zakres cosinusoidy otrzymano wezszy przedziat nie-
pewnosci. Roznica jest wyrazniejsza przy wyzszych poziomach
ufnosci i zostata obliczona na podstawie zaleznosci:

U,

Gauss
A=

-U_ .
OS5 100 [%]

cos?

Tab. 4. Poréwnanie niepewnosci rozszerzonej czgstotliwosci generatora
wzorcowego przy stosowaniu modelu Gaussa i COS?

Tab. 4. Uncertainty comparison of standard generator frequency obtained
for Gaussian and COS? models

p kpcos” Ucos’, Hz FpGauss UGauss, Hz A, %
0,5 0,265 2,08E-06 0,675 2,38E-06 15
0,683 0,385 3,02E-06 1 3,53E-06 17
0,9 0,596 4,67E-06 1,65 5,80E-06 24
0,95 0,683 5,35E-06 1,96 6,92E-06 29
0,99 0,816 6,40E-06 2,58 9,09E-06 41
0,997 0,878 6,88E-06 2,97 1,05E-05 52
1 1 7,84E-06

5. Wnioski i podsumowanie

Ograniczony zakres rozrzutu warto$ci danych otrzymywanych
w badaniach eksperymentalnych i statystyce stosowanej uzasadnia
opisywanie ich modelami odpowiednio dobranych rozkladow
niegaussowskich. Mozna wowczas dokladniej oszacowaé sktado-
wa statystyczna niepewnosci wyniku warto$ci mierzonej niz me-
toda statystyczna typu A wedtug Przewodnika GUM [1]. W pracy,
podano wyniki badan zastosowania niekonwencjonalnego modelu
rozktadu gestosci prawdopodobienstwa (PDF) w postaci jednego
okresu podniesionej cosinusoidy, oznaczonej jako rozktad +COS.
Oto wnioski:

e Najprostszag posta¢ rozkladu +COS uzyskuje si¢ w przypadku
szczegb6lnym, gdy podniesienie cosinusoidy rowna si¢ jej ampli-
tudzie, czyli dla funkcji cos*(-). Granicznymi wartosciami roz-
stepu rozktadu sg wowczas punkty stycznosci jej sasiednich mi-
niméw z osig X. Ta posta¢ rozkladu, oznaczona symbolem
COS?, pozwala uniknaé niedogodnosci opisu danych rzeczywi-
stych przez wykladnicza funkcj¢ Gaussa przebiegajaca w nie-
skonczonym przedziale warto$ci + co.

e Z badan symulacyjnych wynika, ze dla rozktadu COS? mozna
tak zoptymalizowa¢ jego zakres 2X (czyli rozstep rozktadu)
i zwigzang z nim jednoznacznie amplitude A cosinusoidy, ze
réznica z rozktadem Normalnym w przedziale +2,5¢ nie prze-
kroczy +2,1%. Dla mniejszych przedzialéw dokladno$¢ przy-
blizania obu rozktadow jest nawet nieco wigksza [5-7].

e Dla cosinusoidy podniesionej o nieco wigcej niz jej amplituda,
tj. o B >4, przyblizenie jest jeszcze dwukrotnie doktadniejsze,
ale taka funkcja, podobnie jak obcigty na krancach rozklad
Normalny, ma pionowe odcinki ograniczajace i jej opis anali-
tyczny jest zbyt skomplikowany.

e Sploty rozkladow COS? i Normalnego z innymi rozktadami sa
podobne, a zaleznosci - dos¢ proste.

e Wykorzystanie modelu COS® w obliczeniach niepewnosci jest
fatwe. Dwa parametry: warto$¢ $rednig i rozstgp, dobiera si¢
odpowiednio do danych eksperymentalnych. Nie wymagane
jest nawet tworzenie histogramu oraz wyznaczanie odchylenia
standardowego ze wszystkich pomiardw wzorem o postaci

pierwiastka, jak dla rozktadu Gaussa. Mozna tez nie stosowaé
komputera i rozbudowanych tablic.

e Proces szacowania niepewnosci rozszerzonej przebiega naste-
pujaco: nalezy okresli¢ wstepnie zakres 2.X; funkcji COS?, nieco
szerszy niz wedlug krancowych wartosci rozrzutu pomiar6w
i sprawdzi¢ czy przy tej wartosci X; spetnione jest wybrane kry-
terium dla réznic rozktadu COS? i danych eksperymentalnych.
Jesli tak, to nastgpnie, mnozac warto$¢ X; poprzez odpowiedni
wspotczynnik z Tabel 2 lub 4 uzyskuje si¢ warto$¢ niepewnosci
rozszerzonej o zadanym prawdopodobienstwie, w tym tez row-
nym 1 dla 2X;, gdyz przedzialy o okreslonym prawdopodobien-
stwie sg powigzane statymi wspotczynnikami z okresem funkcji
cosz(-).

e Przydatno$é rozktadu COS® w praktyce zilustrowano Przykta-
dem 1 wyznaczenia niepewno$ci dla symulowanej probki da-
nych zaczerpnigtych z populacji losowej. Uzyskano doktadniej-
sze oszacowanie niepewnos$ci typu A niz wedhlug zalecen prze-
wodnika GUM opartych na funkcji Gaussa.

e W Przykladzie 2 zaczerpnigtym z praktyki metrologicznej
otrzymano, ze rozktad COS? lepiej odwzorowuje rzeczywiste
obserwacje pomiarowe niz rozktad Normalny. Byly to wyniki
badan stabilnosci czgstotliwosci generatora wzorcowego o wy-
sokiej czgstotliwosci, stosowanego w telekomunikacji.

e Przyjety w przykladzie 2 model COS? spemiat zaréwno test
Kotgomorowa-Smirnowa jak i )(z lepiej niz rozktad Normalny.
Mozna wigc byto stosowaé go do szacowania niepewno$ci wy-
niku pomiaréw. Otrzymano dla P=0,95 o kilkanascie % mniej-
sza niepewnos¢ rozszerzong niz typu A wedlug GUM oparta na
funkcji Gaussa. Uzyskany wezszy przedzial niepewnosci, tym
bardziej ro6zni si¢ od przedzialu wedlug modelu Gaussa, im
wyzszy jest poziom ufnosci. Istnieje tez przedziat o prawdopo-
dobienstwie 1.

e Rozklad COS? jest latwiejszy do wyznaczania niz Normalny.
Mozna go zastosowaé tez w programowalnych inteligentnych
przyrzadach i przetwornikach do pomiaru chwilowych wartosci
rozszerzajac ich funkcje o automatyzacje wyznaczania na bie-
zaco wartosci $redniej lub innego estymatora mezurandu, jego
trendu, 1 parametrow rozrzutu wynikow wraz z ciagla oceng
niepewnosci oraz odpowiednia forma prezentacji [3].
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