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Pomiar sztywnosci skretnej elementéw maszyn
przy zastosowaniu interferometrii holograficznej
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Ukonczyt studia na Wydziale Mechanicznym Politech-
niki Wroclawskiej w 1976r. W roku 1980 uzyskat
stopien doktora nauk technicznych na tym samym
Wydziale. Obecnie jest adiunktem w Wydzialowym
Zaktadzie Wytrzymatosci Materialdow przy Wydziale
Mechanicznym Politechniki Wroctawskiej. Zaintereso-
wania naukowe autora dotycza zagadnien zwigzanych z
interferometriag holograficzng oraz zagadnien zwigza-
nych ze statecznoscia dynamiczng uktadow mechanicz-
nych.
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Streszczenie

W wielu konstrukcjach mechanicznych wystgpuja elementy poddane
skrecaniu. Powyzsze elementy powinny charakteryzowac si¢ odpowiednia
warto$cig sztywnos$ci skretnej. Sztywno$¢ ta moze by¢ okreslona na pod-
stawie pomiaru kata skrecenia preta w funkcji momentu skrgcajacego.
Szczegolne trudnosci wystepuja w przypadku preta o przekroju niekoto-
wym. W powyzszym artykule okreslono sztywnos¢ skretng elementow
maszyn. Oceny tej sztywnosci dokonano na podstawie pomiaru prze-
mieszczen preta skrecanego o przekroju kwadratowym przy uzyciu interfe-
rometrii holograficznej. Wyznaczono wspodtczynnik sztywnosci skretnej
preta zdefiniowany przez autora.

Stowa kluczowe: interferometria holograficzna, sztywnosc¢.

Measurement of torsional rigidity of
the machine elements with use of
holographic interferometry

Abstract

Elements subjected to torsion in many mechanical construction are
occurred. The elements should be characterized by adequate value of
stiffness of torsional rigidity. This stiffness can be determined by the
measurement of the rod torsion angle vs. torsion moment function. The
particular difficulty appears when the rod section is non-circular. The
estimation of the torsional rigidity of machine elements is presented in the
paper. The rigidity estimation is based on the displacement measurement
of the rod of square section subjected to torsion and bending. The
measurements are made by the use of holographic interferometry. The
scheme of test stand is shown in Fig. 1. The investigated object is presented
in Fig. 2. Based on interferometry striac shown in Fig.3. the coefficient 5
according to the Saint Venant introduction is determined. In this paper there
are presented two methods for determining this coefficient. In the first
method the coefficient f based on measurement of angle of the rod is
determined. In the second method the bending line of beam is assumed.
Finally the equivalent of torsional rigidity K, defined by the author is presented.

Keywords: holographic interferometry, rigidity.
1. Wprowadzenie

W wielu konstrukcjach mechanicznych mozna spotkaé prety
skrecane jako elementy przenoszace znaczne obcigzenia. Przykta-
dem moga by¢ waly, wirniki oraz narzedzia stosowane w obrobce
skrawaniem takie jak wiertta, rozwiertaki i inne. O prawidlowej
pracy tych elementow w duzej mierze decyduje ich odpowiednia
sztywnos$¢ skretna. Sztywno$é t¢ mozna oceni¢ mierzac kat skre-
cenia w funkcji momentu skrgcajacego. Stosunkowo proste
i znane zaleznos$ci otrzymuje si¢ przy skrecaniu pretow o przekro-
ju kotowym. W przypadku skrecania pretow o przekroju niekoto-
wym pojawiaja si¢ przemieszczenia wzdluz osi, powstajace
w wyniku tzw. deplanacji czyli spaczenia. Przy projektowaniu
narze¢dzi pracujacych na skrecanie powstaje problem doboru od-

powiedniej sztywnosci skretnej. W artykule zaproponowano oceng
sztywnosci elementow skrecanych metoda holograficznego po-
miaru przemieszczen na przykladzie skr¢cania preta o przekroju
kwadratowym.

Przedstawiony tok rozumowania mozna przenie$¢ na pomiary
skrecania pretow o dowolnych przekrojach poprzecznych.

W przypadku pretow o przekrojach kotowych kat skrecenia ¢
opisany jest znanym wzorem:

p=""—, (1)

w ktorym: M- moment skrecajacy, [ - dlugos$é preta, G - modut
sprezystosci poprzecznej materiatu preta, /o - biegunowy moment
bezwtadnosci przekroju kotowego.

W 1855 r. de Saint-Venant otrzymal zalezno$ci opisujace roz-
ktad naprezen tnacych i podat nastgpujacy wzor na kat skrgcenia
w pretach o przekroju prostokatnym [1]:

M-l
fab’G’

@

gdzie: a - dluzszy bok prostokata, b - krotszy bok prostokata,
[ - wspbtezynnik, ktdrego warto$¢ jest zalezna od stosunku bokow
prostokata.

Wspoélezynnik f wprowadzony przez de Saint-Venanta, przy
stosunku bokow dazacym do nieskonczonosci, dazy do granicy
rownej 0,333. Dla przekroju kwadratowego £=0,141.

Ze wzordw (1) 1 (2) wynika, ze dla dowolnego przekroju preta
kat skrecenia mozna opisa¢ wzorem [1]:

M1
=2 3
=T (3)

w ktorym: I, - zaproponowany przez autora zastgpczy moment
bezwtadnosci przekroju skrecanego.
Wzory (1) i (2) mozna zapisa¢ w postaci

M, -1
Mt 4
9= G

gdzie: K, - wprowadzona przez autora zastgpcza sztywno$¢ preta na
skrgcanie opisana wzorem

K. =Gl, (5)

Dla przekroju kotowego K,=GI,, dla przekroju prostokatnego
K,=pab’G.

Z powyzszych zaleznosci wynika, ze znajomos¢ ¢, M;, [ po-
zwoli na obliczenie zastgpczej sztywno$ci preta na skrgcanie K.
Sztywnos¢ ta moze stuzy¢ do oceny podatnosci elementéw skre-
canych o dowolnych przekrojach poprzecznych.

2. Sformutowanie celu pracy

Celem artykulu jest do§wiadczalne sprawdzenie zaleznosci (2)
metoda holograficznego pomiaru przemieszczen. Badania prze-
prowadzono metodg skrecania preta kwadratowego, wykonanego
ze stali o dlugosci /=203 mm, o boku przekroju poprzecznego
a=25 mm. Duza dokladnos¢ metody holograficznej praktycznie
uniemozliwia realizacj¢ samego skrecania i dlatego z gory zatozo-
no obcigzenie skrecajaco-zginajace.
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3. Opis stanowiska badawczego

W pomiarach zastosowano stanowisko badawcze przedstawione
na rys. 1, ktorego opis zamieszczono w [3]. Podstawowym ele-
mentem stanowiska badawczego jest laser ILA120 firmy CARL-
ZEISS-JENA, ktory jest laserem argonowym, jonowym emituja-
cym $wiatlo zielone o dlugosci fali A=514,5 nm.

e 1/1 X

s

Rys. 1. Schemat stanowiska badawczego: 1 — laser, 2 — badany obiekt, 3 — ptytka
dzielaca $wiatlo, 4, 5 — zwierciadta, 6 — ptyta holograficzna, 7, 8 — soczewki
Fig. 1.  Teststand: 1 — laser, 2 — investigated object, 3 — plate of light division,
4, 5 — mirrors, 6 — holographic plate, 7, 8 — lens

Uktad optyczny sktada si¢ ze zwierciadet 3, 4, 5, soczewek 71 8
oraz ptyty holograficznej 6. Zadaniem tego ukladu jest wytworze-
nie wigzek swiatla laserowego i ich rejestracja.

Obiektem badan jest pret kwadratowy skrecany i zginany sita
skupiong P, przedstawiony na rys. 2. Pret umieszczono w szcze-
kach imadta, przymocowanego $rubami do stotu holograficznego
w postaci cigzkiej plyty zeliwne;j.

r
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Rys.2.

Rys. 2. Badany pret
Fig. 2.  Investigated rod

4. Pomiar przemieszczen preta skrecanego
i zginanego

Przemieszczenia poprzeczne preta mierzono za pomoca holo-
graficznej metody dwukrotnej ekspozycji [2, 4, 5]. Metoda ta
polega na wykonaniu dwoch naswietlen tej samej ptyty hologra-
ficznej w dwoch réznych stanach badanego obiektu. Na hologra-
mie zarejestrowane sa wowczas dwie fale przedmiotowe, ktore
rozchodzily si¢ od powierzchni obiektu podczas trwania kolejnych
naswietlen. O$wietlenie tak wykonanego hologramu wiazka od-
niesienia powoduje rozchodzenie si¢ za hologramem dwoch zare-
jestrowanych fal. Fale te, interferujac ze soba, wytwarzaja uktad
prazkéow zawierajacych informacje o wzajemnej roéznicy miedzy
zarejestrowanymi stanami.

W rozwazanym przypadku pierwsze naswietlenie wystepuje przy
braku obciazenia, drugie natomiast po obciazeniu preta zadana sita.
Przemieszczenia poszczegdlnych punktow preta  wyznaczono
Z nastgpujacego wzoru:

y=—n, (6)
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gdzie: n — numer kolejnego prazka, przy czym prazkowi przypisu-
je sie¢ numer o warto$ci rownej zeru, gdy wystepuje na tle punk-
tow, o ktorych wiadomo, ze nie ulegly przemieszczeniu, A — dtu-
gos¢ fali $wiatla spojnego, emitowanego przez laser, wynoszaca
514,5 nm.

W przypadku utwierdzenia idealnego, prazek zerowy powinien
leze¢ na precie w miejscu utwierdzenia, a kolejny prazek powinien
mie¢ rzad réwny jednosci. W rzeczywistym precie utwierdzenie
doznaje przemieszczenia i obrotu. Z tego powodu rzad prazka,
wystepujacego na utwierdzeniu, jest rozny od zerowego.

W dalszej analizie zatozono, ze pierwszy widoczny prazek, le-
Zacy na precie w poblizu imadta, ma rzad o warto$ci n=1. Z zalez-
nosci (6) wynika, ze przy danym obcigzeniu, prazki interferencyj-
ne powinny mie¢ ksztatt linii uko$nych. Ich przebieg, przeniesiony
z odpowiedniej fotografii, przedstawiono na rys. 3.

Rys.3.

Rys. 3. Obraz prazkéw interferencyjnych
Fig. 3.  Image of interferometry striae

Na podstawie obrazu prazkow interferencyjnych wyznaczono
wspotczynnik fdwiema metodami:

1. Metoda pierwsza zaktada znajomo$¢ sily obcigzajacej P i po-
lega na wyznaczeniu wspotczynnika £ na podstawie pomiaru kata
skrecenia ¢. Wspolczynnik ten mozna wyznaczy¢ z zaleznosci
podanej w [1]:

M -1
f=—35 7
goa4~G )

w ktorej M=P-r.

W obliczeniach przyjeto P=8,8 N, r=0,137 m, /=0,203 m,
a=0,025 m, G=8,4-10" MPa.

W celu wyznaczenia kata skrecenia ¢ narysowano pomocnicza
lini¢ na pregcie w przekroju obcigzonym sita P (linia AB na rys. 3.)
Na linii AB obrano odcinek, odpowiadajacy maksymalnej liczbie
prazkow. Kat skrecenia wyznaczono z zaleznos$ci:

Ay
_— ®)
? Ax
w ktore;j:
A
Ay=n=, ©)
Y 2

przy czym: Ax - odcinek na linii AB, na ktérym znajduje si¢ n=>5
prazkow.

Na podstawie pomiarow z fotografii otrzymano Ax=23,95 mm.

Po podstawieniu tych danych do zaleznosci (8) otrzymano kat
skrecenia ¢=0,536-10, ktorego znajomos¢ umozliwia obliczenie
wspotczynnika [ . Z zaleznosci (7) otrzymano £=0,142.

2. Druga metoda wyznaczenia wspotczynnika /3 polega na wy-
korzystaniu analitycznej postaci linii ugigcia preta. Rownanie osi
ugietej preta utwierdzonego i obcigzonego na koncu sitg skupiong

P ma posta¢ [1]:

2

po PRy X, (10)
6EI /
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gdzie: wspotrzedna x oznacza odlegto$¢ danego przekroju preta od
utwierdzenia, £ — modut sprezystosci podtuznej materialu preta,
J — moment bezwladnosci przekroju poprzecznego preta.

Po uwzglednieniu obrotu utwierdzenia, réwnanie (10) mozna
przedstawi¢ w postaci zmodyfikowane;j:

PIx? X
= 3— = |+ kx. 11
7 6E1[ lj (an

Jezeli zalozymy, ze wspolczynnik & jest niezalezny od wspot-
rzednej x, tzn. od numeru prazka, to wspotczynnik ten dla odpo-
wiednich numeréw prazkow n i m wzdhuz osi preta jest wyrazony
nastgpujacymi wzorami:

k:yJ_Plxm 3_xm ’ k:yn_Plxn 3_x7n (12)
X 6EI [ x, 6EI [

m n

Po poréwnaniu obu zalezno$ci, przedstawionych w (12) otrzy-

muje si¢:
Yu Vu )y
Pl xll 'xm

Il =C. 13
6E1 (v, —x, YOl -x, x,) >

Ze wzoru (13) wynika, Ze na podstawie pomiaru prazkow moz-
na wyznaczy¢ statg C, dzigki ktérej mozna obliczy¢ wartos¢ sity
P. Umozliwia to wyznaczenie wspotczynnika f. Z zaleznosci (7)
otrzymuje si¢ kolejno:

Pr/
= , 14
B 0a'G (14)
gdzie, na podstawie (13):
p=2EC, (s)
/
czyli:
6EICr
= . 16
B 0a'G (16)
Po podstawieniu
4
]=— oraz G= £ 17)
2(1+v)
otrzymuje sie:
ﬂ:(l-ru)Cr) (18)
4

gdzie: v - utamek Poissona materiatu preta.

W celu wyznaczenia statej C wzigto pod uwage dwa prazki:
n=20 (x,=208 mm) oraz m=10 (x,=128 mm) i wyznaczono ugigcie
osi preta. Po wyznaczeniu y, iy, z zaleznoSci

=m—,
Ym 5

otrzymano wartos¢ statej C rowna C=4,3-10° m™".

Po przyjeciu utamka Poissona v=0,28otrzymano, na podstawie
zaleznosci (18), warto§¢ £=0,1406.

Jak wida¢ obie metody daja bardzo zblizone wartosci wspot-
czynnikow f. Jest to doswiadczalnym potwierdzeniem poprawno-
$ci $cistego obliczenia wspolczynnika dla przekroju kwadratowe-
go przez Saint-Venanta (S, =0,141).
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Podatno$¢ pretow skrecanych mozna oceni¢ za pomoca pewne-
go parametru K,, wprowadzonego przez autora w [3]. Postepujac
w ten sposob, kat skrecenia preta mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

Ml
==

z

o (19)

gdzie K, jest zastgpcza sztywnoscia preta na skrecanie, opisang
wzorem:
K.=G-I, (20)

Dla przekroju kotowego K,=GlI,, dla przekroju prostokatnego
K,=pab’G. Z powyzszych zaleznosci wynika, ze znajomo$é ¢, Mg,
/ pozwala na obliczenie zastgpczej sztywnosci preta na skrgcanie
K,. Analogicznie, aby wyznaczy¢ sztywno$¢ preta na skrecanie
w celu wyznaczenia wspolczynnika £, nalezy wyznaczy¢ zastep-
czg sztywnos¢ preta K,. Wedlug pierwszej metody otrzymuje sie:

k. =ML @)
4

W ten sposob otrzymano wspotczynnik K; .

' Prl_83N-0,137m-0,203m

K, -
9 0,536-10

, (22)

K, =4566 Nm?>. (23)

Podobnie, wedlug drugiej metody, wyznacza si¢ wspotczynnik K ; .
L 4 4

K, =pa"G=0,1406-(0,025m)" -8,5-10"MPa.  (24)

K, =4613Nm?2 (25)
Otrzymane wyniki nie rdznig si¢ o wigcej niz o 1%.
5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono wyniki badan skrgcania preta o prze-
kroju kwadratowym. Badania eksperymentalne polegaty na holo-
graficznym pomiarze przemieszczen preta, poddanego skrecaniu
ze zginaniem. Pomiar ten umozliwil wyznaczenie kata skrgcenia
preta, a nastgpnie wspotczynnika S, wprowadzonego przez Saint-
Venanta. W analogiczny sposob wyznaczono sztywno$¢ zastepcza
K,, wprowadzong przez autora. Postepujac w podobny sposob
mozna wyznaczy¢ analogiczne wspotczynniki dla pretow o innych
przekrojach.
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