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Streszczenie 
 

W pracy dokonano analizy zjawiska fluktuacji wartości skutecznej sygnału 
cyfrowego, generowanego przez cyfrowe źródła wzorcowego napięcia 
przemiennego, wykorzystujące metodę bezpośredniej cyfrowej syntezy 
sygnału (DDS). Podano wzory umożliwiające wyznaczenie najbardziej  
i najmniej korzystnych, z punktu widzenia fluktuacji wartości skutecznej, 
nastaw inkrementu fazy układu DDS. Wzory te umożliwiają zdetermino-
wanie zakresu przestrajania układu DDS, dla którego wartość międzysz-
czytowa fluktuacji wartości skutecznej jest mniejsza od założonej warto-
ści. 
 
Słowa kluczowe: wartość skuteczna, cyfrowa bezpośrednia synteza sygna-
łu, źródła wzorcowego napięcia przemiennego. 
 

Fluctuations of the effective value of  
a sinusoidal signal, generated by sources 
using direct digital synthesis (DDS) 

 
Abstract 

 
The paper analyzes the phenomenon of fluctuations of effective value of 
the signal generated by the digital source of standard AC voltage. The 
source is based on the method of direct digital signal synthesis (DDS) with 
phase accumulation. Almost all of up to now published papers, dealing 
with properties of the signal generated by DDS sources, concentrate on 
spectral purity of the signal and methods of reduction of its unwanted 
spectral components (spurs). This paper focuses on effective value of the 
signal generated by the direct digital synthesizer. Authors wanted to check 
whether it was possible to use DDS in an AC standard voltage source 
generating a sinusoidal signal with very stable and accurate RMS value. 
Given are equations for easily setting the most and least favorable phase 
increments of DDS in terms of fluctuations in the effective value. These 
equations allow determination of the setting range of the phase increment 
of the DDS, for which the peak-to-peak fluctuations of the effective value 
are lower than assumed.  
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1. Wstęp 
 

W ostatnich latach obserwowany jest wzrost zainteresowania 
cyfrowymi źródłami wzorcowego napięcia sinusoidalnego [1, 2,  
3]. W niektórych rozwiązaniach, jak na przykład w źródle opisa-
nym w [4], do wytwarzania cyfrowych próbek sinusoidy wyko-
rzystuje się metodę bezpośredniej cyfrowej syntezy sygnału  
z akumulacją fazy (ang. Direct Digital Synthesizer, DDS). Zaletą 
źródeł z syntezą DDS jest duża rozdzielczość nastawy częstotli-
wości wytwarzanego sygnału, łatwość synchronizacji źródeł wie-
lofazowych, duża rozdzielczość nastawy przesunięcia fazowego 
między sygnałami wytwarzanymi przez źródła wielofazowe oraz 
relatywnie prosta konstrukcja. Na rysunku 1 przedstawiono sche-
mat blokowy źródła sygnału sinusoidalnego, wykorzystującego 
metodę DDS.  

 
 

 
 
Rys. 1. Schemat blokowy bezpośredniego cyfrowego syntezera  
Fig. 1. Block diagram of the direct digital Synthesizer 

 
Układ przedstawiony na rysunku 1 składa się z akumulatora fa-

zy, przetwornika faza - amplituda, przetwornika cyfrowo- analo-
gowego (C/A) oraz opcjonalnego filtru dolnoprzepustowego 
(LPF). Akumulator fazy, wraz z przetwornikiem faza – amplituda, 
wytwarza cyfrowe próbki sinusoidy i z tego powodu jest nazywa-
ny cyfrowym oscylatorem harmonicznym (ang. Numerically 
Controlled Oscillator, NCO) [5][6]. Akumulator fazy zbudowany 
jest z sumatora binarnego oraz rejestru fazy. Aktualna wartość 
słowa cyfrowego φ[n] na wyjściu akumulatora fazy jest sumą 
wartości Fr słowa przechowywanego w rejestrze inkrementu fazy  
i poprzedniej wartości φ[n-1], przechowanej w rejestrze fazy. 
Akumulator posiada ograniczoną pojemność i przepełnia się, gdy 
wartość na jego wyjściu jest większa od 2A-1, gdzie A jest liczbą 
bitów akumulatora. Częstotliwość, z jaką przepełnia się akumulator 
fazy, determinuje częstotliwość wyjściową fo układu DDS [7,  8]:  
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gdzie fs jest częstotliwością zegara taktującego układ DDS. 
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Rolę przetwornika faza – amplituda pełni zazwyczaj pamięć 
stała (ROM), która przechowuje odpowiednio przeskalowane  
i zakodowane cyfrowe wartości chwilowe funkcji sinusoidalnej 
(próbki). Pamięć ta jest adresowana wartością słowa przecho-
wywanego w akumulatorze fazy. Typowe wartości pojemności 
akumulatorów fazy, wyrażone liczbą bitów A, to 24, 32, 48. 
Cyfrowa wartość chwilowa przebiegu sinusoidalnego na wyjściu 
przetwornika faza-amplituda jest podawana na wejście prze-
twornika cyfrowo-analogowego, który przetwarza ją na napięcie. 
Sygnał z wyjścia przetwornika cyfrowo-analogowego jest 
opcjonalnie filtrowany za pomocą analogowego filtru dolno-
przepustowego. Jeśli słowo wyjściowe akumulatora fazy adresu-
je całą przestrzeń pamięci stałej, to wymagane jest zastosowanie 
pamięci o bardzo dużej pojemności. Aby tego uniknąć, do adre-
sowania pamięci wykorzystywanych jest tylko P najstarszych 
bitów akumulatora fazy. Związane z tym obcięcie słowa φ[n] 
powoduje powstanie niepożądanych składowych harmonicznych 
w widmie sygnału wytwarzanego przez źródło [7, 9]. Niekiedy 
w celu zmniejszenia pojemności pamięci, przechowywany  
w niej przebieg jest poddany odpowiedniej kompresji. Powoduje 
to dalsze pogorszenie czystości widmowej generowanego sygna-
łu sinusoidalnego [10].  

 
2. Cel pracy 
 

Celem niniejszej pracy jest zbadanie zjawiska fluktuacji warto-
ści skutecznej cyfrowego sygnału generowanego przez układ 
NCO. Założono, że nie występuje obcięcie słowa akumulatora 
fazy, oraz że nie wykorzystano żadnej z metod kompresji próbek, 
czy optymalizacji pamięci ROM. Rozważania dotyczą tylko części 
cyfrowej układu DDS. 
 
3. Model matematyczny układu DDS 
 

Funkcjonowanie akumulatora fazy można opisać zależnością: 
 

 AnFn
2r][  , (2) 

 
gdzie <x>y oznacza funkcję x modulo y – resztę z dzielenia x przez 
y, natomiast n jest indeksem aktualnie generowanej próbki sinuso-
idy, przy czym n = 0...2A – 1. 

Wartość chwilowa n - tej cyfrowej próbki na wyjściu przetwor-
nika faza – amplituda jest równa: 
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Na rysunku 2 przedstawiono przebieg czasowy φ(t) sygnału na 

wyjściu 3-bitowego akumulatora fazy dla Fr = 3 i okresu taktowa-
nia Ts = 1/fs. 
 
 

 
 
Rys. 2. Przebieg sygnału φ(t) na wyjściu akumulatora fazy  
Fig. 2. Signal φ(t) at the output of the phase accumulator 

 
 

W celu uproszczenia analizy dokonano unormowania tego cza-
su, tak, iż w dalszej części pracy Ts = 1. Kolejne próbki przedsta-
wione na rysunku 2 są liczbami naturalnymi, których wartości 
determinuje zależność (2). Na rysunku 2 akumulator fazy przepeł-
nia się trzykrotnie, przy czym: 

 
1) w okresie T1 sygnał jest syntetyzowany z próbek o indeksach 

n = 0,3,6; 
 
2) po przepełnieniu akumulatora, w okresie T2, sygnał jest syntety-

zowany z próbek o indeksach n = 1,4,7;  
 
3) w okresie T3 sygnał jest syntetyzowany z próbek o indeksach 

n = 2 i 5.  
 
Okresy czasu T1, T2, T3 powtarzają się cyklicznie. Liczba pró-

bek, po której sekwencja próbek na wyjściu akumulatora fazy 
powtarza się, nazywana jest okresem numerycznym (ang. Grand 
Repetition Rate, GRR). Okres ten można obliczyć ze wzoru [1]: 
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gdzie GCD(x,y) oznacza największy wspólny dzielnik liczb x i y. 

Ponieważ poszczególne indeksy próbek odpowiadają adresom 
pamięci ROM, dlatego sekwencja próbek na wyjściu przetwornika 
faza – amplituda także powtarza się po GRR próbkach. Na rysun-
ku 3 przestawiono przebieg schodkowy uH(t), który modeluje 
sygnał na wyjściu przetwornika faza – amplituda. Sygnał u(t) jest 
sygnałem sinusoidalnym o częstotliwości danej wzorem (1).  
W danym przypadku fo= fs·3/8. Można przyjąć, że sygnał schod-
kowy uH(t) jest aproksymacją sinusoidalnego sygnału u(t) 
o częstotliwości fo i amplitudzie Um. 

 
 

 
 
Rys. 3. Przebieg sygnału uH(t), na wyjściu przetwornika faza - amplituda  
Fig. 3.  Signal uH(t), at the output of the phase to amplitude converter 

 
Okres sygnału u(t) jest równy:  

 

 
r

U
2

F
T

A
 , (5) 

 
Natomiast dla sygnału uH(t) okres TGRR jest równy 8Ts.  
 
4. Obliczenie wartości skutecznej  

sygnałów 
 

Wartości skuteczne sygnałów: sinusoidalnego u(t) i sinusoidal-
nego schodkowego wygenerowanego przez układ z bezpośrednią 
syntezą częstotliwości wykorzystujący metodę akumulacji fazy 
uH(t) są odpowiednio równe: 
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Przy założeniu, że sygnał uH(t) aproksymuje sygnał u(t), war-

tość skuteczną UAH sygnału uH(t) za okres TU obliczyć można  
z zależności: 
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gdzie  

 s1 ;0 TGRRt  . (9) 

 
Funkcja UAH(t1) reprezentuje wartość skuteczną sygnału uH(t) 

obliczoną za okres TU, przy czym TU jest okresem sinusoidy u(t), 
aproksymowanej sygnałem uH(t). W celu wyznaczenia UAH(t1)  
z zależności (8), przyjęto, iż funkcja uH(t) jest dana wzorem: 
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gdzie  x  oznacza zaokrąglenie liczby x do najbliższej liczby 

naturalnej mniejszej od x.  
Funkcja uH1(t) przyjmuje te same wartości, co funkcja dana 

wzorem (3). Różnica między tymi funkcjami polega na tym, iż 
argumentem funkcji uH1(t) jest czas t. Dzięki temu funkcja uH1(t) 
może być poddana operacji całkowania po czasie. Na rysunku 4 
przedstawiono przebieg funkcji sinusoidalnej podniesionej do 
kwadratu u2(t) oraz przebieg funkcji sinusoidalnej aproksymowa-
nej przebiegiem schodkowym uH

2(t) podniesionej do kwadratu. 
Poniżej przedstawiono przebiegi czasowe funkcji u2(t) oraz uH

2(t) 
po przejściu przez idealny układ całkujący.  
 
 

 
 
Rys. 4. Przebiegi czasowe funkcji sinusoidalnej podniesionej do kwadratu u2(t), 

funkcji sinusoidalnej schodkowej podniesionej do kwadratu uH
2 (t)  

oraz  przebiegi czasowe całek tych funkcji 
Fig. 4.  Squared sine function u2(t), squared stair-shape sine function uH

2 (t)  
and their indefinite integrals  uc(t) and uC1(t) 

 

Przebieg uC1(t) będący przebiegiem całki nieoznaczonej z kwa-
dratu funkcji (10) można opisać zależnością: 
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gdzie H(x) jest funkcją skoku jednostkowego. Zależność (11) nie 
została wyznaczona analitycznie, jest ona opisem przebiegu funk-
cji uC1(t). 

Po przyjęciu powyższych założeń wartość skuteczną UAH(t1), 
zdefiniowaną wzorem (8), można obliczyć ze wzoru: 
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gdzie t1 jest dowolną chwilą czasu z przedziału danego wzo-
rem (9) czyli dowolną chwilą czasu w okresie numerycznym 
TGRR.  
 
5. Fluktuacje wartości skutecznej 
 

Fluktuacje wartości skutecznej UAH(t1) opisać można funkcją 
UFL(t1), zdefiniowaną następująco: 
 
     UtUtU  1AH1FL , (13) 

 
gdzie U reprezentuje wartość skuteczną sygnału sinusoidalnego 
u(t), który przedstawiono na rysunku 3.  

Na rysunku 5 przedstawiono przebieg funkcji UFL(t1) dla 
ośmiobitowego akumulatora fazy (A = 8) i inkrementu fazy 
Fr = 3. 

 
 

 
 
Rys. 5. Fluktuacje wartości skutecznej dla A=8 i Fr =3  
Fig. 5.  RMS fluctuation for A=8 and Fr =3 

 
Fluktuacje wartości skutecznej, przedstawione na rysunku 5, mo-

gą być opisane przez ich wartość międzyszczytową jako: 
 
      1FL1FLppFL, MinMax tUtUU  . (14) 

 
Na rysunku 6 przedstawiono zależność UFL,pp od inkrementu 

fazy Fr zawierającego się w przedziale od 1 do 2A/4. Obliczenia 
wykonano w programie Mathematica dla układu DDS z dwuna-
stobitowym akumulatorem fazy. 
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Rys. 6. Wartość międzyszczytowa fluktuacji wartości skutecznej w funkcji  

nastawy inkrementu fazy Fr dla DDS o A=12 
Fig. 6. Peak to peak value of the RMS fluctuation as the function of phase  

increment Fr for DDS with A=12 

 
Z wykresu przedstawionego rysunku 6 wynika, że wartość mię-

dzyszczytowa fluktuacji UFL,pp jest równa zeru dla wartości in-
krementu fazy Fr, równym potęgom liczby 2, tj. 1024, 512 itd. Na 
rysunku 6 można zauważyć, że pomiędzy wartościami inkrementu 
fazy Fr równymi 1024 i 512 wartość międzyszczytowa fluktuacji 
UFL,pp przyjmuje trzy minima lokalne dla inkrementów akumulato-
ra fazy równego 819, 683 oraz 585. Wartości UFL,pp są najmniejsze 
lub równe zeru dla inkrementów fazy Fr spełniających warunek: 
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gdzie N jest liczbą naturalną.  

Wartości UFL,pp są największe dla inkrementów fazy Fr spełnia-
jących warunek: 
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Zależności (15) i (16) umożliwiają łatwe wyznaczenie najbar-

dziej i najmniej korzystnych, z punktu widzenia fluktuacji warto-
ści skutecznej, nastaw Fr. Wyznaczenie tych wartości, na przykład 
metodą symulacyjną, jest czasochłonne. 

Na rysunku 7 przedstawiono zależność wartości międzyszczy-
towej fluktuacji UFL,pp od wartości inkrementu akumulatora fazy 
Fr danego wzorem (16) czyli uwzględniając tylko lokalne maksi-
ma z rysunku 6.  
 
 

 
 
Rys. 7. Lokalne maksima wartości międzyszczytowej fluktuacji wartości  

skutecznej w funkcji nastawy inkrementu fazy Fr dla DDS o A=12 
Fig. 7. Local maximums of peak-to-peak value of the RMS fluctuation as the 

function of phase increment Fr for DDS with A=12 

 

Obliczenia wykonano dla układu DDS z dwunastobitowym 
akumulatorem fazy. Na podstawie rysunku 7 wyznaczyć można 
zakres przestrajania układu DDS to znaczy taki przedział wartości 
inkrementów fazy, w którym wartość międzyszczytowa fluktuacji 
jest mniejsza od założonej wartości. Przykładowo, jeśli dla DDS  
z dwunastobitowym akumulatorem fazy wartość fluktuacji ma być 
mniejsza od 10-6, to inkrement fazy powinien zawierać się  
w przedziale od 1 do 72. Podobnie dla DDS z szesnastobitowym 
akumulatorem inkrement fazy powinien zawierać się w przedziale 
od 1 do 15371. 
 
6. Podsumowanie i kierunki dalszych prac 
 

W pracy podjęto próbę opisu zjawiska fluktuacji wartości sku-
tecznej sygnału cyfrowego, generowanego przez cyfrowe źródła 
wzorcowego napięcia przemiennego wykorzystujące metodę 
bezpośredniej cyfrowej syntezy sygnału z akumulacją fazy. Przed-
stawiono wzory umożliwiające łatwe wyznaczenie najbardziej  
i najmniej korzystnych, z punktu widzenia fluktuacji wartości 
skutecznej, nastaw inkrementu fazy układu DDS. Wzory te umoż-
liwiają zdeterminowanie zakresu przestrajania układu DDS, dla 
którego wartość międzyszczytowa fluktuacji wartości skutecznej 
jest mniejsza od założonej wartości. 

Planowane jest zamodelowanie wpływu zjawiska obcięcia sło-
wa akumulatora fazy oraz zbadanie wpływu rozdzielczości prze-
twornika C/A na wartość skuteczną sygnału wytwarzanego przez 
źródło z układem DDS. 
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