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Streszczenie

W pracy zaproponowano koncepcj¢ optymalnego wzmacniania konstrukcji
pretowych na podstawie analizy wrazliwosci systemowego wskaznika
niezawodnos$ci . W tym celu opracowano algorytm wyznaczania zmian 3
przy zmianach warto$ci zmiennych opisujacych poszczegélne elementy
wchodzace w skfad $ciezki zniszczenia. Przyjetym kryterium oceny byto
minimum przyrostu masy obiektu oraz uzyskany wzrost poziomu bezpie-
czenstwa. Przeprowadzona analiza pozwala na racjonalny i efektywny
sposob projektowania z uwzglednieniem losowego charakteru obcigzen
i parametrow projektowych.

Slowa kluczowe: analiza niezawodnos$ciowa, metoda $Sciezek zniszczenia,
kratownice przestrzenne.

Method of optimum reinforcing of space truss
structures with the use of sensitivity analysis
of system reliability index

Abstract

The paper deals with the problem of optimum reinforcing of space truss
structures. For that purpose two criteria are assumed — minimum self
weight increment and maximum reliability index increment. First chapter
contains introduction and general remarks about design in civil engineering.
In the second and third chapter basis of the theory of reliability are
introduced — definition of probability of failure (Fig. 1), linear approximation
method, Hasofer — Lind reliability index (Fig. 2), system reliability analysis
(Fig. 3) [1, 6, 7, 10]. Chapter 4 contains proposed algorithm of reinforcing
of truss structures. To find the most efficient method of reinforcing,
sensitivity analysis of failure mode reliability index is employed. The
dominant failure mode is obtained with the use of incremental method.
The profiles of the elements of the failure mode are changed and the
reliability index is calculated. The cross section of the bars are selected
from discrete set of steel elements. For each variation structural self weight
and reliability index is determined. Numerical example of the proposed
algorithm is analysis of truss dome (Fig. 5). The most significant concluding
remark is that the reliability analysis is an important part of design process
[4,5, 11].

Keywords: reliability analysis, failure mode method, space trusses.
1. Wprowadzenie

Obserwowany w ostatnich latach wzrost mocy obliczeniowej
komputerow zmienit w znaczacy sposoéb metody projektowania
konstrukcji budowlanych. Ogolna dostepnos¢ aplikacji numerycz-
nych oraz programéw wspomagajacych CAD sprawily, iz efektyw-
nos¢ i jakos¢ pracy konstruktorow ulegly poprawie. Wykonywane
wspolcze$nie analizy modeli numerycznych konstrukcji budowla-
nych sa precyzyjne, czesto rezygnuje si¢ ze stosowanych niegdy$
zalozen upraszczajacych obliczenia. Mozliwe stato si¢ rowniez
stosowanie bardziej zaawansowanych teorii obliczeniowych [3].

Ponadto zastosowanie znajdujg coraz czgséciej procedury wymaga-
jace obliczen wielokrotnie powtarzalnych, w tym analizy optyma-
lizacyjne. Dzigki temu projektowane obiekty sg coraz lzejsze,
spada zuzycie materialu, poprawiana jest ich funkcjonalno$é
i technologiczno$¢ wykonania [4, 8, 11, 12].

Jednoczesénie zauwazy¢ nalezy, iz procedury projektowe zawar-
te w obowiazujacych normatywach nie podlegaja zasadniczym
zmianom. Niezawodno$¢ konstrukcji zapewniana jest obecnie za
pomoca polprobabilistycznej metody wspotczynnikéw bezpie-
czenstwa. Istotag metody tej jest procentowe zmniejszanie wartosci
parametrow ksztattujacych nos$nos¢ elementow ustroju oraz
zwickszanie wartosci czynnikdw powodujacych ich wytezenie.
Warto§¢ wspoétczynnika zalezy od losowej zmienno$ci parame-
tréw 1 jest ustalana na podstawie analizy statystycznej. Zasadnicza
wada powyzszej metody jest brak analizy schematu zniszczenia
konstrukcji. W zaleznosci od przyjetego schematu pracy konstruk-
cji, w tym stopnia jej statycznej niewyznaczalnos$ci, awaria catego
obiektu spowodowana by¢ moze przez awari¢ pojedynczego
elementu badz tez pewnej sekwencji elementow. W oczywisty
sposob prawdopodobienstwo awarii jednego elementu jest na ogot
duzo wyzsze niz $ci§le okreslonej ich grupy. Stad tez celowa
i racjonalna wydaje si¢ koncepcja projektowania z uwzglednie-
niem najbardziej prawdopodobnych schematéw zniszczenia, co
prowadzi do efektywnego wykorzystania materialu. Analiza taka
moze by¢ uzasadniona zwlaszcza przy zastosowaniu procedur
optymalizacyjnych, ktére daza najczesciej do zmniejszenia kosz-
tow obiektu przez minimalizacje masy. Uzyskiwane w wyniku
deterministycznej optymalizacji rozwigzania mogg przekraczaé
dopuszczalne warto$ci prawdopodobienstwa awarii i wymagaé
wzmocnienia, przy mozliwie jak najmniejszej ingerencji w uzy-
skane efekty ekonomiczne. Szczegétowa analiza probabilistyczna
jest celowa zwlaszcza w przypadku typowych konstrukcji powta-
rzalnych oraz w przypadku obiektow uzytecznosci publicznej —
terminale portdw lotniczych, hale wystawowe, centra sportowe,
itp., ktorych awaria moze stanowi¢ zagrozenie dla duzej grupy
ludzi 5, 9].

2. Metody wyznaczania prawdopodobienstwa
awarii konstrukcji

Definicja prawdopodobienstwa awarii opiera si¢ na stocha-
stycznym opisie zmiennych losowych ksztaltujacych no$nosé
obiektu oraz jego wyt¢zenie. Na podstawie analizy statystycznej
mozliwe jest opisanie zmiennych losowych za pomoca odpowied-
nich rozktadéw prawdopodobienstwa i ich parametrow, ktore
stanowia rozktady brzegowe tacznej funkcji prawdopodobienstwa
(rys. 1). Zmienne losowe zestawiane sa w wektorze zmiennych
losowych X. Kolejnym etapem rozwazan jest ustalenie kryteriow
awarii dla pojedynczego elementu konstrukcji, ktore zapisane
zostaja w postaci wektora funkcji granicznych, zaleznych od
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przyjetych zmiennych losowych G(X)=0. Wykresem funkcji
granicznej jest powierzchnia awarii, na ktorej zgodnie z definicja
znajduja si¢ realizacje zmiennych spehniajace przyjete kryterium
w sposob réwnosciowy. Rozwigzania nie spetniajace kryterium
znajdujg si¢ w obszarze awarii £, spetniajace za§ — w obszarze
bezpiecznym 2. Widaé zatem, Ze obszary te stanowia dopelniaja-
ce si¢ podzbiory zawarte w przestrzeni zdarzen elementarnych .2
Dla zmiennej dwuwymiarowej powierzchni¢ awarii oraz obszary
1 £, przedstawiono na rysunku 1.

frs(R.'S)

obszar awarif G>0
(22

obszar bezpieczny

Rys. 1. Interpretacja geometryczna funkcji granicznej i obszaru awarii
Fig. 1.  Geometric interpretation of limit function and failure domain

Zgodnie z klasyczng definicja prawdopodobienstwo awarii opi-
suje si¢ jako taczne prawdopodobienstwo realizacji zawartych
w obszarze awarii

Pf:foX(X)dX )
!

W przypadku, gdy wektor zmiennych losowych X zawiera wigcej
niz trzy sktadowe, wyznaczanie prawdopodobienstwa awarii na
podstawie definicji i rébwnania (1) jest w zasadzie niemozliwe ze
wzgledu na trudnosci numeryczne przy catkowaniu po obszarach
wielowymiarowych. Opracowano szereg procedur upraszczaja-
cych, ktore generalnie dzieli si¢ na metody oparte na aproksymacji
powierzchni granicznej oraz metody symulacyjne. Wykorzysty-
wana w pracy metoda aproksymujaca First Order Reliability
Method (FORM) polega na szacowaniu prawdopodobienstwa
awarii P, poprzez aproksymacje¢ nieliniowej powierzchni granicz-
nej za pomocyg szeregu Taylora z rozwinigciem do pierwszego
rzedu. Przestrzen zdarzen elementarnych wraz z rozktadami brze-
gowymi oraz funkcjami granicznymi transformowana jest do
standardowej przestrzeni normalnej za pomoca transformacji
Rosenblatta. Punkt rozwinigcia w szereg Taylora, zwany punktem
projektowym, wyznaczany jest jako punkt potozony najblizej
poczatku uktadu wspolrzednych, a miarg prawdopodobienstwa
awarii staje si¢ wowczas odleglo$¢ aproksymowanej powierzchni
od poczatku uktadu. Tak okreslong miar¢ nazywa si¢ wskaznikiem
niezawodnoéci Hasofera — Linda f, za$ zalezno$¢ miedzy [
a prawdopodobienstwem awarii wyraza rOwnanie

Pr=@(-p) @)

gdzie @ jest dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego.
Wida¢ zatem, ze w procedurze FORM skomplikowane numerycz-
nie catkowanie zastgpione zostato prostym zagadnieniem optyma-
lizacji skalarnej z ograniczeniami

1
B=min(y"y)? @)
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przy czym y spelnia réwnosciowo warunek dany réwnaniem
funkcji granicznej (rys. 2) [1, 6, 7].

Rys. 2. Aproksymacja liniowa funkcji granicznej w punkcie projektowym y*
Fig.2. Linear approximation of a limit function in the design point y*

3. Analiza niezawodnosciowa systemoéow
konstrukcyjnych

Podczas analizy konstrukcji pod katem jej bezpieczenstwa nale-
zy uwzgledni¢ mozliwe schematy zniszczenia, zwane $ciezkami
awarii. W zalezno$ci od przyjetej geometrii oraz modelu oblicze-
niowego, liczba elementéw w danej Sciezce moze zmieniaé si¢ od
jednego — dla prostych obiektow statycznie wyznaczalnych, do
kilkudziesieciu — w przypadku ztozonych struktur przestrzennych.
W teorii niezawodnosci przyjmuje si¢ podzial na uktady szerego-
we, do zniszczenia ktorych wystarczy jeden element, oraz rowno-
legte, gdy awaria ustroju nastepuje po zniszczeniu wszystkich
elementow sktadowych (rys. 3 a, b). W przestrzennych przekry-
ciach kratowych o duzych rozpigtosciach liczba mozliwych $cie-
zek zniszczenia jest bardzo duza, przy czym liczba elementow
w danej $ciezce jest zmienna. Z punktu widzenia teorii niezawod-
nosci jest to zatem ztozony schemat mieszany, w ktérym poszcze-
gblne elementy pojedynczej Sciezki stanowig uktady réwnolegte,
za$ $ciezki — uklady szeregowe, gdyz awari¢ powoduje wystapie-
nie jednej z nich [1, 5, 9, 10].

a) b)

-

EEEE

Rys. 3. Przyklady schematow konstrukcyjnych: a) szeregowych; b) rownolegtych;
¢) mieszanych
Fig. 3. Example scheme of structure: a) series; b) parallel; ¢) combined

Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku realnych konstrukcji prze-
strzennych o duzych rozpigtosciach na ogdt niemozliwa jest anali-
za wszystkich $ciezek zniszczenia. Ze wzgleddw numerycznych
obliczenia ogranicza si¢ zatem do tzw. $ciezek dominujacych,
ktorych prawdopodobienstwo wystapienia jest wigksze od przyje-
tej warto$ci granicznej [1, 6, 10].
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4. Optymalne wzmacnianie konstrukcji na
podstawie analizy systemowej

Sformulowanie problemu

Numeryczne modelowanie procesé6w zniszczenia oraz analiza
niezawodno$ciowa konstrukcji pozwalaja na racjonalne wzmac-
nianie odpowiednich jej elementow. Dzigki temu mozliwe jest
efektywne i celowe wykorzystanie materiatu, a tym samym mini-
malny wzrost masy konstrukcji przy jednoczesnym zwigkszeniu
bezpieczenstwa do poziomu wymaganego. Zaproponowany algo-
rytm zastosowany moze by¢ dla rozwiagzan uzyskanych w proce-
sach optymalizacji deterministycznej, w ktérych w wyniku mini-
malizacji masy uzyskano rozwigzania o zbyt niskim poziomie
bezpieczenstwa, a takze dla standardowych rozwigzan inzynier-
skich. Jako podstawowe kryterium przyjeto minimum przyrostu
masy konstrukcji w odniesieniu do rozwigzania poczatkowego

min(Af), [ =30, 4; @

Jako zmienne decyzyjne traktowane sa przekroje pretow naleza-
cych do dominujacej $ciezki, ktore ulegng wzmocnieniu. Przekro-
je dobierane sg z katalogu aktualnie produkowanych elementow
stalowych. Takie sformutowanie decyduje o dyskretnym charakte-
rze problemu i wyznacza naturalne ograniczenia zbioru dopusz-
czalnego [4, 8, 11, 12]. Z punktu widzenia optymalizacji parame-
trami pozostajg obcigzenia i topologia konstrukcji.

Proponowany algorytm rozwiazania

Rozwigzanie problemu realizowane jest dwuetapowo. W pierw-
szym kroku wyznaczane sg $ciezki zniszczenia, ktorych prawdo-
podobiefistwo przekracza przyjeta warto$¢ graniczng P,,. Sciezki
te stanowia sekwencje pretow, ktorych jednoczesne zniszczenie
prowadzi do awarii konstrukcji jako catosci. Za awari¢ elementu
uznano sytuacj¢ przekroczenia naprezen dopuszczalnych dla
danego materiatu lub, w przypadku pretow $ciskanych, globalng
utratg¢ stateczno$ci wedlug Eulera, co wyrazono za pomoca lokal-
nej funkcji granicznej G,

G, =1 o 5)
=TT
of
o :{6,.0, gdy 0,20
l o/", gdy o, < 0
o= EJ,
oA

Natomiast awaria konstrukcji w ujeciu globalnym rozumiana jest
jako brak zdolnosci do przenoszenia zadanych obcigzen, co na
0g6t rownoznaczne jest z przejsciem w mechanizm kinematycznie
zmienny. W ujeciu numerycznym opisuje si¢ to jako stan, gdy
determinant globalnej macierzy sztywnosci K osigga wartosé
bliskg zeru.

Materiat sprezysto-plastyczny

<

odksztatcenia &

naprezenia o

Rys. 4. Relacja naprezenia — odksztatcenia dla materialow sprezysto—plastycznych
Fig. 4. Stress — strains relation for ductile materials

W celu wyznaczenia $ciezek zniszczenia przeprowadzono ana-
liz¢ nieliniowa przy zatozeniu modelu biliniowego Prandtla [3].

Na podstawie analizy wskaznikow niezawodnosci poszczegdl-
nych elementéw wyznaczano pre¢ty o najwiekszym prawdopodo-
bienstwie zniszczenia. Nastepnie okreslano obcigzenie niszczace,
po czym dokonywano redystrybucji obciazenia, po przejsciu danego
elementu w stan plastyczny. Opisang procedur¢ powtarzano do
spelnienia warunku opisujacego globalng awari¢ konstrukcji.
W kolejnym etapie przeprowadzano analizg statystyczng w celu
wyznaczenia prawdopodobienistwa jednoczesnego wystapienia
awarii pretow w okreslonej $ciezce. Jako zatozenie przyjeto, ze
z punktu widzenia statystyki zdarzenia te sa niezalezne, a zatem
prawdopodobienstwo ich iloczynu jest rowne iloczynowi ich
prawdopodobienstw. Mozliwe jest wowczas rowniez okreslenie
wplywu poszczegélnych czynnikoéw na prawdopodobienstwo
awarii $ciezki. Numeryczna analiza wrazliwosci wskaznika nie-
zawodnosci i-tej $ciezki f; na zmiany przekrojow pretow wcho-
dzacych w jej sklad pozwala wyznaczy¢ elementy, ktorych
wzmocnienie wplywa najkorzystniej na prawdopodobienstwo

awarii $ciezki
Max| 28 7
00X},

gdzie X jest wektorem zawierajacym przekroje pretow w danej n-
elementowej $ciezce, k=1,n. Takie sformulowanie umozliwia

racjonalne sterowanie przyrostem masy w celu zwickszenia po-
ziomu bezpieczenstwa konstrukc;ji.

Przyklad numeryczny zaproponowanego algorytmu
Przyktadem zastosowania opisanego algorytmu jest analiza

przekrycia w postaci powloki kratowej o rozpigtosci 15 m i wyso-
ko$ci 5 m (rys. 5).

Rys. 5. Analizowana powloka kratowa
Fig. 5. Analyzed truss-bar dome

Wezty kratownicy potozone sg na powierzchni fragmentu czaszy
sferycznej [2]. Zalozono obciazenie w postaci sit skupionych
pionowych o wartosciach 75 kN w weztach na potowie po-
wierzchni powloki. Przyjeto osiowo—symetryczny rozktad profili
elementow, przy czym prety pogrupowano w szes$¢ stref sztywno-
sci (rys. 6).

,,,,,,,,,,,,,,,,, strefa 1
,,,,,,,, strefa 2
————— strefa 3
—_— strefa 4
— strefa 5

— strefa 6

Rys. 6. Uktad profili w konstrukcji
Fig. 6. Layout of the truss—bar dome

Zestawienie przyjetych podczas analizy profili pr¢téw poszcze-
gblnych stref przedstawiono w tabeli 1.

Przedstawiona konstrukcje poddano analizie niezawodno$cio-
wej zgodnie z opisanym powyzej algorytmem. W pierwszym
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etapie wyznaczono wskazniki niezawodnos$ci f wedtug procedury
Hasofera — Linda. Uwzglgdniono przy tym losowa zmienno$é
obcigzen oraz wybranych parametrow projektowych — $rednicy
i grubosci preta oraz granicy plastycznosci stali i modutu Younga
(tab. 2). Podczas analizy przyjeto elementowe funkcje graniczne
zgodne z rownaniami 5 i 6.

Tab. 1. Zestawienie profili pretow
Tab. 1. Profiles of bar in analyzed structure
strefa 1 strefa 2 strefa 3 strefa 4 strefa 5 strefa 6
v profilu rura rura rura rura rura
YPP okragta okragtla okragta okragta okragta okragta
$rednica D, mm 54 54 76,1 88,9 88,9
gmb‘t’sifrz‘a“k‘ 56 56 56 56 56
Tab. 2. Przyjgte parametry statystyczne
Tab. 2. Assumed statistic parameters
o granica
obcigzenie $rednica gn,_lbos? plastycz- modut
Scianki . .
rury D nosci stali Younga £
rury ¢ R
.
rozktad prawdo- 1 I 1 I I
podobicﬁstwa normalny normainy normalny normalny normainy
wpdlezynnik 02 0,1 0,1 0,1 0,05
zmiennosci v

W drugim etapie analizy przeprowadzono analiz¢ metoda przy-
rostowa, w wyniku ktorej wyznaczono dominujaca $ciezke znisz-
czenia (rys. 7).

Rys. 7.
Fig. 7.

Wyznaczona $ciezka zniszczenia
Obtained failure mode

Wyznaczona $ciezka zniszczenia sktada si¢ z siedmiu elemen-
tow, przy czym elementy te naleza do réznych stref sztywnosci.
Zakladajac niezalezno$¢ zdarzen prawdopodobienstwo awarii
Sciezki Py oszacowano na 3,40x 10" - co odpowiada wskaznikowi
niezawodnos$ci f = 10,73. Nastepnie traktujac wskaznik f jako
funkcje zalezng od profili pretoéw wchodzacych w sktad Sciezki

okreslono wrazliwo$¢ f na zmiany poszczeg6lnych profili B .
k
Tab. 3. Wyznaczone zmiany wskaznika niezawodnosci oraz cigzaru konstrukcji
Tab. 3. Obtained gradients of the reliability index and structure weight
zmiana zmiana zmiana zmiana
AX, AXy, AX;, AXg AXy, AXs AX;
AB 1,1028 0,1056 0,6737 2,6405
AF, kN 0,69 0,84 0,14 1,29
2 prayrost wakoZnike
wodnosei
1T B prayrost igzan
Sl I -
zmigna X1 zmiona X2 X3 X6zmigna X4 X5 zmiona X7
Rys. 8.  Wyznaczone zmiany wskaznika niezawodno$ci oraz cigzaru konstrukeji
Fig. 8.  Obtained gradients of the reliability index and structural weight
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Zmienne profile pr¢tow dobierano z dyskretnego katalogu pro-
dukowanych elementéw. Zatozono, ze zmiana profilu preta powo-
duje zmiang profili wszystkich pretow nalezacych do danej grupy,
a zatem wrazliwo$¢ f na zmiany X;, X3 1 Xg oraz X 1 X5 sa jedna-
kowe. Dla kazdego wariantu wzmocnienia obliczono przyrost
ciezaru konstrukcji AF. Wyniki analizy zamieszczono w tabeli 3
i przedstawiono na rysunku 8. Z analizy wykresu przedstawionego
na rysunku 8 wynika, ze zmiana warto$ci zmiennej X;, wigzaca si¢
ze zmiang S$rednicy pretow strefy 5 (rys. 6), powoduje znaczacy
wzrost wskaznika niezawodnosci f, z drugiej strony jednak wzra-
sta znaczaco masa konstrukcji. Podobna sytuacja ma miejsce
w przypadku zmiany Xj i X5 — prety strefy 2 — przy czym przyro-
sty s3 wowczas mniejsze. Najwigksza wrazliwo$¢ wspotczynnika
f uzyskano przy zmianie X; — prety strefy 6 — jednak przyrost
masy jest duzy. Za zdecydowanie niekorzystne uznaé nalezy
natomiast wzmacnianie pretow strefy 4, gdyz zmiana X;, X3 1 X;
spowodowala znaczny wzrost masy, natomiast wskaznik nieza-
wodnosci nie zmienit si¢ znaczaco. Na drodze dyskusji uzyskanych
wynikéw stwierdzi¢ mozna, ze efektywnym sposobem wzmocnie-
nia analizowanej konstrukcji jest zwigkszenie $rednicy pretow strefy
2, gdyz wigze si¢ z minimalnym przyrostem masy powtoki.

5. Whnioski

W pracy zaproponowano algorytm analizy niezawodno$ciowej
konstrukcji kratowych traktowanych jako system prgtow. W celu
wyznaczenia prawdopodobienstwa awarii poszczegoélnych ele-
mentéw uwzgledniono losowa zmienno$¢ obcigzen dziatajacych
na konstrukcje oraz wybranych parametréw projektowych. Domi-
nujaca Sciezke zniszczenia konstrukeji jako cato$ci wyznaczono
metodg przyrostowa. Nastgpnie okreslono wptyw poszczegolnych
elementow wchodzacych w sktad Sciezki zniszczenia na wskaznik
niezawodno$ci $ciezki. Dzigki temu mozliwe jest opracowanie
koncepcji efektywnego wzmocnienia konstrukcji przy jak naj-
mniejszym przyroscie masy. Podstawowym wnioskiem wynikaja-
cym z przeprowadzonych analiz jest fakt, ze analiza niezawodno-
Sciowa obiektow znaczaco poprawia jako$¢ rozwigzan konstruk-
cyjnych oraz pozwala na racjonalne projektowanie przy zatozo-
nym poziomie bezpieczenstwa konstrukcji.
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