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Streszczenie

Celem pracy jest omowienie i pordwnanie metody analitycznej oraz nume-
rycznej rozwigzywania zagadnien optymalizacji wieloetapowych proce-
s6w decyzyjnych Markowa. Procedury obliczeniowe zilustrowane sa na
przyktadzie zadania optymalizacji izotermicznej kaskady reaktorow.
Opisana zostata rowniez procedura numeryczna umozliwiajaca optymali-
zacj¢ procesu oparta na zasadzie optymalnosci Bellmana. Wskazane sa
réwniez wady i zalety kazdej z metod jak i zakres ich stosowalnosci.

Stowa kluczowe: proces Markowa, zasada optymalnos$ci, optymalizacja
wieloetapowa.

Application of Bellman’s principle for
dynamic optimization of a process - example

Abstract

The aim of this work is to present and to compare the analytical and
numerical method of optimization multilevel Markov processes. For the
sake of the integrity of the work an essence of optimality principle for
Markov processes and short derivation of Bellman’s equation is given.
Calculation procedures are illustrated on an example of isotherm cascade
of reactor optimization. Analytical solution of the problem was given by
S. Sieniutycz and Z. Szwast [5]. The main goal of this work is to present
a simple numerical optimization procedure based on Bellman’s principle
and to compare the numerical results with an analytical solution from the
literature [S]. Tables 1-3 shows respectively a comparison of values of
state and decision variables and values of optimal functions for the 3-level
process obtained in the numerical and in the analytical way. Figure 2
shows an evolution of the state variable for different initial states and
known fixed final state. Obtained numerical results comply with analytical
ones. The simplicity of the presented method is an undeniable advantage
and gives a great opportunity of application.

Keywords: Markov process, optimality principle, multi-level optimization.
1. Wstep teoretyczny
W wielu dziedzinach nauki takich jak przyktadowo inzynieria

procesowa, teoria sterowania czy ekonomia matematyczna, mamy
do czynienia z procesami decyzyjnymi. W wielu zagadnieniach

z tych dziedzin wykorzystuje si¢ metod¢ programowania dyna-
micznego jako efektywng metode stosowana do optymalizacji
wieloetapowych proceséw decyzyjnych. Teoretyczng podstawa do
poszukiwania rozwigzania zadania programowania dynamicznego
jest zasada optymalnosci Richarda Bellmana bgdaca swego rodza-
jem rozszerzeniem zasady przyczynowosci. Kluczowg sprawg jest
okreslenie, czy modelowany proces jest procesem Markowa bo-
wiem tylko dla takich procesow stuszna jest procedura optymali-
zacji oparta na zasadzie Bellmana. Celem tej pracy jest zaprezen-
towanie - na przyktadzie - numerycznej procedury realizujacej
zasade Bellmana, umozliwiajacej rozwigzywanie zagadnien opty-
malizacji wieloetapowych, sekwencyjnych proceséw decyzyjnych.

Zasada optymalnosci

W literaturze dotyczacej matematycznych metod optymalizacji
oraz teorii sterowania mozna znalez¢ rézne sformutowania zasady
optymalnos$ci. Réznice zwigzane sg gtdéwnie ze stopniem abstrak-
cji rozwazanych zagadnien, matematyzacja zagadnienia lub
z polem zastosowan [1-7]. Niech punktem wyjscia do dalszych
rozwazan bedzie sformutowanie zasady optymalnos$ci podane
przez jej tworce Richarda Bellmana [1].

Rozwazmy dyskretny, N etapowy proces Markowa. Jest to pro-
ces w ktorym po dowolnej liczbie decyzji k, wptyw pozostatych
(N-k) etapow procesu decyzyjnego na zysk catkowity zalezy tylko
od stanu uktadu przy koncu k-tej decyzji i od decyzji nastgpnych.
Przez pojecie decyzja rozumie¢ nalezy decyzj¢ etapowa. Dla
takiego procesu zasada optymalnos$ci wyraza si¢ nastgpujaco:

Strategia optymalna ma te wlasnosé, ze jakikolwiek bytby stan
poczqgtkowy i decyzja poczqtkowa, pozostate decyzje muszqg two-
rzy¢ strategie optymalng z punktu widzenia stanu wyniklego
z pierwszej decyzji.

Sformutowana zasada postuzy do wyprowadzenia réwnania
Bellmana dla dyskretnego N-etapowego procesu Markowa nazy-
wanego rowniez w literaturze [3] procesem sekwencyjnym.

Réwnanie Bellmana

Majac na uwadze gtdwny cel artykulu tj. numeryczne zastoso-
wanie zasady optymalnos$ci, rownanie Bellmana zostanie przed-
stawione zgodnie z ksiazka S. Sieniutycza i Z. Szwasta [5]. Zwy-
kle obliczenia optymalizacyjne przy uzyciu zasady optymalnosci
prowadzi si¢ przeciwnie do kierunku uptywu czasu totez wprowa-
dzona przez nas notacja bedzie zgodna z tym zwyczajem. Roz-
wazmy N-etapowy proces decyzyjny Markowa.
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Rys. 1. Schemat blokowy wieloetapowego procesu decyzyjnego
Fig. 1. Multi-level decision process scheme
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W ogblnym przypadku stan x, oraz decyzja u, sa wektorami
o r i odpowiednio o p skiadowych, to znaczy x,=(x'.x%....x")
iu,=u' 4. u"). Na kazdym etapie procesu nastepuje transfor-
macja stanu wejsciowego x, w stan wyjsciowy x, ;. Jako, iz na
kazdym etapie transformacja wektora stanu moze by¢ innej posta-
ci, ogodlna posta¢ rownania stanu ma forme:

=Tn(x”,un), (D

n-1

gdzie 7, transformacja na n-tym etapie. Wprowadzmy teraz
wskaznik jakosci (funkcj¢ celu) dla badanego procesu.

N
S('xN’uN""’ul): ZDn(xn’un)

n=1

n=12,...,N, (2

gdzie D, jest wskaznikiem jakosci dla n-tego etapu. Zadanie
optymalizacji polega na minimalizacji funkcji S. Funkcj¢ jakosSci
optymalnej definiujemy jako:

fn(xn)z min(iDi(xi,ui)j i=12,...,n, 3)

Uy pestly, | 4
! i=1

przy zachowaniu ograniczen na zmienne decyzyjne. Otrzymali-
$my w ten sposob Nxp wymiarowe zagadnienie optymalizacji,
poniewaz na kazdym z N etapow nalezy podjac p decyzji. Decyzje
po n-tym etapie nie wpltywaja na proces decyzyjny na tym etapie,
wigc wzor (3) mozna przeksztatci¢ do postaci:

£, (xn ) = min[D” (x” U, )+ min [HZI D, (x, U, )D . 4)

u, 1) 5l -
n e AT

Zauwazmy, ze drugi czlon wyrazenia (4) jest funkcja jakosci opty-
malnej dla podprocesu -1 etapowego, co pozwala zapisa¢ wyrazenie
(4) w postaci:

f.(x,)=min(D, (x,.u,)+ £, (x,,)). (5)

Korzystajac z rownania stanu mozna zapisa¢ zwigzek (5) w po-
staci:

£,(x,)=min(D, (x,..u, )+ £, (T, (x,u,))- ©)

Formuta (6) przedstawia rekurencyjne réwnanie programowa-
nia dynamicznego tak zwane rownanie Bellmana dla N-etapowego
dyskretnego procesu sekwencyjnego. Rownanie to pozwala spro-
wadzi¢ Nxp-wymiarowe zagadnienie optymalizacji do sukcesyw-
nego rozwigzania N zadan optymalizacji z ktorych kazde jest
p-wymiarowe.

2. Procedura obliczen

W dostepnej literaturze [1-7] istnieje bardzo mato praktycznych
zastosowan zasady Bellmana, oméwionych na przyktadach. Istnie-
jace przyktady zazwyczaj sa rozwigzane w sposob analityczny,
ktory znacznie ogranicza potencjalne zastosowania rozwazanej
zasady optymalnosci. W celu przedstawienia numerycznej proce-
dury rozwigzywania problemdéw przy pomocy rownania Bellmana,
odwotamy si¢ do przyktadu z ksigzki Sieniutycza i Szwasta [5],
rozwigzanego w sposob analityczny i porownamy wyniki z nume-
rycznym rozwigzaniem tego problemu.

Przyklad [5]

Obiektem optymalizacji jest izotermiczna kaskada reaktorow
w ktorej zachodza pojedyncze odwracalne reakcje pierwszorze-
dowe. Przyktad zostal zapisany przy uzyciu wprowadzonych
wczesniej juz symboli i notacji. Zalezno$¢ (7) okre$la stgzenie
wyjsciowe x,.; w funkcji stgzenia wejsciowego x, i bezwymiaro-
wego czasu przebywania u,.

e’n

_ XM, +X,

X 0<x,<0,7 n=12,....,N . @)

n-1

X =X
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Na zmienne stanu narzucono ograniczenia technologiczne. Zadane
jest rowniez stezenie rOwnowagowe x,, stan x, oraz xy. Zadanie
optymalizacji polega na minimalizacji sumarycznego bezwymia-
rowego czasu przebywania. Nalezy zatem zminimalizowaé wyra-
zenie postaci:

s=Yu,. (8)

Rozwiazanie analityczne

W celu rozwigzania zagadnienia okreslmy funkcje jakosci opty-
malnej zgodnie ze wzorem (6) wykorzystujac zaleznosci (7) i (8).
Otrzymamy wtedy:

JACRE min[x"“xuf,” (%, )J, ©)

Xe = Xp

gdzie fy(xo)=0. Procedura obliczen jest nastgpujaca:
e Do wzoru (9) podstawiamy n=1 i otrzymujemy funkcj¢ zmien-
nych xy 1 x;:

fl(xl)=min(w+.fi>(xo)]=w» (10)

xe _x0 xe _x()

e Minimalizujemy funkcj¢ f; po zmiennej x,. Minimalizacja ta
jest trywialna poniewaz warto$¢ x jest zadana.

e Nastepnie do wzoru (9) podstawiamy warto§¢ n=2
i otrzymujemy funkcje¢ zmiennych x; i x,:

+x°_x1j. (11)

xe _'xO

filx)= min(x] —2

o ‘xe - xl

e Minimalizujemy wyrazenie (11) po zmiennej x; otrzymujac mini-
mum w punkcie:

X (xz): Xe _[(xe X )(xe —Xo )]075' (12)

¢ Otrzymany stan x; dany wzorem (12) podstawiamy do wyraze-
nia (11) otrzymujac jawna postac f>(x).

e Nastepnie do wzoru (9) podstawiamy n=3 i wykorzystujac
rownanie (12) otrzymujemy f3(x;) oraz zalezno$¢ x,(x3). Obli-
czenia kontynuujemy dla kolejnych » az do n=N.

e Znajac warto$¢ xy okreslamy fy(xy) 1 xy.1(xy). Znajac wartosé
Xy.1 okreslamy warto$¢ fi.i(xy.;) itd. az do f;(xy).

Podana wyzej procedura jest bardzo zmudna i trudna rachun-
kowo zwlaszcza kiedy rownanie stanu jest skomplikowane, wek-
tor stanu jest diugi, a liczba etapow duza. Wymaga rowniez za-
awansowanej znajomosci analizy matematycznej, bowiem poszu-
kuje si¢ na dalszych krokach obliczen, zwigzkow rekurencyjnych,
ktérych dowodzenie jest klopotliwe. Dlatego celowe staje si¢
zaproponowanie numerycznej metody rozwigzywania opartej na
przedstawionej procedurze.

Rozwiazanie numeryczne
W celu optymalizacji wieloetapowego procesu decyzyjnego
przy uzyciu zasady optymalnosci nalezy rozwigza¢ rownanie
Bellmana w posta¢ wzoru (6). Wazne przy tworzeniu tablic warto-
$ci funkcji jest uwzglednienie ograniczen narzuconych na zmienne
decyzyjne. W trakcie procesu obliczeniowego zmienia si¢ zbior
dopuszczalnych warto$ci zmiennych decyzyjnych, zatem na kazdym
etapie obliczen nalezy sprawdza¢ czy otrzymana tablica funkcji f°
powstata z aktualnego zbioru wartosci zmiennych decyzyjnych.
Procedura numeryczna sktada si¢ z nastepujacych etapow:
o Okresli¢ koncowy stan uktadu x.
e Sporzadzi¢ tablice wartosci funkcji fi(x,x;) podstawiajac n=1
do wzoru (6).
o Okresli¢ minimum funkcji f1(xo,x) 1 zalezno$¢ f;(x;) w postaci tablicy.
e Podstawi¢ n=2 do wzoru (6) i otrzymac¢ tablice wartosci funkcji
Jo(x1,%2)-
e Okresli¢ minimum funkcji f5(x;,x,) 1 otrzymaé tablicg warto$ci
funkcji f(x,).
e Procedur¢ kontynuowa¢ do n=N. Po wykonaniu wszystkich
krokow dysponujemy tablica f,(x,) dla n=1,2,...,N.
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e Znajac stan xy mozna odczyta¢ na podstawie tablicy fy(xnXn.1) stan x.;.
e Znajac stan xy., mozna okresli¢ warto$¢ fy.i(xy.1), a na podsta-
wie tablicy fy.j(xy.1,Xy.2) mozna okresli¢ stan xy.,. Obliczenia

kontynuujemy az do uzyskania f;(x;) oraz x;.

Niewatpliwym mankamentem tej metody jest koniecznosé
przechowywania tablic funkcji f,,(x,.,x,.1) dla n=1,2,...,N, poniewaz
dopiero po dokonaniu pierwszej fazy obliczen jesteSmy w stanie
stwierdzi¢, ktore optymalne elementy tablic f,(x,.x,.1) dla
n=1,2,...,N stanowig rozwigzanie zagadnienia. Dzieje si¢ tak
dlatego, iz nie jesteémy w stanie przewidzie¢ wynikéw obliczen
dalej niz na jeden krok i tylko na podstawie tego kroku podejmu-
jemy (etapowa) decyzje.

Celem pracy nie jest doktadna analiza wynikow zadania opty-
malizacji izotermicznej kaskady reaktorow, a jawne pokazanie
numerycznej procedury obliczeniowej. Opisana procedura zostata
zaimplementowana w programie MATLAB. Majac na uwadze
istnienie analitycznych rozwigzan rozwazanego przykladu, tabele
1 1 2 zawieraja poréwnanie optymalnych warto$ci zmiennych
stanu oraz optymalnych warto$ci zmiennych decyzyjnych, otrzy-
manych w sposob numeryczny i analityczny dla procesu
3-etapowego. W tabelach przedstawiono réwniez wartosci bez-
wzglednych roznic pomigdzy wynikami odpowiadajacymi roz-
wigzaniom analitycznym i numerycznym.

Tab. 1. Zestawy zmiennych stanu dla procesu 3-etapowego otrzymane w sposob
analityczny i numeryczny

Tab. 1. Comparison of state variables for the 3-level process obtained in the
numerical and in the analytical way

Numeryczne Analityczne Réznica
X3 X2 Xy Xo | X3 X X Xo Ax, Ax;
0,0 | 0,400000 | 0,600000[ 0,7 0,0 |0,400000{0,600000(0,7 0 0

0,1 [0,434000 | 0,608750| 0,7 10,1 |0,434069|0,6087070,7 {6,9E-05 |4,3E-05

0,2 10,469750 | 0,618250| 0,7 0,2 [0,469807]0,618288(0,7 |5,7E-05 |3,8E-05

0,3 10,507500 | 0,629000| 0,7 |0,3 [0,507598]0,629002(0,7 |9,8E-05 |2,4E-06

0,4 |0,548000 | 0,641250| 0,7 |0.4 [0,548016]0,641260(0,7 |1,6E-05 |9,9E-06

0,5 |0,592000 | 0,655750] 0,7 [0,5 0,591992[0,655775|0,7 |8,4E-06 |2,5E-05

0,6 |0,641250 | 0,674000] 0,7 [0,6 0,641260/0,674008|0,7 |9,9E-06 [7,9E-06

Tab. 2. Zestawy zmiennych decyzyjnych dla procesu 3-etapowego otrzymane
w sposéb analityczny i numeryczny

Tab.2. Comparison of decision variables for the 3-level process obtained in
the numerical and in the analytical way

Numeryczne Analityczne Roznica
us U u; us Uy U Auy Auy Auy
1,00000 | 1,00000 | 1,00000 | 1,00000|1,00000 | 1,00000 0 0 0

0,91260 |10,91370| 0,91250 10,91293]0,91293 | 0,91293 |3,3E-04|7,7E-04 [4,3E-04
0,81680 |0,81710|0,8175010,81712]0,81712| 0,81712 |3,2E-04|2,1E-05 [3,8E-04
0,70940 |0,71050 0,71000 |0,709980,70998 | 0,70998 |5,8E-04 |5,2E-04 [2,4E-05
0,58730|0,58740 0,58750 10,58740|0,58740| 0,58740 | 1,0E-04|1,1E-06[9,9E-05
0,44230 |10,44190| 0,44250 10,44225)0,44225| 0,44225 |5,0E-05 |3,5E-04[2,5E-04
0,25980 |0,25990 0,26000 | 0,25992]0,25992| 0,25992 | 1,2E-04|2,1E-05 [7,9E-05

Na rysunku 2 przedstawione zostaly wartosci zmiennych stanu
w funkcji numeru stanu. Zgodnie z przyjeta notacja, jako stan
poczatkowy przyjmujemy stan x;. Na wykresie pokazano zmiang
warto$ci zmiennych stanu zgodnie ze strzatka czasu, wige stanowi
x3 na wykresie odpowiada numer 1. Stan koncowy x, posiada
numer 4. Na rysunku 2 pokazano przyktadowa ewolucje wektora
stanu uktadu dla r6znych stanéw poczatkowych uktadu zachowu-
jac ustalony stan koncowy.

stan poczatkowy x
stan poczatkowy x
stan poozatkowy x
stan poczatkowy xN=0.6

Wartosc zmiennej stanu

Numer stanu

Rys. 2. Zalezno$¢ wartodci zmiennej stanu w funkcji numeru stanu
Fig. 2. Relation of value of state variable vs. number of state

PAK vol. 56, nr 6/2010

W tabeli 3 przedstawiono zestawy wartosci funkcji jakosci
optymalnych dla réznych stanéw poczatkowych x3, dla podproce-
sOW w procesie 3-etapowym otrzymane w sposob analityczny
i numeryczny. Rysunek 3 przedstawia zalezno$¢ wartosci funkcji
jakosci optymalnej dla réznych standw poczatkowych i ustalonym
stanem koncowym dla danego podprocesu w funkcji numeru
podprocesu.

Tab. 3. Zestawy funkcji jakosci optymalnych dla podproceséw w procesie
3-etapowym otrzymane w sposoOb analityczny i numeryczny

Tab. 3. Comparison of the optimal functions for subprocesses in 3-level process
obtained in the numerical and in the analytical way

Numeryczne Analityczne Roznica
S i A S S S Afs 4> 4fi
3,00000 ]2,00000] 1,00000 |3,00000{2,00000] 1,00000 0 0 0

2,73880 |1,82620] 0,91250 [2,738791,82586] 0,91293 | 6,5E-06 | 3,4E-04 |4,3E-04
245140 |1,63460] 0,81750 [2,45136] 1,63424] 0,81712 | 3,8E-05 | 3,6E-04 | 3,8E-04
2,12990 |1,42050] 0,71000 |2,12993 | 1,41995] 0,70998 |2,8E-05 | 5,5E-04 | 2,4E-05
1,76220 | 1,17490] 0,58750 | 1,76220] 1,17480] 0,58740 |3,2E-069,8E-05 | 9,9E-05
1,32670 [0,88444] 0,44250 | 1,32675]0,88450] 0,44225 [4,9E-05|5,9E-05 | 2,5E-04
0,77976 [0,51992 0,26000 [0,77976]0,51984] 0,25992 |3,1E-067.8E-05 | 7,9E-05

Funkcja jakosci optymalnej dla xN=0
Funkoja jakosci optymalnej dla xN=0,2
Funkcja jakosci optymalnej dla xN=0,4
Funkcja jakosci optymalnej dla xN=0,6 [

oxOm

Wartosc funkciji

2
Numer podprocesu

Rys. 3. Zalezno$¢ wartosci funkcji jakosci optymalnej dla danego podprocesu
w funkcji numeru podprocesu
Fig. 3. Relation of value of optimal quality function vs. subprocess number

3. Podsumowanie

Celem pracy bylo oméwienie i porownanie metody analitycznej
i numerycznej rozwigzywania zagadnien optymalizacji wieloeta-
powych proceséw decyzyjnych Markowa na przykltadzie znanym
z literatury, dotyczacym zadania optymalizacji izotermicznej
kaskady reaktoréw. Opisane procedury obliczeniowe zostaty
przedstawione w jak najprostszej formie. Zamierzonym celem
autorow bylo ukazanie réznic i podobienstw obu metod, jak row-
niez ukazanie ich wad i zalet. Co warto podkresli¢ doktadnos$¢
metody numerycznej jest silnie zwigzana z rozmiarem przyjetej
sieci weztdw obliczeniowych; przy zastosowaniu obecnych kom-
puteréw ilo$¢ wezlow w sieci moze by¢ bardzo duza. Metoda
numeryczna posiada niewatpliwa przewage jesli chodzi o zwigk-
szanie wymiarowoS$ci zagadnienia, mozna za jej pomoca liczy¢
efektywnie zagadnienia optymalizacji o duzej liczbie etapow,
z kolei nie uprawnia ona do okreslania w sposob $cisty zachowan
asymptotycznych. Rozwigzania analityczne dajag mozliwo$¢ ta-
twego badania parametrycznosci zagadnienia oraz uprawniaja do
badania zachowan asymptotycznych.
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