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S t r e s z c z e n i e  
 

Pod a no p od sta wowe d ef inicj e i twierd z enia  d oty cz ą ce d od a tnich  uk ł a d ó w 
d y sk retny ch  nieca ł k owiteg o rz ę d u ora z  om ó wiono ich  sta b ilnoś ć  a sy m p to-
ty cz ną . Pod a no wa runk i k oniecz ne i wy sta rcz a j ą ce sta b ilnoś ci a sy m p to-
ty cz nej  wed ł ug  sk ł a d owy ch  i sta b ilnoś ci wy k ł a d nicz ej  d od a tnich  uk ł a d ó w 
d y sk retny ch  nieca ł k owiteg o rz ę d u. Prz ed sta wiono p rz y k ł a d y  num ery cz ne 
ilustruj ą ce p rob lem  sta b ilnoś ci a sy m p toty cz nej  wed ł ug  sk ł a d owy ch   
i sta b ilnoś ci wy k ł a d nicz ej . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  liniowe uk ł a d y  d y sk retne nieca ł k owiteg o rz ę d u, d od a t-
nioś ć , sta b ilnoś ć  a sy m p toty cz na  wed ł ug  sk ł a d owy ch , sta b ilnoś ć  wy k ł a d ni-
cz a . 
 
Co m po n en t w ise asy m pt o t ic  st ab il it y  an d  
ex po n en t ial  st ab il it y  o f  t h e po sit iv e f r ac t io n al  
disc r et e-t im e l in ear  sy st em s 

 
A b s t r a c t  

 
I n p ositive sy stem s inp uts, sta te va ria b les a nd  outp uts ta k e only  non-
neg a tive va lues. E x a m p les of  p ositive sy stem s a re ind ustria l p rocesses 
involving  ch em ica l rea ctors, h ea t ex ch a ng ers a nd  d istilla tion colum ns, 
stora g e sy stem s, com p a rtm enta l sy stem s, wa ter a nd  a tm osp h eric p ollution 
m od els. A va riety  of  m od els h a ving  p ositive linea r sy stem s b eh a viour ca n 
b e f ound  in eng ineering , m a na g em ent science, econom ics, socia l sciences, 
b iolog y  a nd  m ed icine, etc. Positive linea r sy stem s a re d ef ined  on cones 
a nd  not on linea r sp a ces. T h eref ore, th e th eory  of  p ositive sy stem s is m ore 
com p lica ted  a nd  less a d va nced . T h e concep t of  p ositive f ra ctiona l d iscrete-
tim e linea r sy stem s h a s b een introd uced  in [ 6]  a nd  th e rea ch a b ility  a nd  
controlla b ility  to z ero of  p ositive f ra ctiona l sy stem  h a s b een investig a ted  in 
[ 10] . I n th is p a p er th e p rob lem  of  th e com p onentwise a sy m p totic sta b ility  
a nd  ex p onentia l sta b ility  of  th e p ositive f ra ctiona l sy stem s will b e solved . 
T h e p a p er is org a niz ed  a s f ollows. I n section 2 th e b a sic d ef initions a nd  
th eorem s concerning  th e p ositive f ra ctiona l sy stem s a re reca lled  a nd  th eir 
a sy m p totic sta b ility  is d iscussed . T h e m a in result of  th e p a p er is p resented  
in section 3  a nd  4 . N ecessa ry  a nd  suf f icient cond itions f or th e com p onentwise 
a sy m p totic sta b ility  a nd  ex p onentia l sta b ility  of  th e p ositive f ra ctiona l 
sy stem s a re esta b lish ed . T h e consid era tions a re illustra ted  b y  num erica l 
ex a m p les in section 5. T h e a lg orith m  in M AT L AB , wh ich  a llows th e test 
of  th e com p onentwise a sy m p totic sta b ility  a nd  ex p onentia l sta b ility  of  th e 
p ositive f ra ctiona l sy stem s is p resented . H ow d oes p resented  p roced ure 
work  is step -b y  step  d escrib ed . I n section 6 th e rela tionsh ip  b etween th e 
com p onentwise a sy m p totic sta b ility  a nd  ex p onentia l sta b ility  is p resented . 
C onclud ing  rem a rk s a nd  op en p rob lem s a re g iven in section 7 . 
 
K e y w o r d s :  linea r d iscrete-tim e f ra ctiona l sy stem s, p ositivity , com p onentwise 
a sy m p totic sta b ility , ex p onentia l sta b ility . 
 
1 .  Wpr o w adzen ie 
 
W  u k ł a d a c h  d od a t n ic h  w y m u sz e n ia ,  z m ie n n e  st a n u ,  od p ow ie d z i 

i w a r u n k i p oc z ą t k ow e  p r z y j m u j ą  w a r t oś c i n ie u j e m n e .  P r z y k ł a d a m i 
t a k ic h  u k ł a d ó w  są  p r oc e sy  w  r e a k t or a c h  c h e m ic z n y c h ,  w  w y m ie n -
n ik a c h  c ie p ł a ,  w  k ol u m n a c h  d e st y l a c y j n y c h ,  it p .  Z  u k ł a d a m i t a k im i 

Mg r inż. Robert  CI MOCH OW S KI  
 
U r o d z i ł  s i ę  w  1 9 8 5  r o k u  w  G r a j e w i e .  S t u d i o w a ł  n a  
W y d z i a l e  E l e k t r y c z n y m  P o l i t e c h n i k i  B i a ł o s t o c k i e j  n a  
k i e r u n k u  E l e k t r o t e c h n i k a  ( s p e c j a l n o ś ć :  A u t o m a t y k a   
i  T e c h n i k a  M i k r o p r o c e s o r o w a ) .  D y p l o m  m a g i s t r a  
i n ż y n i e r a  e l e k t r y k a  u z y s k a ł  w  2 0 0 9  r o k u .  W  t y m  
s a m y m  r o k u  p o d j ą ł  s t u d i a  d o k t o r a n c k i e  n a  W y d z i a l e  
E l e k t r y c z n y m  P o l i t e c h n i k i  B i a ł o s t o c k i e j .  P r z y g o t o w u -
j e  p r a c ę  d o k t o r s k ą  z  z a k r e s u  t e o r i i  u k ł a d ó w  d o d a t n i c h .  
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c z ę st o sp ot y k a m y  się  w  t e c h n ic e ,  e k on om ii,  m e d y c y n ie ,  it p .  L it e -
r a t u r a  d ot y c z ą c a  u k ł a d ó w  d od a t n ic h  j e st  d oś ć  b og a t a  [ 3 ,  4 ,  6 ] .  
P r ob l e m  st a b il n oś c i a sy m p t ot y c z n e j  d od a t n ic h  u k ł a d ó w  n ie c a ł -

k ow it e g o r z ę d u  b y ł  r oz p a t r y w a n y  w  p r a c a c h  [ 1 ,  2 ,  5 -9 ] .  
W  p r a c y  t e j  z ost a n ą  p od a n e  w a r u n k i k on ie c z n e  i w y st a r c z a j ą c e  

st a b il n oś c i a sy m p t ot y c z n e j  w e d ł u g  sk ł a d ow y c h  i st a b il n oś c i w y -
k ł a d n ic z e j  d od a t n ic h  u k ł a d ó w  d y sk r e t n y c h  n ie c a ł k ow it e g o r z ę d u .  
R oz w ią z a n ie  p r ob l e m u  st a b il n oś c i w e d ł u g  sk ł a d ow y c h  i st a b il n o-
ś c i w y k ł a d n ic z e j  d od a t n ic h  u k ł a d ó w  n ie c a ł k ow it e g o r z ę d u  z ost a -
n ie  p r z e d st a w ion e  n a  p r z y k ł a d z ie  n u m e r y c z n y m .  P od a n o w  ś r o-
d ow isk u  M A T L A B  p r og r a m  u m oż l iw ia j ą c y  b a d a n ie  st a b il n oś c i 
w e d ł u g  sk ł a d ow y c h  i w y k ł a d n ic z e j  u k ł a d ó w  n ie c a ł k ow it e g o r z ę -
d u .  P r og r a m  t e n  m oż e  z n a l e ź ć  z a st osow a n ie  m ię d z y  in n y m i p r z y  
b a d a n iu  u k ł a d ó w  r e g u l a c j i a u t om a t y c z n e j .  
P r a c a  m a  n a st ę p u j ą c ą  st r u k t u r ę .  W  p u n k c ie  2  p od a n e  są  p od -

st a w ow e  d e f in ic j e  i t w ie r d z e n ia  d ot y c z ą c e  d od a t n ic h  u k ł a d ó w  
d y sk r e t n y c h  n ie c a ł k ow it e g o r z ę d u .  W  p u n k c ie  3  p od a n o w a r u n k i 
k on ie c z n e  i w y st a r c z a j ą c e  st a b il n oś c i a sy m p t ot y c z n e j  w e d ł u g  
sk ł a d ow y c h  d od a t n ic h  u k ł a d ó w  n ie c a ł k ow it e g o r z ę d u .  W  p u n k c ie  
4  p od a n o w a r u n k i k on ie c z n e  i w y st a r c z a j ą c e  st a b il n oś c i w y k ł a d -
n ic z e j  d od a t n ic h  u k ł a d ó w  n ie c a ł k ow it e g o r z ę d u .  W  k ol e j n y m  
p u n k c ie  p r z e d st a w ion o p r z y k ł a d  n u m e r y c z n y  r oz w ią z a n y  p r z y  
p om oc y  p od a n e g o p r og r a m u .  W  p u n k c ie  6  p od a n o z a l e ż n oś ć  
m ię d z y  st a b il n oś c ią  a sy m p t ot y c z n ą  w e d ł u g  sk ł a d ow y c h  or a z  
st a b il n oś c ią  w y k ł a d n ic z ą .  P u n k t  7  z a w ie r a  p od su m ow a n ie  p r a c y  
or a z  p r ob l e m y  ot w a r t e .  
  

2 .  D o dat n ie uk ł ady  dy sk r et n e n iec ał k o w it eg o  
r zę du 

 
S k or z y st a j m y  z  d e f in ic j i r ó ż n ic y  w st e c z n e j  n ie c a ł k ow it e g o r z ę -

d u  w  p ost a c i [ 1 0 ]  
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p r z y  c z y m  ℜ∈α ,  },2,1{1 K=∈<<− Nnn α  j e st  r z ę d e m  r ó ż n i-
c y  w st e c z n e j  or a z   
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R oz p a t r z m y  l in iow y  d y sk r e t n y  u k ł a d  n ie c a ł k ow it e g o r z ę d u  op i-

sa n y  r ó w n a n ia m i 
++ ∈+=∆ ZkBuAxx kkk ,1

α               ( 3 a )  
kkk DuCxy +=    ( 3 b )  
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przy czym n
kx ℜ∈ , mku ℜ∈ , pky ℜ∈  s ą  od pow i ed n i o w ek -

t orem s t an u , w ymu s zen i a i  od pow i ed zi , a nnA ×ℜ∈ , mnB ×ℜ∈ , 
npC ×ℜ∈ , mpD ×ℜ∈ .  

K orzys t aj ą c z ( 1 )  możemy ró w n an i a ( 3 )  n api s ać  w  pos t aci  
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11 α          ( 4 a)  

kkk DuCxy +=                                   ( 4 b )  g d zi e:  
αα nIAA += , 



−= +

jc j
j

α1)1(   ( 4 c)  
 
K orzys t aj ą c z ( 2 ) , ł at w o pok azać  [ 8 , 1 0 ] , że 0>kc  d l a K,2,1=k  
N i ech  mn×

+ℜ  b ę d zi e zb i orem mn×  maci erzy o el emen t ach  
n i eu j emn ych  oraz 1×

++ ℜ=ℜ nn .  
Definicja 2.1 [ 4 ]  U k ł ad  opi s an y ró w n an i ami  ( 4 )  n azyw amy 

( w ew n ę t rzn i e)  d od at n i m w t ed y i  t yl k o w t ed y, g d y d l a d ow ol n eg o 
nx +ℜ∈0  i  d l a k ażd eg o ci ą g u  w ymu s zeń  mku +ℜ∈ , +∈Zk , 

zach od zi  n
kx +ℜ∈  oraz p

ky +ℜ∈  d l a w s zys t k i ch  +∈Zk . 
T w ier d z enie 2.1 [ 1 0 ] . D ys k ret n y u k ł ad  n i ecał k ow i t eg o rzę d u  

( 4 )  j es t  d od at n i  d l a 10 <<α  w t ed y i  t yl k o w t ed y, g d y  
 

nnA ×
+ℜ∈α , mnB ×

+ℜ∈ , npC ×
+ℜ∈ , mpD ×

+ℜ∈          ( 5 )  
 
T w ier d z enie 2.2 [ 7 , 1 0 ] . R ozw i ą zan i e ró w n an i a ( 4 a)  d l a w a-

ru n k u  począ t k ow eg o 0x  ma pos t ać  
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g d zi e kΦ  ok reś l on e j es t  n as t ę pu j ą cą  zal eżn oś ci ą  rek u ren cyj n ą  
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d l a nI=Φ0 . 
Definicja 2.2 [ 7 ] . D od at n i  u k ł ad  n i ecał k ow i t eg o rzę d u  ( 4 )  n a-

zyw amy as ympt ot yczn i e s t ab i l n ym w t ed y, g d y rozw i ą zan i e  
 

0xx kk Φ=               ( 8 )  
 

ró w n an i a ( 4 a)  d l a 0=B  s peł n i a w aru n ek  0lim =
∞→

kk
x  d l a k ażd e-

g o nx +ℜ∈0 . 
Z  ( 2 )  i  ( 4 c)  w yn i k a, że w s pó ł czyn n i k i  jc  s i l n i e mal ej ą  w raz ze 

w zros t em j. W  prak t yce zak ł ad a s i ę , że j j es t  og ran i czon e przez pew n ą  
l i czb ę  n at u ral n ą  h. W  t ak i m przypad k u  ró w n an i e ( 4 a)  przyj mu j e 
pos t ać  
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+−+ ∈+∑+= ZkBuxcxAx k

h
j jkjkk ,

1

2
11 α            ( 9 )  

 
D od at n i  u k ł ad  n i ecał k ow i t eg o rzę d u  ( 4 a)  n azyw amy s t ab i l n ym 
prak t yczn i e w t ed y i  t yl k o w t ed y, g d y u k ł ad  ( 9 )  j es t  as ympt ot ycz-
n i e s t ab i l n y.  
Definicja 2.2’ . D od at n i  u k ł ad  n i ecał k ow i t eg o rzę d u  ( 4 a)  n azy-

w amy as ympt ot yczn i e s t ab i l n ym w t ed y, g d y u k ł ad  j es t  s t ab i l n y 
prak t yczn i e d l a ∞→h . 
Ł at w o j es t  w yk azać , że d ef i n i cj e 2 .2  i  2 .2 ’  s ą  ró w n ow ażn e. 
Z au w ażmy, że d od at n i  u k ł ad  n i ecał k ow i t eg o rzę d u  ( 4 a)  j es t  

u k ł ad em z ros n ą cą  l i czb ą  opó ź n i eń . J ak  w i ad omo [ 2 , 5 ]  s t ab i l n oś ć  

as ympt ot yczn a d od at n i eg o u k ł ad u  d ys k ret n eg o z opó ź n i en i ami  n i e 
zal eży od  l i czb y i  w i el k oś ci  opó ź n i eń , a t yl k o od  s u my maci erzy 
s t an u . 
T w ier d z enie 2.3  [ 7 ] . D od at n i  u k ł ad  d ys k ret n y n i ecał k ow i t eg o 

rzę d u  ( 4 a)  j es t  as ympt ot yczn i e s t ab i l n y w t ed y i  t yl k o w t ed y, g d y 
d od at n i  l i n i ow y u k ł ad  d ys k ret n y 
 

kk xAx =+1 , nIAA +=            ( 1 0 )  
 

j es t  as ympt ot yczn i e s t ab i l n y. 
S t os u j ą c d o u k ł ad u  ( 1 0 )  t w i erd zen i e pod an e w  [ 2 , 5 ]  ot rzymu -

j emy:  
T w ier d z enie 2.4  [ 7 ] . D od at n i  u k ł ad  d ys k ret n y n i ecał k ow i t eg o 

rzę d u  ( 4 a)  j es t  as ympt ot yczn i e s t ab i l n y w t ed y i  t yl k o w t ed y, g d y 
j es t  s peł n i on y j ed en  z pon i żs zych  ró w n ow ażn ych  w aru n k ó w :  
1 )  W s zys t k i e mi n ory g ł ó w n e maci erzy AIn −  s ą  d od at n i e 
2 )  W s zys t k i e w s pó ł czyn n i k i  w i el omi an u  ch arak t erys t yczn eg o  
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maci erzy nIAA −=  s ą  d od at n i e 
 

kk xAx =+1 , ∑+= ∞

=2j
nj IcAA α                ( 1 2 )  

 
j es t  as ympt ot yczn i e s t ab i l n y. 
W  pracy [ 2 2 ]  u d ow od n i on o, że 
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B i orą c pod  u w ag ę , że 10 −=c , α=1c  z ( 1 3 )  ot rzymamy 
 

α−=∑
∞

=

1
2j

jc                  ( 1 4 )  
 
P od s t aw i aj ą c ( 1 4 )  d o ( 1 2 )  ot rzymu j emy 
 

    nIAA +=              ( 1 5 )  
 
S t os u j ą c d o u k ł ad u  ( 1 2 ) , k t ó reg o maci erz s t an u  ma pos t ać  ( 1 5 )  
t w i erd zen i e pod an e w  [ 2 , 5 ]  ot rzymu j emy:  
Twierdzenie 2.4 [ 7 ] . D od at n i  u k ł ad  d ys k ret n y n i ecał k ow i t eg o 

rzę d u  ( 4 a)  j es t  as ympt ot yczn i e s t ab i l n y w t ed y i  t yl k o w t ed y, g d y 
j es t  s peł n i on y j ed en  z pon i żs zych  ró w n ow ażn ych  w aru n k ó w :  
3 )  W s zys t k i e mi n ory g ł ó w n e maci erzy AIn −  s ą  d od at n i e 
4 )  W s zys t k i e w s pó ł czyn n i k i  w i el omi an u  ch arak t erys t yczn eg o  
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n

n
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maci erzy nIAA −=  s ą  d od at n i e. 
 

3. S t a b i l n oś ć  a s y m p t ot y c z n a  w e d ł u g   
s k ł a d ow y c h  d od a t n i c h  u k ł a d ó w   
n i e c a ł k ow i t e g o r z ę d u  

 
W eź my pod  u w ag ę  u k ł ad  d od at n i  opi s an y ró w n an i em 
 

kk xAx =+1                ( 1 7 )  
 
przy czym n

kx +ℜ∈  j es t  w ek t orem s t an u , n at omi as t  maci erz 
[ ] nnkij xaA ×

+ℜ∈=  j es t  ok reś l on a zal eżn oś ci ą  ( 1 2 ) .  
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Definicja 2.3. Układ dodatni (17) nazywamy stabilnym asymp -
totyc znie wedłu g  składowyc h  (kr ó tko:  ws stabilnym), j eż eli dla 
każ deg o war u nku  p oc zą tkoweg o nx +ℜ∈0  istniej e wektor  

n
k +ℜ∈ρ  sp ełniaj ą c y war u nek 0lim =

∞→
kk

ρ  taki, ż e  
 { }K,2,1, =∈≤ +Zkx kk ρ         (18 ) 

 
p r zy c zym kx  j est r ozwią zaniem r ó wnania (17) z war u nkiem 
p oc zą tkowym 0x .  
T w ier d z enie 2.5 . Układ dodatni (17) j est ws stabilny wtedy  

i tylko wtedy, g dy wektor  kρ  sp ełnia nier ó wnoś ć  r ó ż nic ową  
 

kk Aρρ ≥+1             (19 ) 
 
D owó d:  W ykaż emy, ż e j eż eli j est sp ełniona nier ó wnoś ć  (19 ) to 

zac h odzi nier ó wnoś ć  (18 ). N iec h  +∈−= Zkxz kkk ,ρ . K or zy-
staj ą c  z nier ó wnoś c i (19 ) i (17) otr zymamy  
 

kkkkkk zAxAxz =−≤−= +++ )(111 ρρ  
 
W obec  teg o 

     ++ ∈+= ZkmzAz kkk ,1              (2 0 ) 
p r zy c zym:  

n
km +ℜ∈  

 
R ozwią zanie r ó wnania r ó ż nic oweg o (2 0 ) ma p ostać  
 

∑+= −

=

−−
1

0

1
0

k

i
i

ikk
k mAzAz            (2 1) 

 
Z  (2 1) wynika, ż e n

kz +ℜ∈ , g dyż  n
im +ℜ∈  dla +∈ Zi  j eż eli 

nnA ×
+ℜ∈ . J eż eli wię c  j est sp ełniona nier ó wnoś ć  (19 ), to zac h odzi 

(18 ). Z  kolei, stosu j ą c  metodę  p r zez zap r zec zenie wykaż emy, ż e 
war u nek (18 ) j est sp ełniony tylko wtedy, g dy zac h odzi (19 ). P r zyp u -
ś ć my, ż e dla j-tej  składowej  j

kρ  wektor a kρ  nie j est sp ełniona nie-
r ó wnoś ć  (18 ), c zyli 

∑<
=

+

n
i

ikji
j
k a

1
1 ρρ ,   j =  1,2 ,… ,n             (2 2 ) 

 
g dzie jia  j est (j,i) elementem mac ier zy A . 

Z  (17) dla j-tej  składowej  j
kx  wektor a kx  mamy ∑=

=
+

n
i

ikji
j
k ax

1
1 ρ ,  

a p o u wzg lę dnieniu  (18 ) dostaniemy ik
n
i

ikji
n
i

ikji axa 1
11

+
==
∑ ≤∑ ≤ ρρ . 

O tr zymaliś my sp r zec znoś ć , a wię c  zac h odzi (18 ). ■ 
 

4. S t a b i l n o ś ć  w y k ł a d n i c z a  d o d a t n i c h  u k ł a d ó w  
n i e c a ł k o w i t e g o  r z ę d u  

 
Definicja 2.4. Układ dodatni (17) nazywamy stabilnym wy-

kładnic zo, j eż eli dla każ deg o war u nku  p oc zą tkoweg o nx +ℜ∈0  
istniej ą  skalar  10 << β  or az wektor  0>γ  taki, ż e 
 

+∈≤ Zkx k
k ,γβ      (2 3 ) 

 
T w ier d z enie 2.6 . D odatni u kład dyskr etny niec ałkowiteg o r zę -

du  (17) j est stabilny wykładnic zo wtedy i tylko wtedy, g dy 
 

[ ] 0≥− γβ AI             (2 4 ) 
or az 















 ∑
≥> =

k

n
j jkj

k

a

γ
γ

β 1max1      (2 5 ) 

 
D owó d:  P odstawiaj ą c  k

k γβρ =
 

do (19 ) otr zymamy 
kk

k Aγβγβρ ≥= +
+

1
1  c zyli [ ] nnkAI ×

+ℜ∈− γββ , a p o u p r osz-
c zeniu  p r zez kβ , zależ noś ć  (2 4 ). Z  (2 4 ) dla k-tej  składowej  kγ  

wektor a γ mamy ∑≥
=

n
j jkjk a
1

γβγ , a p o p odzieleniu  p r zez 0>kγ  
otr zymu j emy (2 5 ). ■ 
 
5. P r z y k ł a d  n u m e r y c z n y  
 
R ozp atr zmy u kład niec ałkowiteg o r zę du  5.0=α  o mac ier zy 





−

−=
5.03.0
3.05.0

A   i war u nku  p oc zą tkowym 


=
2
2

0x . Układ j est 
dodatni, g dyż  

22
03.0
3.00 ×

+ℜ∈


=+= αα nIAA  
 
M ac ier z stanu  u kładu  dodatnieg o niec ałkowiteg o r zę du  ma p ostać  
 




=+=
5.03.0
3.05.0

nIAA  
 
W ielomian c h ar akter ystyc zny tej  mac ier zy ma p ostać  
 

[ ] 16.0
5.03.0
3.05.0

det 2 +−=



−−
−−=− zz
z

z
AzIn  

 
a j ej  war toś c i własne są  r ó wne 2.01 =z , 8.02 =z  
W ybier aj ą c  9.0=β  or az kor zystaj ą c  z zależ noś c i (2 4 ), otr zy-

mamy  
[ ] 


≥






−

−=−
0
0

4.03.0
3.04.0

2

1
γ
γγβ AI  

 
W ybier amy takie war toś c i 1γ  i 2γ , któ r e sp ełniaj ą  p owyż szy 

war u nek or az war u nek (2 3 ) dla 0=k , c zyli 0x≥γ .  
K or zystaj ą c  ze wzor u  S ylv ester a wyznac zamy mac ier z 
 

=
−

−
+

−

−
= kkk z

zz
IzAz

zz
IzAA 2

12

1
1

21

2

+






−

−=





+






−

−=
kkk

10
2

11
11

2
1

10
8

11
11

2
1

10
2

11
11

2
1

 







+−
−+


=







+

1414
1414

10
2

2
1

10
2

44
44

2
1

kk

kkkk

kk

kk
 

 
R ozwią zanie kx , odp owiadaj ą c e war u nkowi p oc zą tkowemu  




=
2
2

0x , ma wię c  p ostać  





==
1
1

10
8

0

k
k

k xAx  

W obec  teg o, dla 
10
9

=β  i  


=
2
2

γ , otr zymamy 
k

k 






10
9

2
2

ρ , 
któ r e sp ełnia war u nek (2 3 ). Układ ten j est wię c  stabilny wykładnic zo. 
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Dla tych samych wartości β  i γ  otrz ymamy 
 

kkk

k 





=








=





=
+

+ 10
9

8.1
8.1

10
9

10
9

2
2

10
9

2
2 1

1ρ  
oraz  

kk

kA 





=








=
10
9

6.1
6.1

10
9

2
2

5.03.0
3.05.0

ρ  
 
k tó re sp eł niaj ą  waru nek  ( 1 9 ) .  U k ł ad  ten j est ró wnież  stab ilny 
asymp totycz nie wed ł u g  sk ł ad owych.  
N a p od stawie p rz ed stawionych w roz d z iał ach 3  i 4  roz waż ań ,  

z ostał  op racowany p rog ram k omp u terowy d z iał aj ą cy w środ owi-
sk u  p rog ramowym M A T L A B .  K od  ź ró d ł owy p rog ramu  w f ormie 
m-p lik u  d ostę p ny j est p od  ad resem e-mail au toró w.  
P rog ram p rz ez nacz ony j est d o b ad ania stab ilności asymp totycz -

nej  wed ł u g  sk ł ad owych oraz  stab ilności wyk ł ad nicz ej  d od atnich 
u k ł ad ó w d ysk retnych niecał k owiteg o rz ę d u .  P o u ru chomieniu  
p rog ramu  z ostaj e wyświetlony j eg o op is.  N astę p nie u ż ytk ownik  
wp rowad z a d ane w p ostaci macierz y stanu ,  p od aj e waru nk i p o-
cz ą tk owe oraz  rz ą d  u k ł ad u .  W  k olej nym k rok u  p rog ram sp rawd z a 
cz y roz p atrywany u k ł ad  j est d od atni.  J eż eli waru nk i d od atniości 
nie są  sp eł nione p rog ram wraca d o momentu ,  g d z ie u ż ytk ownik  
wp rowad z a d ane.  N astę p nie wyz nacz any j est wielomian charak te-
rystycz ny oraz  wartości wł asne macierz y A .  Dalej  u ż ytk ownik  
p od aj e wartości p arametró w β  i γ ,  a p rog ram sp rawd z a cz y 
sp eł niaj ą  one od p owied nie waru nk i.  Dop ó k i waru nk i ( 2 3 ) ,  ( 2 4 )   
i ( 2 5 )  nie z ostaną  sp eł nione p raca p rog ramu  nie b ę d z ie k ontynu -
owana.  J eż eli z aś waru nk i b ę d ą  sp eł nione p rog ram wyz nacz y 
macierz  kA ,  kx  oraz  kρ .  N astę p nie p rog ram sp rawd z a cz y 
roz p atrywany u k ł ad  j est stab ilny wyk ł ad nicz o.  U ż ytk ownik  moż e 
k ontynu ować  d z iał anie p rog ramu  i sp rawd z ić  cz y roz p atrywany 
u k ł ad  j est stab ilny ws.  W  tym celu  p rog ram wyz nacz a 1+kρ  oraz  

kAρ  i sp rawd z a cz y z achod z i waru nek  ( 1 9 ) .  U ż ytk ownik  moż e 
ró wnież  sp rawd z ić  cz y roz p atrywany u k ł ad  j est stab ilny asymp to-
tycz nie.  Dlateg o moż e sk orz ystać  z  d wó ch k ryterió w p rz ed stawio-
nych w twierd z eniu  2 . 4 .  
P rog ram j est p rz ej rz ysty i ł atwy w ob sł u d z e,  g d yż  w od p owied -

nich miej scach p oj awiaj ą  się  stosowne op isy i k omu nik aty.   
 
6. Z a le ż n o ś ć  m i ę d z y  s t a b i ln o ś c i ą   

a s y m p t o t y c z n ą  w e d ł u g  s k ł a d o w y c h  o r a z  
s t a b i ln o ś c i ą  w y k ł a d n i c z ą  

 
Z  d ef inicj i 2 . 3  i 2 . 4  wynik a,  ż e k aż d y u k ł ad  d od atni niecał k owi-

teg o rz ę d u  ( 1 7 )  ws stab ilny lu b  stab ilny wyk ł ad nicz o j est ró wnież  
stab ilny asymp totycz nie.   
S p rawd ź my,  cz y roz p atrywany d od atni u k ł ad  niecał k owiteg o 

rz ę d u  j est f ak tycz nie stab ilny asymp totycz nie.  W ielomian charak -
terystycz ny ma p ostać  
 

[ ] 16.0
5.03.0
3.05.0

det 2 ++=



+−
−+=− zz
z

z
AzIn  

 
W sz ystk ie wsp ó ł cz ynnik i wielomianu  charak terystycz neg o ma-

cierz y nIAA −=  są  d od atnie.  W ob ec teg o roz p atrywany d od atni 
u k ł ad  niecał k owiteg o rz ę d u  j est stab ilny asymp totycz nie.  
 
7 . P o d s u m o w a n i e  i  p r o b le m y  o t w a r t e  
 
Z ostał y p od ane waru nk i k oniecz ne i wystarcz aj ą ce stab ilności 

asymp totycz nej  wed ł u g  sk ł ad owych i stab ilności wyk ł ad nicz ej  
d od atnich u k ł ad ó w d ysk retnych niecał k owiteg o rz ę d u .  R oz waż a-
nia z ostał y z ilu strowane na p rz yk ł ad z ie nu merycz nym.  P rog ram,  
d z iał aj ą cy w środ owisk u  M A T L A B ,  p oz wala sz yb k o z b ad ać ,  cz y 
d any u k ł ad  j est stab ilny asymp totycz nie wed ł u g  sk ł ad owych lu b  

stab ilny wyk ł ad nicz o.  P rz yd atność  p rog ramu  wz rasta wraz  z e 
wz rostem wymiaru  macierz y A b ad anych u k ł ad ó w.   
P rob lemami otwartymi j est u og ó lnienie tych roz waż ań  na:  

1 )  d od atnie u k ł ad y 2 -W  niecał k owiteg o rz ę d u  
2 )  d od atnie u k ł ad y niecał k owiteg o rz ę d u  z  op ó ź nieniami 
3 )  d od atnie u k ł ad y cią g ł o-d ysk retne niecał k owiteg o rz ę d u  
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