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Streszczenie

Podano podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace dodatnich uktadéw
dyskretnych niecatkowitego rzedu oraz omoéwiono ich stabilno$¢ asympto-
tyczna. Podano warunki konieczne i wystarczajace stabilnosci asympto-
tycznej wedtug sktadowych i stabilnosci wyktadniczej dodatnich uktadéw
dyskretnych niecatkowitego rzgdu. Przedstawiono przyktady numeryczne
ilustrujace problem stabilnosci asymptotycznej wedlug sktadowych
i stabilno$ci wyktadnicze;j.

Stowa kluczowe: liniowe uklady dyskretne niecatkowitego rze¢du, dodat-
nios¢, stabilno$¢ asymptotyczna wedtug sktadowych, stabilno$¢ wyktadni-
cza.

Componentwise asymptotic stability and
exponential stability of the positive fractional
discrete-time linear systems

Abstract

In positive systems inputs, state variables and outputs take only non-
negative values. Examples of positive systems are industrial processes
involving chemical reactors, heat exchangers and distillation columns,
storage systems, compartmental systems, water and atmospheric pollution
models. A variety of models having positive linear systems behaviour can
be found in engineering, management science, economics, social sciences,
biology and medicine, etc. Positive linear systems are defined on cones
and not on linear spaces. Therefore, the theory of positive systems is more
complicated and less advanced. The concept of positive fractional discrete-
time linear systems has been introduced in [6] and the reachability and
controllability to zero of positive fractional system has been investigated in
[10]. In this paper the problem of the componentwise asymptotic stability
and exponential stability of the positive fractional systems will be solved.
The paper is organized as follows. In section 2 the basic definitions and
theorems concerning the positive fractional systems are recalled and their
asymptotic stability is discussed. The main result of the paper is presented
in section 3 and 4. Necessary and sufficient conditions for the componentwise
asymptotic stability and exponential stability of the positive fractional
systems are established. The considerations are illustrated by numerical
examples in section 5. The algorithm in MATLAB, which allows the test
of the componentwise asymptotic stability and exponential stability of the
positive fractional systems is presented. How does presented procedure
work is step-by step described. In section 6 the relationship between the
componentwise asymptotic stability and exponential stability is presented.
Concluding remarks and open problems are given in section 7.

Keywords: linear discrete-time fractional systems, positivity, componentwise
asymptotic stability, exponential stability.

1. Wprowadzenie

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanu, odpowiedzi
i warunki poczatkowe przyjmuja wartosci nieujemne. Przyktadami
takich uktadéw sa procesy w reaktorach chemicznych, w wymien-
nikach ciepta, w kolumnach destylacyjnych, itp. Z uktadami takimi

czesto spotykamy si¢ w technice, ekonomii, medycynie, itp. Lite-
ratura dotyczaca uktadow dodatnich jest dos¢ bogata [3, 4, 6].

Problem stabilnosci asymptotycznej dodatnich uktadoéw niecat-
kowitego rzedu byt rozpatrywany w pracach [1, 2, 5-9].

W pracy tej zostang podane warunki konieczne i wystarczajace
stabilno$ci asymptotycznej wedtug sktadowych i stabilnosci wy-
ktadniczej dodatnich uktadéw dyskretnych niecatkowitego rzedu.
Rozwiazanie problemu stabilnosci wedtug sktadowych i stabilno-
$ci wyktadniczej dodatnich uktadéw niecatkowitego rzedu zosta-
nie przedstawione na przyktadzie numerycznym. Podano w sro-
dowisku MATLAB program umozliwiajacy badanie stabilno$ci
wedhug sktadowych i wyktadniczej uktadéw niecatkowitego rzg-
du. Program ten moze znalez¢ zastosowanie migdzy innymi przy
badaniu uktadéw regulacji automatyczne;.

Praca ma nastgpujaca strukture. W punkcie 2 podane sg pod-
stawowe definicje i twierdzenia dotyczace dodatnich uktaddéw
dyskretnych niecatkowitego rzedu. W punkcie 3 podano warunki
konieczne i wystarczajace stabilnosci asymptotycznej wedlug
sktadowych dodatnich uktadéow niecatkowitego rzgdu. W punkcie
4 podano warunki konieczne i wystarczajace stabilnosci wyktad-
niczej dodatnich uktadéw niecatkowitego rzedu. W kolejnym
punkcie przedstawiono przyktad numeryczny rozwiazany przy
pomocy podanego programu. W punkcie 6 podano zaleznosé
migdzy stabilnoscia asymptotycznag wedlug sktadowych oraz
stabilnoscig wykladnicza. Punkt 7 zawiera podsumowanie pracy
oraz problemy otwarte.

2. Dodatnie uktady dyskretne niecatkowitego
rzedu

Skorzystajmy z definicji r6znicy wstecznej niecatkowitego rze-
du w postaci [10]

A%xy = %(l)f[o,l]xk_j, keZ,=0.1,2,..0 (1)
=

przy czym @ €R, n—1<a<neN ={1,2,...} jest rzgdem rdozni-
cy wstecznej oraz
1 dla j=0

a .
(j]= a(a—l)..;a—ﬁl) da §>0 )

Rozpatrzmy liniowy dyskretny uktad niecatkowitego rzedu opi-
sany rownaniami

Aakar] :Axk +Buk, k€Z+ (33)
Vi =Cxy + Duy, (3b)
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przy czym x;, € R”, u, e R", y;, e R sa odpowiednio wek-
torem stanu, wymuszenia i odpowiedzi, a 4 e R™", Be R™",

CeRP" DeRP™,
Korzystajac z (1) mozemy réwnania (3) napisaé w postaci

k+1
Xpeq1 = AgXp + chjxk,j+1+Buk, keZ, (4a)
j=
Yk :ka +Duk (4b)
gdzie:
o a
Aa:A+[naaCj:(_1)j+][.] (40)
J

Korzystajac z (2), fatwo pokazac [8, 10], ze ¢, >0 dla k =1,2,...
Niech R7” bedzie zbiorem nxm macierzy o elementach

nieujemnych oraz R” = R
Definicja 2.1 [4] Uktad opisany réwnaniami (4) nazywamy
(wewnetrznie) dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego

xo €M7 i dla kazdego ciagu wymuszen u, e R}, keZ,,

zachodzi x;, € R oraz y, e R? dla wszystkich ke Z, .

Twierdzenie 2.1 [10]. Dyskretny uktad niecatkowitego rzgdu
(4) jest dodatni dla 0 < <1 wtedy i tylko wtedy, gdy

A, eRT", BeRT", CeRP", De R )

Twierdzenie 2.2 [7, 10]. Rozwiazanie réwnania (4a) dla wa-
runku poczatkowego x, ma posta¢

k-1
xp = @pxo + ZOCDk—i—lBui (6)
iz

gdzie @, okreslone jest nastgpujaca zaleznoscia rekurencyjna

ksl i+l| &
Dpy =(A+1,0)P + X (=D Dy (7

i=2 i

dla ®y=1,.
Definicja 2.2 [7]. Dodatni uktad niecatkowitego rzedu (4) na-
zywamy asymptotycznie stabilnym wtedy, gdy rozwiazanie

Xk :CDkxo (8)

réwnania (4a) dla B =0 spelia warunek lim x; =0 dla kazde-
k—o

go xog eRY .
Z (2) i (4c) wynika, ze wspolezynniki ¢ silnie malejg wraz ze

wzrostem j. W praktyce zaktada sie, Ze j jest ograniczone przez pewna
liczbe naturalng 4. W takim przypadku réwnanie (4a) przyjmuje
postaé
h+l
xk+1:Aaxk+ chka’f“_'_Buk’ k€Z+ (9)
j=

Dodatni uktad niecalkowitego rzedu (4a) nazywamy stabilnym
praktycznie wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (9) jest asymptotycz-
nie stabilny.

Definicja 2.2°. Dodatni uktad niecatkowitego rzedu (4a) nazy-
wamy asymptotycznie stabilnym wtedy, gdy uktad jest stabilny
praktycznie dla # — o .

Latwo jest wykazac, ze definicje 2.2 1 2.2’ s3 rownowazne.

Zauwazmy, ze dodatni uktad niecatkowitego rzgdu (4a) jest
uktadem z rosngca liczba opdznien. Jak wiadomo [2, 5] stabilnos¢

asymptotyczna dodatniego uktadu dyskretnego z opdznieniami nie
zalezy od liczby i wielkosci opodznien, a tylko od sumy macierzy
stanu.

Twierdzenie 2.3 [7]. Dodatni uktad dyskretny niecatkowitego
rzedu (4a) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
dodatni liniowy uktad dyskretny

X =Axg, A=A+1, (10)

jest asymptotycznie stabilny.

Stosujac do uktadu (10) twierdzenie podane w [2, 5] otrzymu-
jemy:

Twierdzenie 2.4 [7]. Dodatni uktad dyskretny niecatkowitego
rzedu (4a) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spetniony jeden z ponizszych rownowaznych warunkéw:

1) Wszystkie minory gtéwne macierzy /,, — A sq dodatnie
2) Wszystkie wspotczynniki wielomianu charakterystycznego

det[l,z— A]=z" +a, ;2" +...+ ayz +aq (11)

macierzy A=A -1 » sa dodatnie
X =Axg, A=A, + X ¢, (12)
J=2

jest asymptotycznie stabilny.
W pracy [22] udowodniono, ze

S e, =0 (13)

¢ =l-a (14)

Podstawiajac (14) do (12) otrzymujemy
A=A+1, (15)

Stosujac do uktadu (12), ktérego macierz stanu ma postaé (15)
twierdzenie podane w [2, 5] otrzymujemy:

Twierdzenie 2.4 [7]. Dodatni uktad dyskretny niecatkowitego
rzedu (4a) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spetniony jeden z ponizszych rownowaznych warunkéw:

3) Wszystkie minory gléwne macierzy 1, — A sa dodatnie
4) Wszystkie wspotczynniki wielomianu charakterystycznego

det[lnz—A]:zn +an712"_1 +...+az+a (16)
macierzy A=A —1 » sa dodatnie.
3. Stabilnos¢ asymptotyczna wedtug

skladowych dodatnich uktadéw
niecatkowitego rzedu

Wezmy pod uwage uktad dodatni opisany réwnaniem

o1 = Axg (17)

przy czym x; € R jest wektorem stanu, natomiast macierz

A= [Eii ]xk e RT" jest okreslona zaleznoscia (12).
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Definicja 2.3. Uktad dodatni (17) nazywamy stabilnym asymp-
totycznie wedlug sktadowych (krotko: ws stabilnym), jezeli dla

kazdego warunku poczatkowego x, € R’ istnieje wektor

o € RY spetniajacy warunek lim p, =0 taki, ze
k—0

Xk <pps kez, ={,2,..} (18)

przy czym x, jest rozwiazaniem réwnania (17) z warunkiem
poczatkowym x, .

Twierdzenie 2.5. Uktad dodatni (17) jest ws stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy wektor p, spelnia nieréwnos¢ réznicowa

Prst 2 Apy (19)

Dowdd: Wykazemy, ze jezeli jest spelniona nierownosé (19) to
zachodzi nieréwno$¢ (18). Niech z;, = p, —x;, ke Z . Korzy-
stajac z nierownosci (19) i (17) otrzymamy

Zjesl = Pl — X1 < A(py —xp) = Az,

Wobec tego
Zk+1=sz+mk, keZ, (20)
przy czym:

my € 9{1
Rozwiazanie réwnania réznicowego (20) ma postacd

— k-1_—, .
zp =Akzy+ _zOA""‘lmi @21)
=

Z (21) wynika, ze z; e R, gdyz m; e R} dla ieZ, jezeli

A e R™"  Jezeli wiec jest spetniona nieréwnosé (19), to zachodzi

(18). Z kolei, stosujac metod¢ przez zaprzeczenie wykazemy, ze
warunek (18) jest spetniony tylko wtedy, gdy zachodzi (19). Przypu-

$émy, ze dla j-tej sktadowej p}{ wektora p; nie jest spelniona nie-

réwnosé (18), czyli

. n .
pl{+l < .Z]aﬁp/’{ , j=12,...n (22)
i=

gdzie a; jest (j,i) elementem macierzy A.

. . n .
Z (17) dla j-tej sktadowe;j x']i wektora x; mamy xl£+l = Zﬁjip;{ R
i=1

n . n . .
a po uwzglednieniu (18) dostaniemy Y@ ;x; <3Pk <Pjs1 -
i=1 - i=1
Otrzymali$my sprzecznosé, a wigc zachodzi (18). m

4. Stabilnos¢ wyktadnicza dodatnich uktadéw
niecatkowitego rzedu

Definicja 2.4. Uktad dodatni (17) nazywamy stabilnym wy-
kiadniczo, jezeli dla kazdego warunku poczatkowego x; € R’}

istnieja skalar 0 < <1 oraz wektor y > 0 taki, ze

X <ypt, kez, (23)

Twierdzenie 2.6. Dodatni uktad dyskretny niecatkowitego rzg-
du (17) jest stabilny wyktadniczo wtedy i tylko wtedy, gdy
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[1p-aly >0 24)
oraz
n —_—
Xayy
1> 4 > max| 22 (25)
Vi
Dowod: Podstawiajac oy = 7/3k do (19) otrzymamy

Prat = 1B = Ayph cayli [lﬂ—Z]yﬂk e RT", a po uprosz-
czeniu przez ,Bk , zaleznos¢ (24). Z (24) dla k-tej sktadowej yy
wektora y mamy Sy, = f}lﬁkjyj , a po podzieleniu przez y;, >0
otrzymujemy (25). m "
5. Przykiad numeryczny

Rozpatrzmy uktad niecalkowitego rzedu o =0.5 o macierzy

q=| 0503 k tk 2| Uklad jest
= 1 warun Z. W = .
03 _05 al U poczatkowym X0 2 ad jes
dodatni, gdyz

0 03 252
Ay, =A+1,0= 03 0 e Ry

Macierz stanu uktadu dodatniego niecatkowitego rz¢du ma postaé

Z_A+1n_{

05 0.3
03 05

Wielomian charakterystyczny tej macierzy ma postac

z-05 -03

det[]nz—Z]{ 0 05}:22—”0.16
— U z—0.

a jej wartosci wlasne sa rowne z; =0.2, z, =0.8

Wybierajac f =0.9 oraz korzystajac z zaleznosci (24), otrzy-

mamy
— 04 -03 0
lp-l = s
-0.3 04 |y, 0
Wybieramy takie wartosci y; i y,, ktore spelniaja powyzszy

warunek oraz warunek (23) dla k=0, czyli y > x; .
Korzystajac ze wzoru Sylvestera wyznaczamy macierz

— A-Iz A-Iz
Ak = 2k 1215:
1-23

o1l 2 [ a)s Y a1 -1 2
—| += —| == — | +
-1 1 [\10 211 110 2(-1 1 {10
RiEL S R T A P U
2145 4%k (10) 2\10) 4% -1 4k 41
Rozwiazanie x; , odpowiadajace warunkowi poczatkowemu
_|? ma wiec postaé x, = AXx —ikl
X = 5 5 eCp k 0 10 1

Wobecteodla,b’—ii -|? otrzymam 2ik
g’ 10 7_2’ Zym ypkz 10 >

ktore spelnia warunek (23). Uktad ten jest wige stabilny wyktadniczo.

-7

1
2
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Dla tych samych wartosci f i y otrzymamy

SRHGIRHOIGEH)
DRG]

ktére spetniaja warunek (19). Uktad ten jest réwniez stabilny
asymptotycznie wedtug sktadowych.

Na podstawie przedstawionych w rozdziatach 3 i 4 rozwazan,
zostal opracowany program komputerowy dziatajacy w srodowi-
sku programowym MATLAB. Kod zrédtowy programu w formie
m-pliku dostepny jest pod adresem e-mail autorow.

Program przeznaczony jest do badania stabilno$ci asymptotycz-
nej wedtug sktadowych oraz stabilnosci wyktadniczej dodatnich
uktadow dyskretnych niecatkowitego rzedu. Po uruchomieniu
programu zostaje wyswietlony jego opis. Nastepnie uzytkownik
wprowadza dane w postaci macierzy stanu, podaje warunki po-
czatkowe oraz rzad uktadu. W kolejnym kroku program sprawdza
czy rozpatrywany uklad jest dodatni. Jezeli warunki dodatnio$ci
nie sg spetnione program wraca do momentu, gdzie uzytkownik
wprowadza dane. Nastgpnie wyznaczany jest wielomian charakte-

oraz

rystyczny oraz wartosci wlasne macierzy A . Dalej uzytkownik
podaje wartosci parametréw [ i y, a program sprawdza czy
spelniaja one odpowiednie warunki. Dopdki warunki (23), (24)
i (25) nie zostana spetnione praca programu nie bedzie kontynu-
owana. Jezeli za§ warunki beda spelnione program wyznaczy

macierz A¥ , X, oraz p, . Nastgpnie program sprawdza czy

rozpatrywany uktad jest stabilny wyktadniczo. Uzytkownik moze
kontynuowa¢ dziatanie programu i sprawdzi¢ czy rozpatrywany
uktad jest stabilny ws. W tym celu program wyznacza p;,; oraz

Apy 1 sprawdza czy zachodzi warunek (19). Uzytkownik moze
réwniez sprawdzi¢ czy rozpatrywany uklad jest stabilny asympto-
tycznie. Dlatego moze skorzystaé¢ z dwoch kryteriow przedstawio-
nych w twierdzeniu 2.4.

Program jest przejrzysty i tatwy w obstudze, gdyz w odpowied-
nich miejscach pojawiaja si¢ stosowne opisy i komunikaty.

6. Zaleznos¢ miedzy stabilnoscia
asymptotyczng wedtug sktadowych oraz
stabilnoscig wyktadnicza

Z definicji 2.3 1 2.4 wynika, ze kazdy uktad dodatni niecatkowi-
tego rzedu (17) ws stabilny lub stabilny wyktadniczo jest rowniez
stabilny asymptotycznie.

Sprawdzmy, czy rozpatrywany dodatni uktad niecatkowitego
rzedu jest faktycznie stabilny asymptotycznie. Wielomian charak-
terystyczny ma postaé

z+05 03

detlr,z—4]= { ~03 z+05

}:zz+z+0.16

Wszystkie wspotczynniki wielomianu charakterystycznego ma-
cierzy A=A -1, sa dodatnie. Wobec tego rozpatrywany dodatni
uktad niecatkowitego rzedu jest stabilny asymptotycznie.

7. Podsumowanie i problemy otwarte

Zostaly podane warunki konieczne i wystarczajace stabilnosci
asymptotycznej wedhug sktadowych i stabilnosci wykladniczej
dodatnich uktadéw dyskretnych niecatkowitego rzedu. Rozwaza-
nia zostaty zilustrowane na przykladzie numerycznym. Program,
dziatajacy w srodowisku MATLAB, pozwala szybko zbadaé, czy
dany uktad jest stabilny asymptotycznie wedtug sktadowych lub

stabilny wyktadniczo. Przydatno$¢ programu wzrasta wraz ze
wzrostem wymiaru macierzy 4 badanych uktadow.
Problemami otwartymi jest uogdlnienie tych rozwazan na:
1) dodatnie uktady 2-W niecatkowitego rzedu
2) dodatnie uktady niecatkowitego rzedu z op6znieniami
3) dodatnie uktady ciagto-dyskretne niecatkowitego rzedu
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