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Streszczenie

Rozwazono problem projektowania regulatora utamkowego rzedu zapew-
niajacego zadany zapas stabilnosci uktadu regulacji z obiektem inercyjnym
pierwszego rz¢du z opdznieniem, pierwszego rzedu z catkowaniem
i opdznieniem oraz drugiego rzedu z opdznieniem. Podano komputerowa
metodg syntezy regulatora utamkowego rzg¢du. Bazuje ona na zastosowa-
niu idealnej transmitancji Bodego jako wzorca dla uktadu otwartego
z regulatorem. Rozwazania zilustrowano przyktadami liczbowymi i wyni-
kami badan symulacyjnych.

Stowa kluczowe: uklad regulacji, liniowy, stabilnos¢, zapas stabilnosci,
regulator utamkowego rzedu.

Design of a fractional order controller
satysfying gain and phase margin for
a class of inertial plants with delay

Abstract

In the paper there is considered the design problem of a fractional order
controller satisfying the given gain and phase margin of the closed loop
system with a first order inertial plant with time delay (1), a first order
inertial plant with integral term and time delay (17) and a second order
inertial plant with time delay (23). The proposed method is based on using
the Bode's ideal transfer function (2) as a reference transfer function of the
open loop system. The synthesis method consists in simplifying the plant
transfer function (3), (18), (24), and determining the controller transfer
function so that the open loop transfer function has a form (2), not including
the time delay. The transfer function of the fractional controller described
is given by (4) for plant (1), (19) for (17) and (25) for (23). The controller
fractional order is related to the gain and phase margin only (13). The
fractional controller parameters are described by simple formulas.
A computer method for fractional controller synthesis is given. The
considerations are illustrated by numerical examples as well as results of
computer simulations performed in the MATLAB/Simulink environment.

Keywords: control system, linear, stability, stability margin, fractional
order controller.

1. Wstep

W ostatnich latach odnotowano intensywny rozwdj teorii anali-
zy 1 syntezy liniowych ukladéw utamkowego rzedu, patrz np.
monografie [8, 9, 10, 12] i cytowana tam literature. Badaniom
stabilnos$ci i odpornej stabilnosci liniowych uktadow utamkowych
poswigcone sa prace [3 - 6]. Problemowi doboru nastaw regulato-
réw utamkowych rzedow sg poswigcone prace [2, 11, 15, 17].
Podano w nich rézne metody syntezy regulatoréw, migdzy innymi
metody optymalizacyjne [11], bazujace na klasycznej metodzie
Zieglera-Nicholsa [17]. Do pierwszych prac naukowych, w kto-
rych zaczeto rozpatrywaé regulatory rzedu utamkowego nalezg
prace Podlubnego [13, 14].

Celem pracy jest podanie metody projektowania regulatorow
utamkowego rzedu zapewniajacych zadany zapas stabilnosci (tj.
zapas modutu i zapas fazy) uktadu regulacji z obiektami jedno-
i dwuinercyjnymi z catkowaniem i opdznieniem.

Zastosowana metoda projektowania polega na wykorzystaniu
idealnej transmitancji Bodego (np. [1, 2, 7]) jako wzorca dla
uktadu otwartego z regulatorem. Podobne podejscie zastosowano
w pracy [1] w przypadku syntezy klasycznego regulatora (tj.
naturalnego rzedu) oraz w pracy [7] w przypadku syntezy regula-
tora z obiektem inercyjnym pierwszego rzgdu z catkowaniem
i opoznieniem.

Proponowana metoda jest rozszerzeniem metody podanej
w pracach [2, 7] na klas¢ uktadow regulacji z obiektami bedacymi
czlonami catkujagcymi rzeczywistymi z opdznieniem. Istotng
nowoscig W niniejszej pracy jest zatozenie uproszczonej transmi-
tancji obiektu na podstawie ktdérej dobierana jest taka postac regu-
latora, aby transmitancja uktadu otwartego miata posta¢ zblizong
do idealnej transmitancji Bode’go. Zastosowane uproszczenie
wykorzystano w przypadku syntezy regulatora catkowitego rzedu
w pracy [16].

2. Sformutowanie problemu
Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej o schemacie

blokowym pokazanym na rysunku 1, sktadajacy si¢ z obiektu
o0 transmitancji operatorowej

G(s)= 1:‘” e )

i szeregowego regulatora utamkowego rzedu o transmitancji C(s).

yi(s) + Ces) Gs) y(s) .

v

Rys. 1. Rozpatrywany uklad regulacji automatycznej
Fig. 1.  Feedback control system structure

Celem pracy jest podanie prostej metody syntezy regulatora
utamkowego rzedu zapewniajacego zadany zapas stabilnosci (tj.
zapas modutu 4, izapas fazy ¢, ) ukladu zamknigtego.

Przy syntezie regulatora wykorzystamy podejscie, polegajace
na takim dobraniu transmitancji utamkowego regulatora, aby
transmitancja operatorowa uktadu otwartego rzedu utamkowego
miata tzw. idealng posta¢ Bodego [1, 2, 7]

s
K(s)=(“’“j @

N

gdzie o, jest pulsacja odcigcia moduty, tj. |K(jw,)|=1 za$ g
jest liczba rzeczywista. Transmitancja operatorowa (2) opisuje
utamkowy czton rézniczkujacy dla f<0 zas dla f>0 czlon
catkujacy utamkowego rzedu.

Uktad regulacji, ktorego transmitancja uktadu otwartego ma po-
sta¢ (2) ma staty zapas fazy. Dzigki temu jest on niewrazliwy na
zmiany wartosci wzmocnienia w uktadzie otwartym. Szersza
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analiza rozpatrywanego uktadu (w tym w dziedzinie czasu) jest
podana w pracy [1].

3. Rozwigzanie problemu

W celu uzyskania transmitancji operatorowej uktadu otwartego
o postaci (2) (bez uwzgledniania cztonu opdzniajacego) zastoso-
wano uproszczenie:

k e—sh zie—sh. 3)

G(s)=
1+s7t ST

Dobierajac transmitancjg regulatora o postaci:
_ s _ l-a
C(s)=k,— =k, 4)
s

gdzie a jest liczba rzeczywista, otrzymano transmitancje¢ uktadu
otwartego:

kk, ™"

K(s)=C(s)G(s) = — (5)

T

Zauwazmy, ze uzyskana posta¢ transmitancji uktadu otwartego
(5) rézni si¢ od idealnej transmitancji Bodego (2) cztonem opdz-
niajacym e™*" .

Przeanalizujmy teraz proces projektowania regulatora ulamko-
wego rzedu o transmitancji (4). Ze wzgledu na zadany zapas

modulu 4,, i zadany zapas fazy ¢, , poszukiwane parametry

regulatora to warto$ci wzmocnienia k, oraz rzeczywista liczba o .

Uwzgledniajac wzor (jo)* =|w|* ¢’*’? obliczamy modut
i faze transmitancji (5):
kk, 1 T

|K(jo)|=

C—0o  dw)=argK(jo)=—ho-a—. (6)
T o 2

Dla pulsacji odcigcia modulu @, oraz fazy w, zachodza na-

stepujace zaleznosci:
[K(joy) =1, flw,)=argK(jw,)=-x. Q)
Uwzgledniajac wzory (6) mozemy napisac:

ki
<=1, 7]’1(01,70!&:772'. (8)
Ty 2
4

Po przeksztalceniu wzordw (8) otrzymujemy:

T
r1—a)Z
ke BTy

T P h

©

Z drugiego wzoru (9) wynika, ze aby pulsacja @, byla liczba
dodatnig musi by¢ spetniony warunek o < 2.
Przy zadanym zapasie stabilnosci, tj. zapasie modutu 4,, i za-

pasie fazy ¢,, zachodza ponizsze zaleznosci:

kk, 1 3
Twa ZA—, ¢m=7r—hwg—a5, (10)
P m

Po przeksztatceniu wzordéw (10) mamy:
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T
A, kk, Va (2_(1)5_¢m
o, = . , O = (11)
Uwzgledniajac pierwsze wzory (9) i (10) otrzymamy:
a)a
4, =——=. (12)
Cl)g
Podstawiajac drugie ze wzorow (9) i (11) do (12) otrzymamy:
C-a)>
4, =| ———2—1. (13)
2—a)——
2-a) 5 P

Nieliniowe réwnanie (13) wiaze ze soba zapasy modutu i fazy
(4, i ¢,) z ulamkowym rzegdem o regulatora (4). Wartos¢

parametru @ mozemy obliczy¢ rozwiazujac nieliniowe rownanie
(13). Warto$¢ wzmocnienia k_ regulatora wyznaczamy z pierw-

szych wzordw (8) 1 (10):

k,=—%=—" (14)

na podstawie znajomosci wzmocnienia k obiektu i obliczonej
pulsacji odcigcia modutu z drugiego ze wzordow (11) lub pulsacji
odciecia fazy z drugiego ze wzoréw (9).

Wyznaczenie wartosci parametru « wymaga znajomosci tylko
zadanego zapasu stabilnosci (zapasu modulu 4, i zapasu fazy

#,, ). Wyznaczenie wzmocnienia k, regulatora wymaga nato-
miast znajomosci dodatkowo pulsacji odcigcia modutu @, (lub
pulsacji odcigcia fazy @), ) i wzmocnienia k obiektu oraz statej

czasowej 7.

Z powyzszych rozwazan wynika metoda postgpowania przy
projektowaniu regulatora utamkowego rzedu opisanego transmi-
tancjg operatorowq (4) przy zadanym zapasie modutu 4,, i zapa-

sie fazy ¢,,.

Metoda postepowania:

1) Majac zadany zapas stabilnosci (tj. 4, i ¢, ) rozwiazujemy
nieliniowe rdwnanie (13) i wyznaczamy liczbe rzeczywista c.
2) Obliczamy pulsacje odciecia fazy z drugiego wzoru (9) lub

obliczamy pulsacje odcigcia modutu z drugiego wzoru (11).

Wyznaczamy wzmocnienie k, regulatora ze wzoru (14).

Przyklad 1:

Wezmy pod wuwage uklad regulacji automatycznej
o schemacie pokazanym na rysunku 1, przy czym obiekt regulacji
jest opisany transmitancja operatorowa

0.55 o105

G(s) =
(<) 1+62s

(15)

Nalezy wyznaczy¢ parametry transmitancji regulatora (4) tak,
aby uklad zamknigty miat zapas modutu 4, =4 (ok. 12dB)

i zapas fazy ¢, =55° (ok. 0.96 rad). W rozpatrywanym przypad-
ku mamy: £=0.55; 7=62; h=10.
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Postepujac zgodnie z podang metoda postgpowania otrzymujemy:

1) Po rozwiazaniu rdwnania (13) otrzymujemy o =1.13385.

2) Obliczamy pulsacj¢ odcigcia modutu z drugiego wzoru (11)
otrzymujac @, =0.0401 . Ze wzoru (14) mamy k. =2.9358.

Transmitancja operatorowa projektowanego regulatora, zgodnie
z (4), jest postaci:

2.9358
Cls)= (013385 (16)
Odpowiedz skokowa

1.4 : : : : : :
12} N |

1 =
0.8 B
0.6} B
0.4} 4
02l ——Regulator C1(s) | |

— Regulator C(s)
00 50 100 150 200 250 300 350
czas [s]

Rys. 2. Charakterystyki skokowe uktadu zamknigtego z obiektem (15)
iregulatorami C(s) (16) oraz C;(s)

Fig. 2.  Step response of the closed loop system with plant (15) and
controllers C(s) (16) and Cj(s)

Na rysunku 2 pokazano charakterystyki skokowe uktadu regu-
lacji z regulatorem C(s) o transmitancji (16) oraz regulatorem
wyznaczonym wedlug metody podanej w pracy [7], o transmitan-

cji Ci(s)=k, (l+s r)/ s% (przy syntezie ktérego zakladano row-
no$¢ 7=T). Zgodnie z ta metoda otrzymujemy regulator
o transmitancji: C,(s)=0.0472(1+62s)/s""*.

Uktad regulacji z obiektem (15) i regulatorem (16), w poréwna-
niu do ukladu z regulatorem C,(s), charakteryzuje si¢ o okoto 100
sekund krétszym czasem regulacji za$§ wyznaczona charakterysty-
ka skokowa nie ma przeregulowania.

Odpowiedz skokowa

SIAN ’
1

0.8} |
0.6} |
0.4 Regulator C(s),k=0.55 |
02l Regulator C(s),k=0.3
Regulator C(s),k=1.1
% 50 100 150 200 250 300 350

czas [s]

Rys. 3. Charakterystyki skokowe ukladu zamknigtego z obiektem (15)
i regulatorem (16) wyznaczone dla réznych wartosci wzmocnienia k obiektu
Fig.3.  Step response of the closed loop system with plant (15) and controller (16)
for different values of parameter &

Na rysunku 3 przedstawiono charakterystyki skokowe uktadu
regulacji z wyznaczonym regulatorem (16) dla kilku wartosci
wzmocnienia & obiektu. Wyznaczona nominalna charakterystyka
skokowa (k£ =0.55) nie ma przeregulowania, za$ czas regulacji
wynosi ok. 50 sekund. Wigksze wartosci wzmocnienia ukladu
otwartego powoduja wzrost przeregulowania, dla &=1.1 nawet do
ok. 30%. Nie obserwujemy natomiast przeregulowania dla warto-
$ci wspolczynnika wzmocnienia uktadu otwartego mniejszych od
wartosci nominalnej (badano zmiang wartosci wzmocnienia do
k =0.3), przy czym wydtuza si¢ czas regulacji.
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Zaprojektowany uktad regulacji sprawdzono w dziedzinie czg-
stotliwosci: 4, =4.3884,4,, =80.0651°. Otrzymane wartosci

zapasu modutu i fazy sa wigksze od zaktadanych podczas syntezy
regulatora dla uproszczonej transmitancji (3) ( 4,, =4, ¢, =55").

4. Uogdlnienie na obiekty jednoinercyjne
z catkowaniem i opéznieniem

Zaproponowang metode¢ syntezy ulamkowego regulatora zasto-
sujemy w przypadku obiektu opisanego transmitancjg operatoro-
wa:

_ k —sh
Gl(s)_—s(H—sr)e . a7

W celu uzyskania transmitancji operatorowej uktadu otwartego
o0 postaci (2) stosujemy uproszczenie:

G(s) ke z%eﬂh (18)
s(l+s7) s°T
Dobierajac transmitancj¢ regulatora o postaci:
g2
C(s)=k,~— =k (19)
s
otrzymujemy transmitancje uktadu otwartego
kk. e
K(s)=C(s)G(s) =~ £ (20)
T s

identyczna z (5), co gwarantuje nam identyczny sposdb postgpo-
wania, jak w przypadku obiektu (1). Dla obiektu (17) obowigzuja
zatem rownania (5)-(14), oraz podana metoda postgpowania.

Przyklad 2:

Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej o schemacie
pokazanym na rysunku 1, gdzie obiekt regulacji jest opisany
transmitancja operatorowa:

055 s

Y= 1T 62s)

@n

Nalezy wyznaczy¢ parametry transmitancji regulatora (19) tak,
aby uklad zamknigty miatl zapas modutu 4, =4 (ok. 12dB)
i zapas fazy ¢,, =55°.

Postepujac zgodnie z podana metoda postepowania otrzymuje-
my:

C(s) =2.93585"8661 (22)

Na rysunku 4 pokazano charakterystyki skokowe zaprojekto-
wanego uktadu regulacji automatycznej z wyznaczonym regulato-
rem (22) oraz z regulatorem zaprojektowanym zgodnie z metoda
syntezy zaproponowana w pracach [2, 7], polegajaca na zatozeniu

transmitancji regulatora postaci C,(s)=k,(1+sT)/s%, oraz row-
nosci 7=T. Zgodnie z ta metoda otrzymujemy regulator
o transmitancji: C,(s)=0.0472/s%** +2.9145086

Zaprojektowany uktad regulacji sprawdzono w dziedzinie czg-
stotliwosci otrzymujac: A4, =4.3884,¢,, =80.0651°,czyli taki

sam zapas stabilnosci jak w przyktadzie 1.
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Odpowiedz skokowa
1.4 ; : ! : ! !
l /X; |
4
0.8 ,
0.6 ,
——Regulator C1(s)
04 Regulator C(s),k=0.55 |
02l —Regulator C(s),k=0.3
Regulator C(s),k=1.1
% 50 100 150 200 250 300 350
czas [s]

Rys. 4. Charakterystyki skokowe ukladu zamknigtego z obiektem (21)
iregulatorem C|(s) oraz regulatorem C(s) (22) wyznaczone

dla kilku warto$ci wzmocnienia & obiektu
Fig. 4.  Step response of the closed loop system with plant (21) and

controllers Cj(s) and C(s) (22) for different values of parameters k

5. Uogdlnienie na obiekty dwuinercyjne
Zz opOznieniem
Zaproponowang metode syntezy przeanalizujmy tym razem dla
obiektu opisanego transmitancja operatorowa:

k —sh

RS o

(23)

W celu uzyskania transmitancji operatorowej uktadu otwartego
o postaci (2) stosujemy uproszczenie:

G(s)= k e~ kg (24)
A+s7t)1+s7,) st(l+s7,)
Dobieramy transmitancj¢ regulatora o postaci:
s(l +sT ) l-a
Cls) =ke =—L =ks' ™ (1+sT) (25)

Zaktadajac 7, =T , otrzymujemy transmitancj¢ uktadu otwartego

—sh
ke e (26)
T

a

K(s)=C(s)G(s) =

identyczng z (5), co gwarantuje nam identyczny sposdb postgpo-
wania, jak w przypadku obiektu (1). Dla obiektu (23) obowigzuja
zatem rownania (5)-(14), oraz podana metoda postepowania.
Zalecane jest aby sposrdd dwoch statych czasowych transmitancji
obiektu jako 7, przyjmowano stata czasowa o mniejszej wartosci.

Przyklad 3:

Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej o schemacie
pokazanym na rysunku 1, przy czym obiekt regulacji jest opisany
transmitancjg operatorowg

0.55 e—l()s.

O = 5 629)(1 4 36)

@7n

Nalezy wyznaczy¢ parametry transmitancji regulatora (25) tak,
aby uktad zamknigty miat zapas modutu 4, =4 (ok. 12dB)

i zapas fazy ¢, =55" (ok. 0.96rad).
W rozpatrywanym przypadku mamy:
7, =62, h=10.

k=0.55 =36
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Postepujac zgodnie z metoda postepowania otrzymujemy:

2.9358

0.8661

C(s)=

Odpowiedz skokowa
12l {\ /\ /—\ |
1
N
0.8+ 4

06}
——Regulator C1(s)
0.4 Regulator C(s),k=0.55 |
02l Regulator C(s),k=0.3
Regulator C(s),k=0.9
% 100 200 300 400 500 600 700 800

czas [s]

Rys. 5. Charakterystyki skokowe uktadu zamknigtego z obiektem (27)
i regulatorem Cj(s) oraz regulatorem C(s) (28) wyznaczone
dla kilku warto$ci wzmocnienia k obiektu
Fig. 5. Step response of the closed loop system with object (27), and Cj(s)

and controller C(s) (28) for different values of parameters &

Na rysunku 5 pokazano charakterystyki skokowe zaprojekto-
wanego uktadu regulacji automatycznej z obiektem (27), regu-
latorem (28) wyznaczone dla kilku warto§ci wzmocnienia &
obiektu. Dodatkowo pokazano charakterystyke skokowa uktadu
zamknigtego z rozpatrywanym obiektem oraz regulatorem za-
projektowanego zgodnie z metoda syntezy zaproponowang
w pracach [2, 7], polegajaca na zalozeniu regulatora postaci

Ci(s)=k,(1+sT))(1+sT,)/s%, oraz téwnosci t=T, i 7,=T,.
Zgodnie z przytoczong metoda otrzymujemy regulator:

C(s)= %+ 4.6256s 13385 1105.35045 08961
o

Zaprojektowany uklad regulacji sprawdzono w dziedzinie czgsto-
tliwosci otrzymujac:
A, =4.6784,¢4, =80.0651°

Zapas stabilnosci jest taki sam jak w przypadku przyktadéw 11 2.
Wynika to z otrzymanej transmitancji uktadu otwartego, identycz-
nej dla kazdego z rozpatrywanych przypadkow.

6. Whnioski

W pracy rozpatrzono problem projektowania regulatora utam-
kowego rzedu zapewniajacego zadany zapas stabilnosci uktadu
zamknigtego. Zaproponowano metod¢ projektowania polegajaca
na takim doborze transmitancji regulatora, aby transmitancja
uktadu otwartego miata posta¢ podobna do idealnej transmitancji
Bodego (2). W analizowanym przypadku, ze wzgledu na wystgpu-
jace opoznienie, nie jest mozliwe otrzymanie postaci (2) transmi-
tancji uktadu otwartego . Dlatego tez przyjeto postac (5) jako
transmitancj¢ odniesienia uktadu otwartego. Istotna cecha zapro-
ponowanej metody jest uproszczenie transmitancji obiektu w fazie
syntezy (podobnie jak w pracy [16]). Ze wzgledu na zastosowane
uproszczenie metoda sprawdza si¢ dla obiektow o duzej inercji.
Podano komputerowa metode i sposdb postgpowania przy wyzna-
czania parametrow tego regulatora przy zadanym zapasie stabilno-
$ci. Rozwazania zilustrowano przyktadami syntezy regulatorow.
Otrzymane zapasy stabilnosci z obiektami nominalnymi sg wigk-
szy od zaktadanych, zapas modutu o okoto 2dB, za$ zapas fazy

o0 okoto 25°. Badania symulacyjne przeprowadzono w srodowisku

systemu Matlab/Simulink, wykorzystujac oprogramowanie opisa-
ne w pracy [18].
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