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Streszczenie

Podane zostang warunki zewnetrznej i wewngtrznej dodatnio$ci dyskret-
nych liniowych uktadéw niecatkowitego rzedu. Sformutowany zostanie
problem realizacji dodatniej dla dyskretnych liniowych uktadéw niecat-
kowitego rz¢du. Podana zostanie metoda wyznaczania realizacji dodatniej
na podstawie zadanej transmitancji operatorowej w oparciu o charaktery-
styke impulsowa uktadu dyskretnego. Rozpatrzone zostang dwa przypadki
transmitancji operatorowej opisujacej uktad dyskretny niecatkowitego
rz¢du. Metoda zobrazowana zilustrowana przyktadami numerycznymi.

Slowa kluczowe: realizacja dodatnia, uktady dyskretne, uklady niecalko-
witego rzedu, charakterystyka impulsowa.

Positive realisation of linear discrete-time
fractional-order systems based on
impulse response

Abstract

Linear discrete-time fractional-order systems are dealt with in the paper.
Conditions for external and internal positivity of linear discrete-time
fractional-order systems with single-input and single-output (SISO) are
presented. A positive realisation problem for linear discrete-time fractional
systems is formulated. The method for finding positive realisation based
on the impulse response for the known transfer function is given. There are
considered two cases of the linear discrete-time fractional system transfer
function. The considerations are illustrated by examples. In Section 2 of
the paper there are presented the fundamentals of linear discrete-time
fractional systems and the conditions for internal and external positivity
are given. This section also contains formulation of the positive realisation
problem for the class of linear discrete-time fractional systems. The main
results and the procedure for computation of the positive realisation for the
known linear discrete-time fractional system transfer function are given in
Section 3. This section also contains some examples illustrating the
method proposed. There are concluding remarks in Section 4.

Keywords: positive realisation, discrete-time fractional order system,
impulse response.

1. Wstep

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanéw oraz od-
powiedzi przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Taka sytuacja jest
spotykana w wielu dziedzinach techniki, biologii, ekonomi, medy-
cyny itp. Przykladem moga by¢ wymienniki ciepta, kolumny
destylacyjne, modele populacji, modele epidemiologiczne, modele
zanieczyszczenia $rodowiska. Ze wzgledu na podane ogranicze-
nia, w odrdéznieniu od uktadéw standardowych, teoria uktadow
dodatnich opiera si¢ na przestrzeniach stozkow. Teoria takich
uktadow jest trudniejsza i mniej zaawansowana.

Literatura dotyczaca uktadéw dodatnich jest dos¢ bogata [3, 7].
Problem realizacji dla ciagtych i dyskretnych uktadow dodatnich

z opoznieniami jak i bez opdznien byl rozpatrywany w pracach [1,
3,6,7,14, 15, 18].

W XIX wieku Liouville i Reimann przedstawili w pracach [24-
26, 30] pierwsza definicj¢ pochodnej niecatkowitego rzedu. Po-
myst ten zostat dalej wykorzystany do modelowania rdéznego typu
proceséw [27-30]. Podstawy matematyczne dla uktadéw niecal-
kowitego rzedu podane zostaly w monografiach [24-26, 30].
Uktady niecatkowitego rzedu znalazly wiele zastosowan miedzy
innymi w regulatorach [29, 31] czy tez w filtracji danych np. filtr
Kalmana niecatkowitego rzedu [32]. Inne zastosowania teorii
uktadow niecatkowitego rzedu mozna znalezé w [2, 4, 28]. Dos¢
obszerny przeglad teorii uktadow ciagtych i dyskretnych niecat-
kowitego rzedu mozna znalez¢ w monografii [21]. Zastosowanie
torii uktadow dodatnich w uktadach niecatkowitego rzedu daje
nowe mozliwosci [17]. W chwili obecnej rozwoj w tej dziedzinie
jest dos¢ intensywny, pojawity si¢ prace zwiazane mig¢dzy innymi
ze stabilno$cia [19], osiagalno$cia i sterowalnoscia [9-12] oraz
problemem realizacji uktadéw niecatkowitego rzedu [13, 16].

Glownym celem tej pracy jest podanie metody wyznaczania re-
alizacji dodatniej ukladu dyskretnego niecatkowitego rzedu
o0 znanej transmitancji, w oparciu o odpowiedz impulsowsa. Rozpa-
trzone zostaly dwa przypadki zadanej transmitancji operatorowej
— gdy znany jest rzad niecatkowity a transmitancji oraz gdy ten
parametr jest nieznany. W przypadku nieznajomosci parametru a
zaproponowana zostanie metoda jego wyznaczenia. Rozwazania
poparte zostaty przyktadami numerycznymi.

Praca zorganizowana jest w sposob nastgpujacy: w rozdziale 2
podane sa podstawowe informacj¢ dotyczace linowych dyskret-
nych uktadow niecatkowitego rzgdu oraz sformutowane sg warun-
ki zewnetrznej i wewnetrznej dodatniosci tej klasy uktadéw. Roz-
dziat 2 zawiera rowniez sformutowanie problemu realizacji dodat-
niej dla linowych dyskretnych uktadow niecatkowitego rzedu.
Gltoéwne wyniki oraz procedura wyznaczania realizacji dodatniej
dla zadanej transmitancji liniowego uktadu dyskretnego niecatko-
witego rzgdu dane sa w rozdziale 3. Rozdzial ten zawiera réwniez
przyktady ilustrujace proponowana metodg. Uwagi koncowe
zawiera rozdziat 4.

2. Uklad dyskretny niecatkowitego rzedu

Wezmy pod uwage dyskretny ukltad niecatkowitego rzedu opi-
sany rownaniami

AN'x,,,=Ax, +Bu, keZ, (1a)
v, =Cx, +Du, (1b)

gdzie x, eR", u, eR", y, €R’ sa odpowiednio wektorem
stanu, wymuszenia i odpowiedzi oraz A€ R"™, BeR"",

CeR™,CeR”™ samacierzami rzeczywistymi.
Definicja rézniczki wstecznej funkcji x; dana jest wzorem [17]

Ax, = Zk“(—l)f[o;}ck/ L O<a<l @)

1=0

gdzie o € R jest niecatkowitym rz¢dem pochodnej, oraz

3 1 dla 1=0
[1] =ja(a _1)'},(06 el dla 1=12,."° )
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Korzystajac z definicji (2) rownania (1) mozna napisa¢ w postaci

i+l

| &
Ax,, + D (1) [ s = A+ Bu, keZ, (4a)
I=1

Y, =Cx, +Du, . (4b)

Rozwiazanie rownania (4) ma postac¢ [17]

k-1
X, =®x,+ > @, By, (3)

1=0
przy czym macierze @ sa okreslone nastgpujaca zaleznoscia

k+1 o
/

Q,,, =0, (Ad+al,)+ Z(_l)m[ ](ka, ®,=1,. (6)
=

Macierz transmitancji whasciwych uktadu niecatkowitego rzedu ma
postaé [21]

_ _ e :N(Z)
T(z2)=C[l,(z—c,)— A]'B+D ey (7
gdzie
c. =c.(k,z)= i(—l)"'[?jz"l k=12,... ®)
oraz
NMz)=CAdjl,(z—c,)— AIB+Ddz)
N.@ .. N,
=N,(z—c,)" +.+N(z—c,)+N, = R (9a)
N,@ .. N, (2

qn

N,@=Y Nyz", i=l..p; j=l..m
I=—n
d(z)=det[] (z—c,) - A]

Kl 9b
=(z-c,) +a, (z—c,) " +..+a(z—c,)+a, :Za_tlz’l ()

I==n

Oznacza to, ze transmitancja operatorowa moze by¢ dana
w dwoch postaciach.
Posta¢ a) jawna, gdy znane jest rzad o oraz c,

N (z=c,)"+..+4N,(z—c,)+ N,(2)
(z—c,)' +a, (z—c,)"" +..+a(z—c,)+a,

T(z)= . (10a)

Posta¢ b) niejawna, gdy rzad « jest nieznany a znana jest liczba q.

N,z"+..+Nz+N,+N_ z" +..+N_,z"

n - n-1 - - - -1 - —q
z +dnilZ +...+alz+a0+aflz +...+a,qﬂz

T(z) = —. (10b)

Uwaga 1. Z zaleznosci (8) wynika, ze wspotczynniki wielomia-
nu c,(k,z) szybko maleja przy rosnacym k, dlatego tez w praktycz-
nych przypadkach stosuje si¢ ograniczenie £ = q.

Definicja 1. Uktad utamkowego rzedu (1) jest nazywany ze-
wnetrznie dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy y, e R?, ke Z, dla

wszystkich wymuszen u, € R”, k € Z, oraz zerowych warunkow

poczatkowych x, =0.

Definicja 2. Charakterystyka impulsowa uktadu liniowego
o jednym wejsciu i jednym wyjsciu nazywamy odpowiedz tego
uktadu na wymuszenie w postaci impulsu jednostkowego przy
zerowych warunkach poczatkowych.

Twierdzenie 1. [17] Dyskretny uktad niecatkowitego rzedu (4)
jest zewnetrznie dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy jego macierz
charakterystyk impulsowych

| D dla [=0 (1
&7 co, Bdlai=12,..
jest nieujemna
g eRM™IeZ, . (12)

Definicja 3. Dyskretny uktad niecatkowitego rzedu (4) jest na-
zywany wewnetrznie dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy x, € R},

oraz y, €eR?, keZ, dla warunkdw poczatkowych x, eR’,

oraz wszystkich wymuszen u, e R}, ke Z, .

Lemat 1. [17] Jezeli
0<a<l (15)

wtedy

(—1)’*'(01’} 0 dlal=12,.. (16)

Twierdzenie 2. [17] Niech 0<a <1 wtedy uktad niecatkowi-
tego rzedu (4) jest wewnetrznie dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy

A+1,aeR”", BeRT", CeRI",CeRI™. a7

+ + 0

Uwaga 2. Macierz odpowiedzi impulsowych (12) wewngtrznie
dodatniego uktadu niecatkowitego rzedu (4) jest nieujemna oraz
kazdy wewnetrznie dodatni uktad dyskretny niecatkowitego rzedu
jest uktadem zewngtrznie dodatnim.

Zadanie realizacji dodatniej sformutowane jest w sposob naste-
pujacy.

Dana jest macierz transmitancji wlasciwych 7(z) dyskretnego
uktadu niecatkowitego rzedu wyznacz macierze A, B, C, D spel-
niajace zalezno$é (17).

3. Realizacje dodatnie dyskretnego uktadu
niecatkowitego rzedu typu SISO

Macierz stanu D uktadu (4) o transmitancji (7) mozna wyzna-
czy¢ z dobrze znanej zaleznosci [7]

lim7(z) =D (18)

gdyz im[ (z—c,)— AT =0.

Transmitancja wiasciwa i $cisle wiasciwa powiazane sg ze sobg
nastepujaca zaleznoscig

T,)(2)=T(2)~D=Cll,(z~c,) - AT 'B. (19)

Rozpatrujac dalej transmitancje $cisle wiasciwa poszukiwaé be-
dziemy trojki macierzy 4, B, C.

Zgodnie z zaleznosciami (10) mamy do czynienia z dwoma po-
staciami zadanej transmitancji operatorowe]j dyskretnego liniowe-
go uktadu niecatkowitego rzedu.
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W przypadku transmitancji operatorowej o postaci (10a) wy-
znaczenie realizacji jest zadaniem prostszym. Stosujac podejscie
podobne jak w [7] Sci$le wlasciwa transmitancj¢ operatorowsa
uktadu niecatkowitego rz¢du mozna przedstawi¢ za pomocg cha-
rakterystyki impulsowej g, € Z,

T(z)=

b(z=c,)" +.tb(z—c,)+b, S’ (0)

(z—c,) +a, (z—c,)" +.+a(z—c)+a, =
(g, = D) oraz napisa¢ w nastgpujacej postaci

b, (z—c,)" +b, ,(z—c,) " +..+b(z—c,)+b,
=((z=c,)" +a, (z—c,)" +..ra(z-c)+a,) . (1)

X(gl(Z—Ca)fl +g,(z-¢,) +g,(z—¢c,)” +)

Poréwnujac wspdtczynniki po obu stronach réwnania przy tych
samych potggach zmiennej (z —c,) w (21) otrzymamy

b,,=g., b,=8 +a,.8, b;=g,+a,,8,+a,,8 .-
b,,=g+a, g, ,+a,,8,+.+a,,,8. (22)

Znajac wspotczynniki mianownika a; oraz licznika b; dla
i=0,1, ...,n-1 transmitancji $cisle wtasciwej (20), mozemy wy-
znaczy¢ warto$ci odpowiedzi impulsowej g; dla / = 1,2,... ktére
dane beda nastgpujaca zaleznoscia

g&=b.,¢8=>b,-0a,¢g,8=b,-a,8 —a,g, .. 23)

dla 1</<n

g _{ b =081 =0, 181,118 (23b)

—, 81—, ,8 A&~ 48, dla [=n

Z (23) wynika natychmiast, ze jezeli a,<0Ooraz 5,20 dla
i=0,1,..,n-1;t0 g, 20 dla/=1,2...

Twierdzenie 3. Jezeli ¢;<0dlai =0, 1,..., n-1 oraz g;> 0 dla

/ = 1,2,...,n to istnieja realizacje dodatnie transmitancji $cisle
wlasciwej (20) odpowiednio o postaciach

00 .. 0 —q 1
10 .. 0 -g 0
4=0 1 0 -a, |, B=|!],
: : . O
00 1 -a, 0
C = [gl g & - gn] (24)
0 0 0 g,
0o o0 1 0 g
A4, =| : : - : , B,=|g |,
0 0 0 .. 1
4y 4 —4, .. T4, &
C,=[ 0 .. 0 0 (25)

natomiast macierz D dana jest zaleznoscia (18).

Dowdd twierdzenia jest identyczny jak w [7]. O

Przypadek transmitancji operatorowej w postaci (10b) jest trud-
niejszy, gdyz nie jest tam znany rzad a. Aby skorzysta¢ z metody
wyznaczania realizacji dodatniej przedstawionej wyzej nalezy
wyznaczy¢ parametr o ktory jest niezbedny do przedstawienia
zadanej transmitancji w postaci (10a).
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Proponowana metoda jest nastepujaca. Aby transmitancje (10a)
oraz (10b) opisywaty ten sam uktad musza zachodzi¢ zaleznosci:

n

qn
Y Nyz=c,) =D Nz, i=l.ps j=l..m (26a)

=0 I=—n

n n
Za,(zfc,z)l =ZE,Z” (26b)
1=0 I=—n

Wezmy pod uwage zaleznosc¢ (26b).
Dlan=1, g =1 mamy

a,+a(z—c,)=a z+a, +az’ (27a)
oraz

L (a) (a)
c, =c,+cz =[1J[2jz (27b)

Po podstawieniu (28) do (27) i poréwnaniu wspolczynnikow
przy tych samych potggach zmiennej z otrzymamy a, = —ac,,

a,=a,—ac,, a,=a,. Przy zalozeniun, ze znamy a,, a,, a,

poszukiwa¢  bedziemy «,, a, przy czym a,=a,,
_ a, L . . (o) a
a,=a,+a,c,, ¢, =——-. Rozwiazujac réwnanie =—
a a
-1 -1

jesteSmy w stanie wyznaczy¢ rzad o a tym samym wyznaczyé
brakujacy parametr c¢y. Znajac ¢, znajdziemy brakujace ay.
Dlan=2, g =2 mamy

a, +a1(z_ca)+az(z_ca)2

= 2, = - = 1, = _2 =
=a_,z +a_z+a,+ta,z +a,z +a,z

-1 -2 a al a)
c,=¢C,+cz +c,z77 = 71 zo + 3 z (28b)

Po podstawieniu (28) do (29) i poréwnaniu wspotczynnikow
przy tych samych potegach zmiennej z otrzymamy

oraz

— — 2

a,=a,, a,=a,—2a,c,, a,=a,c, +a,—2a,c, —ac,
—_ 2 —_

a, =2a,c,c, +a,c,” —a,c, —2a,c,, a,=2a,c,c,—a.c,
—_— _2 - _ 2

a, =2a,c,c,, a, =a,c,

Przy zalozeniu, znanych a,, a;, a,, a,, a,, a,, a_, po-

. a N
szukujemy a,, a,, a, przy czym c, = —* . Rozwiazujac
a
-2
. . |a a . . .
rownanie ) =— |—— jesteSmy w stanie wyznaczy¢ rzad a
a
-2

a tym samym wyznaczy¢ brakujace parametry ¢, i ¢y. Znajac c;
i ¢y znajdziemy brakujace a; i ay.

Postepujac w sposob analogiczny dla dowolnego » oraz dowol-
nego ¢ jesteSmy w stanie wyznaczy¢ parametr o, a nastgpnie
korzystajac z zaleznosci (8) wyznaczy¢ c,(k,z) co pozwoli na
sprowadzenie transmitancji o postaci (10b) do transmitancji
o postaci (10a). Dalszy tok postgpowania przy wyznaczaniu reali-
zacji jest analogiczny jak w przypadku transmitancji o postaci a)
zaleznosci (20) — (25).

Metod¢ wyznaczania realizacji dodatniej przy spetnieniu wa-
runkow twierdzenia 3 mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej
procedury.
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Procedura.

Krok 1. Korzystajac z zaleznosci (18) wyznaczamy macierz D
a nastepnie z zaleznosci (19) transmitancje¢ $cisle wia-
$ciwa.

Krok 2. Jezeli mamy do czynienia z transmitancja operatorowa
w postaci a) przechodzimy do kroku 5, jezeli transmi-
tancja ma postac b) to wykonujemy kolejne kroki.

Krok 3. Na podstawie znanych » oraz g okreslamy poszukiwana
transmitancj¢ (10a) oraz stosujac rownos¢ (26b) i zalez-
nos¢ (8) wyznaczamy parametr a a nastgpnie c,.

Krok 4. Znajac ¢, ci,...,c, Wyznaczamy wspotczynniki licznika
i mianownika transmitancji o postaci (10a).

Krok 5. Stosujac zaleznos¢ (23) wyznaczamy charakterystyke
impulsowgq otrzymanej transmitancji.

Krok 6. Stosujac zaleznos¢ (24) lub (25) wyznaczamy poszuki-

wane macierze 4, B, C.

Przyklad 1. Dana jest transmitancja $cisle wlasciwa (D = 0)
0 postaci

T(z) = ljlgz—ca)-~-b0 29)
(z—c,) +a(z-c,)+a,
wyznaczy¢ realizacj¢ dodatnia.
W tym przypadku n = 2, stosujac zaleznos¢ (23) mamy
g =b, g =b-ab. (30)

Jezeli sa wiec spetnione warunki twierdzenia 3 oraz prawdziwe
jest zatozenie 0 <« <1, to poszukiwana realizacja dodatnia dys-
kretnego uktadu niecatkowitego rzgdu bedzie miata postac

0 -a, 1
4, = }931:|:0:|7C1:[g1 g1 (31)

|1 —a

lub

4= 1},32{&}02[1 0. (2

=4 —4 2

Przyklad 2. Dysponujemy transmitancja scisle wiasciwa (D = 0)
0 postaci
b_1 z+ EU + Iz lz’1

' +az +a, +a,z' +a,z

T(z)=

(33)

2
ktérej wspolczynniki wielomianu licznika i mianownika maja
nastgpujace wartosci a, =-1, a,=-1, a,=-15, a, =0.01,

b =1b,=2, b , =3, wyznaczy¢ realizacj¢ dodatnia.

W tym przypadku n = 2 oraz ¢ = 1 w zwiazku z czym poszuki-
wana transmitancja w postaci (10a) bedzie miata postaé

b(z—-c,)+b,

(Z—ca)2 +a(z—-c,)+a,

—c,tezt = Y|4 35
o= taz = 5 F )

Poréwnujac mianowniki transmitancji (33) i (34) otrzymujemy

T(z)= (34)

oraz

(z—c¢,) +a(z—c,)+a,=2z"+az+a, +a .z +a_,z".(36)

Po podstawieniu (35) do (36) i pordwnaniu wspdtczynnikéw przy
tych samych potggach zmiennej z otrzymamy a, =a_ +2c,,

—_ — 2 — . : 7
a,=a,+a,c,+2c, +c,”, ¢, =4/a_, . Analogicznie z poréwna-

nia licznikow transmitancji (34) i (35) mamy

b, =b, + by, .

a —
Rozwiazujac rownanie ¢, = —[2] = —% =,a, jeste-

$my w stanie wyznaczy¢ rzad a a tym samym wyznaczy¢ brakuja-
cy parametr co, dalej znajdziemy brakujace ag, a; i by.
Podstawiajac dane liczbowe otrzymamy o, =0.28, a, =0.72.
Wybierajac do dalszych obliczen o =ea, obliczymy ¢, =0.72
oraz a, =—1, a, =-0.06, b, =1, b, =2.72.
Znajac wspotczynniki transmitancji (35) dalszy tok postgpowa-
nia przy poszukiwaniu realizacji jest analogiczny jak w przykta-

dzie 1 (krok 4 i krok 5 procedury).
Poszukiwana realizacja dla transmitancji operatorowej (34) ma

wigc postaé
0 —a,] [0 1 1
A= = ,B=| |,
1 —aq 1 0.06 0

C=[g, g]=[1 2.78],D=0. (37)

Zostaly spetnione warunki twierdzenia 3 oraz prawdziwe jest
zatozenie 0 <« <1 oznacza to, ze otrzymana realizacja (37) jest
realizacja dodatnig dyskretnego uktadu niecatkowitego rzedu.

4. Podsumowanie

Przedstawiona zostala metoda wyznaczania realizacji dodatniej
dyskretnych ukladéw niecatkowitego rzgdu w oparciu o charakte-
rystyke impulsowa. Rozpatrzone zostaly dwa przypadki zadanej
transmitancji tj. gdy znany jest rzad niecatkowity a transmitancji
operatorowej opisujacej uktad oraz gdy parametr ten jest niezna-
ny. Zaproponowana zostala metoda wyznaczenia parametru o.
Podane zostaty warunki wystarczajace istnienia realizacji dodat-
niej oraz procedura wyznaczania tej realizacji dla liniowych ukta-
dow dyskretnych niecatkowitego rzedu. Metoda zobrazowana
zostata przyktadami.

Proponowana metoda da si¢ w tatwy sposéb uogélni¢ na przy-
padek liniowego uktadu dyskretnego niecatkowitego rzedu
o wielu wejsciach 1 wielu wyjsciach dla ktérego znana jest ma-
cierz transmitancji operatorowych. Problemem otwartym jest
podanie warunkéw koniecznych istnienia realizacji dodatniej dla
rozpatrywanej klasy uktadow.

Praca naukowa finansowana ze $rodkow Komitetu Badan Na-
ukowych w latach 2007-2010 jako projekt badawczy nr NN514
1939 33.
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