400

Andrzej RUSZEWSKI
POLITECHNIKA BIALOSTOCKA, WYDZIAL ELEKTRYCZNY
ul. Wiejska 45D, 15-351 Biatystok

PAK vol. 56, nr 5/2010

Synteza regulatora utamkowego rzedu dla okreslonej klasy

obiektéw z opdznieniem

Dr inz. Andrzej RUSZEWSKI

Absolwent Wydziatu Elektrycznego Politechniki
Biatostockiej, gdzie w roku 2008 obronit rozprawe
doktorska z zakresu syntezy parametrycznej regulato-
réw dla obiektow o niepewnych parametrach. Obecnie
zatrudniony na stanowisku asystenta w Katedrze
Automatyki i Elektroniki. Gtéwne kierunki badan
naukowych to analiza i synteza ukladow sterowania,
a w szczegolno$ci uktadow z opdznieniami i uktadow
ulamkowego rzedu.

e-mail: andrusz@pb.edu.pl

Streszczenie

W pracy rozpatrzono problem doboru wartosci parametrow regulatora
utamkowego rzedu zapewniajacego zadany zapas stabilnosci uktadu
regulacji z obiektem inercyjnym pierwszego rz¢du z catkowaniem i op6z-
nieniem. Posta¢ transmitancji regulatora wynika z zastosowania idealne;j
transmitancji Bodego jako transmitancji odniesienia dla ukladu otwartego
z regulatorem. Wykorzystujac klasyczna metod¢ podzialu D podano
analityczno-komputerowe metody wyznaczania obszarow stabilnosci na
plaszczyznie parametrow regulatora. Podano takze proste zaleznosci
analityczne pozwalajace wyznaczy¢ wartosci parametrow regulatora, dla
ktorych rozpatrywany uktad regulacji charakteryzuje si¢ zadanymi warto-
$ciami zapasu modutu i fazy.

Slowa Kkluczowe: regulator utamkowego rzedu, stabilno$é, opdznienie,
metoda podziatu D.

Design of a fractional order controller for
a class of time-delay plants

Abstract

The paper presents the design problem of a fractional order controller
satisfying gain and phase margin of the closed-loop system with time-
delay inertial plant with integral term (1). The controller transfer function
(2) results from the use of Bode's ideal transfer function as a reference
transfer function for the open loop system. The characteristic function of
the closed-loop system with plant (1), controller (2) and the gain-phase
margin tester (Fig. 1) is given by (3). The closed-loop system is said to be
bounded-input bounded-output stable if and only if all the zeros of the
characteristic function (3) have negative real parts. Using the classical
D-partition method, a simple and efficient computational method for
determining stability regions in the controller parameters space (o, k) is
given. Analytical descriptions for boundary of stability regions in the
controller parameters space are determined. The stability region is located
between the real zero boundary k. =0 and the complex zero boundary of
the form (7), (8). The presented descriptions for the boundary of stability
regions are also used for obtaining stability regions for specified gain and
phase margins requirements. To determine the stability regions for a given
value of the control system gain margin 4, one should set ¢=0. On the
other hand by setting 4 = 1, there can be obtained the stability regions for
a given phase margin ¢. The stability regions of quasi-polynomial (3) are
shown in Figs. 2 and 3. Any point from the stability region provides the
gain and phase margins requirements. Moreover, the analytical forms
directly expressing the controller parameters for specified gain and phase
margin requirements are determined. The numerical examples confirm the
results received on the basis of the D-partition method.

Keywords: fractional controller, stability, delay, D-partition method.

1. Wstep

W ostatnich latach obserwuje si¢ wzrost zainteresowania ukta-
dami dynamicznymi opisanymi utamkowymi réwnaniami roéz-
niczko-catkowymi, patrz np. monografie [1-6]. W pracy [7] doko-
nano przegladu wybranych zagadnien z zakresu rachunku utam-

kowego rzedu oraz teorii cigglych uktadow liniowych utamkowe-
go rzedu, takich jak metody opisu, synteza regulatorow utamko-
wych, ich modelowanie oraz realizacja praktyczna.

Problem doboru warto$ci parametréw regulatorow utamkowych
rzedow (syntezy parametrycznej regulatora) jest rozpatrywany
miedzy innymi w pracach [8-14]. Regulator PID utamkowego
rzedu, okre$lany jako PI"D¥, zostat zaproponowany w pracy [13].
W regulatorze tym rzad catkowania A oraz rdzniczkowania y sa
w ogdlnym przypadku dowolnymi nieujemnymi liczbami rzeczy-
wistymi. Problemowi doboru wartosci nastaw regulatoréw PI*D*
sg poswigcone migdzy innymi prace [10-14]. Wykazano tam, ze
zastosowanie regulatora utamkowego rzedu poprawia wskazniki
jakosci regulacji. Badania przeprowadzono dla modeli obiektow
regulacji catkowitego i utamkowego rzedu. W pracach [8, 9] przy
syntezie regulatora wykorzystano podejscie, polegajace na takim
dobraniu transmitancji utamkowego regulatora, aby transmitancja
operatorowa ukladu otwartego rzedu ulamkowego miata tzw.
idealng posta¢ Bodego [15].

W niniejszej pracy rozpatrzony zostanie problem doboru warto-
$ci parametréw regulatora utamkowego rzedu zapewniajacego
zadany zapas stabilnosci uktadu regulacji z obiektem inercyjnym
pierwszego rzedu z catkowaniem i opdznieniem. Zostana podane
analityczno-komputerowe metody wyznaczania obszarow stabil-
nosci w przestrzeni parametrow rozpatrywanego regulatora oraz
metoda bezposredniego wyznaczenia wartosci jego parametrow
dla zadanych zapasdéw stabilnosci modutu i fazy. Proponowane
metody oparte sa na klasycznej metodzie podziatu D oraz podej-
$ciu przedstawionym w pracach [16-18].

2. Sformutowanie problemu
Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej pokazany na

rysunku 1. Obiekt regulacji opisany jest transmitancjg operatoro-
wa W postaci cztonu inercyjnego z calkowaniem i opéznieniem

Ke—sh
Gls) = s(+sT) o

Regulator jest natomiast utamkowym regulatorem o transmitancji

 k,(14sT)
- L)

N

C(s) , 2

gdzie a jest w przypadku ogdlnym dodatnia liczba rzeczywista.
Transmitancja operatorowa utamkowego regulatora (2) wynika
z faktu, ze przy syntezie regulatora tak dobierano jego postaé, aby
transmitancja operatorowa uktadu otwartego utamkowego rzedu
miata tzw. idealna posta¢ Bodego [9]. Dokladna analiza uktadu
otwartego o idealnej postaci Bodego jest podana w pracy [15],
natomiast synteza regulatora wykorzystujaca takie podejscie
zostala przedstawiona w pracach [8, 9].

Ae’? | C(s) | G(s) >

Rys. 1. Rozpatrywana struktura uktadu regulacji automatycznej
Fig. 1. Feedback control system structure
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Na rysunku 1 w torze gldéwnym sterowania wystepuje tzw. te-
ster zapasu modutu i fazy Aexp(—j@), gdzie A i ¢ sa to odpowied-
nio zapas modutu i zapas fazy. Tester ten nie wystepuje w rze-
czywistym uktadzie regulacji, wykorzystywany jest on tylko przy
syntezie parametrycznej regulatora. Wartosci parametrow regula-
tora dobiera si¢ tak, aby uktad regulacji charakteryzowat si¢ okre-
Slonymi zapasami stabilno$ci modutu i fazy. W typowych ukta-
dach sterowania zapas fazy wynosi od 30° do 60°, natomiast zapas
modutu od 5dB do 10dB. Zapasy te zwiazane sa ze wskaznikami
jakosci okreslanymi na podstawie odpowiedzi skokowych uktadu
regulacji automatycznej, tj. przeregulowaniem, czasem regulacji.

Quasi-wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uktadu re-
gulacji ma postaé

w(s) = de P Kk, (1+sT)e™" +s%s(1+sT). 3)

Podstawowym wymaganiem stawianym uktadom regulacji au-
tomatycznej jest ich stabilno$¢ asymptotyczna. W przypadku
uktadow utamkowego rzedu rozpatrujemy stabilno$¢ w sensie
ograniczone wejscie-ograniczone wyjscie, ktora dalej bedziemy
krotko nazywac stabilno$cia, np. [19]. Rozpatrywany uktad regu-
lacji automatycznej jest stabilny, gdy jego quasi-wielomian cha-
rakterystyczny utamkowego stopnia (3) jest stabilny, tzn. wszyst-
kie jego zera maja ujemne czgsci rzeczywiste [19].

Celem niniejszej pracy jest podanie metody wyznaczenia war-
tosci wzmocnienia k, regulatora oraz parametru ¢, dla ktérych
rozpatrywany uklad regulacji automatycznej ma zadane zapasy
stabilnosci, tj. zapas modutu 4 i zapas fazy ¢.

3. Gléwny rezultat

Wykorzystujac klasyczng metode¢ podziatu D [20] mozemy wy-
znaczy¢ obszary stabilnos$ci w przestrzeni parametréw regulatora
(2). Obszary te okreslajg zbior wartosci parametréow regulatora,
dla ktérych rozpatrywany uktad regulacji automatycznej jest
stabilny. Granice stabilnosci (podzialu D) odpowiadajg takim
warto$ciom parametréw regulatora, dla ktorych quasi-wielomian
charakterystyczny (3) ma przynajmniej jedno zero potozone na osi
urojonej. Moze to by¢ zero rzeczywiste lub para zer urojonych
sprzezonych. Wobec tego granice podzialu D dzielimy na granice
zer rzeczywistych i zer zespolonych. Granice te dziela przestrzen
parametréw regulatora na obszary D(k) o skonczonej liczbie zer
quasi-wielomianu (3) o dodatniej czgsci rzeczywistej. Dowolny
punkt w D(k) odpowiada takim wartosciom parametréw regulato-
ra, dla ktérych quasi-wielomian (3) ma doktadnie £ zer o dodatniej
czesci rzeczywistej. Jezeli obszar D(0) istnieje (nie jest pusty), to
jest on obszarem stabilnosci rozpatrywanego ukladu regulacji
automatycznej. W celu sprawdzenia, czy dany obszar jest obsza-
rem stabilno$ci nalezy zbadaé stabilno$¢ quasi-wielomianu (3) dla
jednego punktu z tego obszaru, stosujac np. uogdlnione na przy-
padek quasi-wielomianéw utamkowego stopnia kryterium Michaj-
towa [19]. W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ tylko do
podania metody wyznaczania obszaru stabilnosci. Pominiemy etap
wykazywania, ze wyznaczony obszar jest obszarem stabilnosci.

Dowolnemu punktowi na granicy zer rzeczywistych odpowiada
quasi-wielomian (3), ktéry ma zero s = 0. Latwo zauwazy¢, ze na
ptaszczyznie (o, k.) granica zer rzeczywistych quasi-wielomianu
(3) jest linia prosta k. = 0.

Granicg zer zespolonych wyznacza si¢ rozwiazujac wzgledem «
i k. rdbwnanie

w(jw) = Ae Kk, (1+ joT)e 7" +(jw)* jo(l+ joT)=0.(4)

Otrzymuje si¢ je przyrdwnujac do zera quasi-wielomian (3)
przy s =jo. Rownanie zespolone (4) jest spetnione, gdy odpo-
wiednio jego czgsci rzeczywiste Re[w(jw)] i urojone Im[w(jw)] sa
réwne 0, tj.

Re[w(jw)] =0, &)
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Im[w(jw)] = 0. 6)

Rozwiazujac uktad rownan (5), (6) wzgledem « i k. odpowied-
nio otrzymamy

a=1+p, 7
2+p
[0
k.= , 8
T (®)

gdzie p=-2(wh+¢)/x.

Linia krzywa o opisie parametrycznym (7), (8), wykreslona
w funkcji @, wyznacza na plaszczyznie (¢, k.) granice zer zespo-
lonych quasi-wielomianu (3).

Otrzymane opisy granic stabilnosci (podziatu D) umozliwiaja
wyznaczenie obszaréw stabilnosci dla zadanych zapasow modutu
i fazy. Przy wyznaczaniu obszaréw stabilnosci, dla okreslonego
zapasu fazy ¢ nalezy przyja¢ 4 =1, natomiast dla okreslonego
zapasu modutu 4 nalezy przyja¢ ¢ =0. W przypadku wyznaczania
granic zer zespolonych dla okreslonego zapasu fazy ¢ nalezy
przyjmowaé wartosci @ € (0, (x—2¢)/2h), natomiast przy wy-
znaczaniu granic dla okreslonego zapasu modutu 4 nalezy przyj-
mowaé wartosci w € (0, 7z/2h).

Przyklad 1. Nalezy dokona¢ syntezy parametrycznej regulatora
(2), tak aby rozpatrywany uktad regulacji charakteryzowal si¢
zadanymi wartosciami zapasu modutu 4 i zapasu fazy @. Obiekt
regulacji jest opisany transmitancja operatorows (1), gdzie K =1,
T=2,h=04.

Na rysunku 2 pokazano obszary stabilnosci wyznaczone dla
kilku wartosci ¢ przy A = 1. Wybierajac punkt z obszaru ograni-
czonego linia krzywa wyznaczong dla zadanej wartosci ¢ i linia
prosta k. = 0 otrzymamy wartosci parametrow regulatora (2), przy
ktérych uktad regulacji ma zapas stabilnosci fazy nie mniejszy niz
warto$¢ ¢ przyjeta do wyznaczenia granicy zer zespolonych.
Przyjmujac np. ¢ = 60° obszar stabilno$ci ograniczony jest odcin-
kiem linii prostej k. = 0 oraz linii krzywej odpowiadajaca ¢ = 60°.
Dowolny punkt lezacy wewnatrz tego obszaru okre$la parametry
regulatora zapewniajace zapas fazy nie mniejszy niz 60°. Wybie-
rajac np. punkt o wspotrzgdnych a=0.1, k.=0.5 (punkt a na
rysunku 2) otrzymamy zapas fazy réwny 63.08°.

Rys. 2. Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) wyznaczone przy A4 =1
dla réznych wartosci ¢

Fig. 2.  Stability regions of quasi-polynomial (3) for 4 =1 and different
values of ¢

Obszary stabilnosci wyznaczone dla kilku wartosci 4 przy ¢=0
pokazane sa na rysunku 3. Wybierajac punkt z obszaru ograniczo-
nego linig krzywa wyznaczona dla zadanej wartosci 4 i linig
prosta k. = 0 otrzymamy warto$ci parametrow transmitancji regu-
latora (2), przy ktoérych uktad regulacji ma zapas modutu nie
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mniejszy niz warto$¢ 4 przyjeta do wyznaczenia granicy zer
zespolonych.
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Rys. 3. Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) wyznaczone przy ¢=0
dla réznych wartosci A

Fig. 3.  Stability regions of quasi-polynomial (3) for ¢= 0 and different
values of 4

W tabeli 1 podano wyznaczone wartosci parametrow transmi-
tancji regulatora oraz odpowiadajace im zapasy stabilnosci dla
czterech punktéw zaznaczonych na rysunkach 2 i 3. Z tabeli wy-
nika, ze wszystkie uktady regulacji charakteryzuja si¢ wiekszymi
zapasami fazy i modutu od przyjetych do wyznaczenia granic zer
zespolonych.

Tab. 1. Zapasy modutu i fazy
Tab. 1. Gain and phase margins

Punkt Parametry regulatora Zapas modutu Zapas fazy
a a=0.1, k,=0.5 6.27 15.95 dB 65.74°
b a=0.1, k.=1.0 3.14 9.93 dB 52.35°
c a=0.1, k,=1.5 2.09 6.41 dB 39.58°
d a=0.1, k.=2.0 1.57 391dB 27.20°

Na rysunku 4 pokazano logarytmiczne charakterystyki czgsto-
tliwosciowe modutu i fazy wraz z zaznaczonymi zapasami stabil-
nosci dla wartosci parametréw transmitancji regulatora a=0.1,
k.=0.5 (punkt a). Tabela 1 i rysunek 4 potwierdzaja rezultat
otrzymany wczesniej na podstawie metody podziatu D, Zze punkt z
wyznaczonego obszaru stabilnosci zapewnia okreslone wartosci
zapasu modutu i fazy.

A =15.95dB (przy 2.83 rad/s), ¢ = 65.74 ° (przy 0.53 rad/s)

Modut (dB)

Czestotliwos¢ (rad/s)

Rys. 4. Charakterystyka Bodego z zaznaczonymi zapasami modutu i fazy
Fig. 4. Bode plot with gain and phase margins
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Na rysunku 7 pokazano charakterystyki skokowe uktadu regu-
lacji wyznaczone dla otrzymanych warto$ci nastaw regulatora
(punktéw z obszardw stabilnosci). Z rysunku wynika, ze dla wigk-
szego zapasu fazy ¢ wystgpuje mniejsze przeregulowanie, nato-
miast dla wigkszego zapasu modutu 4 wystepuje dluzszy czas
regulacji.

Wykorzystujac obszary stabilno$ci mozemy wyznaczy¢ warto-
$ci parametrow regulatora jednoczesnie dla zadanego zapasu
modutu 4 i zapasu fazy ¢. W tym celu na jednym rysunku nalezy
wyznaczy¢ granice zer zespolonych dla okre§lonego zapasu fazy
@, przy A = 1 oraz granicg zer zespolonych dla okreslonego zapasu
modutu A4, przy ¢=0 i odczyta¢ wspdtrzgdne punktu przecigcia
wyznaczonych granic.

Przyklad 2. Dany jest model obiektu regulacji taki jak w przy-
ktadzie 1. Nalezy dokonaé syntezy parametrycznej regulatora (2),
tak aby rozpatrywany uktad regulacji miat zapas modutu 4 =4
(okoto 12 dB) i zapas fazy ¢ = 55°.

16 ;
punkt a
1.4 += punkt b ||
**+ punkt ¢
===== punkt d
12} P
|
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Rys. 5. Odpowiedzi skokowe uktadu regulacji
Fig. 5.  Step responses of the control system

Na rysunku 6 pokazano obszary stabilnosci wyznaczone dla
A=1, $=55° oraz 4 =4, ¢=0. Punkt przecigcia granic zer ze-
spolonych (oznaczony znakiem + na rysunku) odczytany z moni-
tora z doktadnoscia do czterech miejsc po przecinku ma wspol-
rzedne o = 0.1339, k. = 0.7778. Obliczajac zapasy stabilnosci
uktadu zamknigtego dla wyznaczonych wartosci parametréw
regulatora otrzymamy A =4, ¢=55° co potwierdza rezultat
otrzymany na podstawie metody podziatu D.

Rys. 6. Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) wyznaczone dla wartosci
A=1, p=55°0razA=4,¢4=0

Fig. 6.  Stability regions of quasi-polynomial (3) for 4 =1, ¢=55°and
A=4,¢4=0
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Wykorzystujac zaleznosci opisujace granice obszardéw stabilno-
sci (7), (8) mozemy wyznaczyé wzory analityczne umozliwiajace
bezposrednie (bez konieczno$ci rysowania obszaréw stabilnosci)
wyznaczenie parametrow transmitancji regulatora (2) dla zada-
nych zapaséw modutu i fazy.

Granicy zer zespolonych dla okreslonego zapasu fazy ¢ (rysu-
nek 2) rozpoczyna si¢ dla @w=0 w punkcie o wspotrzednych
k.=0,

T—-2¢

—

©

adp =

Uklad regulacji ma zadany zapas fazy ¢ dla wartosci a € (0, ay).
Zauwazmy, ze «; zalezy tylko od wartosci zapasu fazy ¢. Wybie-
rajac dowolna wartos¢ « z podanego przedzialu « € (0, ay)
wzmocnienie regulatora k. wyznaczamy ze wzoru

k, :ﬁexp{[lnzz—ln2+lnl_ha j(l-ka)}. (10)

Zalezno$¢ (10) otrzymano rozwiazujac uktad réwnan (7), (8)
wzgledem k.1 w, przy ¢=0.

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujaca procedura projek-
towania regulatora opisanego transmitancja operatorowa (2) przy
zadanym zapasie modulu 4 i zapasie fazy ¢.

Procedura:

1) Dla zadanego zapasu fazy ¢ wyznacz przedzial zmian wartosci

a € (0, ), gdzie o, oblicza si¢ ze wzoru (9).

2) Wybierz dowolng warto$¢ o z wyznaczonego przedziatu.
3) Oblicz wzmocnienie regulatora k. ze wzoru (10).

Zauwazmy, ze w podanej procedurze projektowania regulatora
(2) nie jest wymagane obliczanie pulsacji odcigcia modutu lub
pulsacji odcigcia fazy oraz nie jest wymagane rozwiazywanie
réwnania nieliniowego jak ma to miejsce w metodach podanych
w pracach [8, 9]. Przedstawiona procedura jest prosta w stosowa-
niu.

Przyklad 3. Dany jest model obiektu regulacji taki jak w przy-
ktadzie 1. Korzystajac z podanej procedury nalezy dokonaé synte-
zy parametrycznej regulatora (2), tak aby rozpatrywany uktad
regulacji mial zapas modulu 4 =4 (okoto 12 dB) i zapas fazy
@ =55°.

Dla ¢=55° z (9) mamy ¢, =0.3889, czyli a < (0,0.3889).
Wybierajac np. = 0.1339 z (10) obliczamy wzmocnienie regula-
tora k.= 0.7778. Otrzymali$my takie same wartosci parametréw
regulatora (2) jak w przyktadzie 2.

4. Wnioski

W pracy rozpatrzono problem syntezy parametrycznej regulato-
ra utamkowego rzedu zapewniajacego zadany zapas stabilno$ci
uktadu regulacji z obiektem inercyjnym pierwszego rzedu z cal-
kowaniem i opdznieniem. Wykorzystujac metod¢ podzialu D
podano analityczno-komputerowa metode wyznaczania obszarow
stabilno$ci w przestrzeni parametrow regulatora. Dowolny punkt
z wyznaczonego obszaru odpowiada takim warto$ciom parame-
troéw transmitancji regulatora, dla ktérych uktad regulacji charak-
teryzuje si¢ zapasami stabilno$ci nie mniejszymi od zadanych. Na
podstawie metody podzialu D podano takze proste wyrazenia
analityczne pozwalajace bezposrednio wyznaczy¢ wartosci para-
metréw transmitancji regulatora dla zadanych zapaséw stabilno-
$ci. Nalezy przy tym zwroci¢ uwage, ze w podanej metodzie nie jest
wymagane obliczanie pulsacji odcigcia modutu lub pulsacji odcigcia
fazy oraz nie jest wymagane rozwiazywanie rownania nieliniowego
jak ma to miejsce w metodach podanych w pracach [8, 9].

Obszary stabilnosci oraz charakterystyki czestotliwosciowe
i skokowe rozpatrywanego uktadu regulacji automatycznej wyko-
nano w $rodowisku systemu Matlab.

Prace wykonano w ramach projektu badawczego N N514 1939 33 finansowanego
przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.
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