396

Wojciech TRZASKO

POLITECHNIKA BIALOSTOCKA
ul. Wiejska 45D, 15-351 Biatystok

PAK vol. 56, nr 5/2010

Wzgledna obserwowalnosé dodatnich ukladéw ciggto-dyskretnych

Dr inz. Wojciech TRZASKO

Absolwent Wydziatu Elektrycznego Politechniki
Biatostockiej. W 2001 roku uzyskatl stopien doktora
nauk technicznych w dyscyplinie Elektrotechnika
specjalno$¢ Teoria sterowania i systemow. Obecnie
zatrudniony jako adiunkt w Katedrze Automatyki
i Elektroniki WE PB. Autor i wspoétautor ponad 20
publikacji. Gléwne kierunki badan naukowych to
analiza i synteza ukladéw dodatnich: z opdznieniami,
dwuwymiarowych ciaglo-dyskretnych oraz ukladow
o niepewnych parametrach.

e-mail: wtrzasko@.pb.edu.pl

Streszczenie

W pracy rozpatrzono problem obserwowalnosci dodatnich liniowych
dwuwymiarowych ukladow ciaglo-dyskretnych. Sformutowano definicje
oraz podano warunki konieczne i wystarczajace obserwowalnosci oraz
wzglednej obserwowalnosci. Podano tez metod¢ wyznaczania nieujemne-
go stanu poczatkowego dla dowolnej zadanej odpowiedzi uktadu. Rozwa-
zania zilustrowano przyktadem.

Stowa kluczowe: 2W uklady ciaglo-dyskretne (hybrydowe), ukfady
dodatnie, obserwowalno$é.

Relative observability of positive continuous-
discrete time systems

Abstract

In the paper the observability problem for linear 2D positive continuous-
discrete time systems described by the differential-difference state equations
(formulas (1a) and (1b)) and output equation (1c) with boundary conditions
(3) is considered. It should be noted that such a model is called a hybrid
system in literature [1, 3, 4]. A 2D hybrid system is a dynamic system that
includes both continuous- and discrete-time dynamics. It means that the
2D hybrid system state vector contains continuous-time and discrete-time
state variables; its input and output vectors depend on continuous time #
and discrete step i. The results presented in this work are based on solving
the state equations (formula (4)) given in [1]. For simplicity it is assumed

that the vector x,(f):=x, of boundary conditions (3) is constant in the
whole interval 7€[0,7,]. The definition and necessary and sufficient
conditions for the continuous —discrete system positivity are formulated.
There is also introduced the definition of observability at the point
(t,iyeR, xZ,, t= 1> 0, i=k21, and a simple condition of
observability (Theorem 3) is given. Moreover, based on the left-inverse of
the observability matrix (the formula (16)), a simple method for computing
the initial state (10) when assuming the knowledge of the output sequence
(15) at the points (¢;,i) i=0,,..,k, is proposed. In Section 4 the

relative observability with respect to state x,(z,i) R} at the point
(tiyeR, xZ,, t=t,>0, i=kz=1, is investigated. This is the special

case of observability, but more useful in practice. The considerations
are illustrated by a numerical example. Numerical calculations were
performed in the Matlab program environment.

Keywords: continuous - discrete 2D systems (hybrid), positive systems,
observability.

1. Wstep

W uktadach dodatnich sktadowe wektoréw wymuszen, warun-
koéw poczatkowych, stanu i wyjscia przyjmuja tylko wartosci
nieujemne. Przyktady dodatnich uktadéw liniowych sa podane
w monografii [2] oraz cytowanej tam literaturze.

W teorii uktadéw dodatnich zamiast przestrzeni liniowych ko-
rzystamy z teorii stozkow. Teoria ukltadéw dodatnich jest wigc
dziedzing znacznie trudniejsza i mniej zaawansowang od klasycz-

nej teorii uktadéw liniowych. Problem analizy i syntezy dodatnich
uktadoéw liniowych jest tematem wielu publikacji w ostatnich
kilku latach, np. [2, 5].

Ostatnio, nowa klasa dwuwymiarowych liniowych hybrydo-
wych (ciaglo - dyskretnych) uktadéw dodatnich zostata zapropo-
nowana w pracy [1]. W pracach [3, 4] podano warunki wzglednej
obserwowalnosci stacjonarnych uktadéw hybrydowych. Problem
punktowej zupelnosci oraz wzglednej punktowej zupetnosci do-
datnich liniowych dwuwymiarowych uktadéw ciagto-dyskretnych
rozpatrzono w pracy [7]. Natomiast w pracy [6] podano warunki
wzglednej sterowalnosci tych uktadow.

W niniejszej pracy, wykorzystujac rezultaty prac [1, 2, 3, 7],
rozpatrzymy problem obserwowalnosci dodatnich liniowych
dwuwymiarowych uktadow ciaglto-dyskretnych, dla ktorych roz-
wiazanie analityczne rownan stanu zostaty podane w pracy [1].
Najpierw, uwzgledniajac specyfike dodatnich uktadéw dwuwy-
miarowych, zostana wprowadzone definicje obserwowalnos$ci oraz
wzglednej obserwowalnosci. Nastgpnie zostang podane warunki
konieczne i wystarczajace obserwowalnosci takich uktadéw oraz
prosta metoda wyznaczania nieujemnych warunkéw brzegowych
dla dowolnej zadanej odpowiedzi uktadu.

2. Dodatni uktad ciggto-dyskretny

Niech R™" bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm
o rzeczywistych elementach oraz R" =R™'. Zbiér macierzy
o wymiarach nxm, ktérych elementami sg liczby rzeczywiste
nieujemne, bedziemy oznaczaé przez R™™, przy czym R” =R".
Zbidr liczb catkowitych dodatnich bedziemy oznaczaé przez Z,,
za$ zbior liczb rzeczywistych nieujemnych przez R, =[0,+o).

Wezmy pod uwage dwuwymiarowy uktad ciaglo-dyskretny li-
niowy stacjonarny, nie poddany wymuszeniu (u(z,i) = 0 ). Uktad

ten w przestrzeni stanow jest opisany rownaniami stanu: réznicz-
kowym i réznicowym oraz réwnaniem wyjs$cia w postaci

X, (t,0)=A,,x,(t,0) + A, x,(1,0), teR,, (1a)

Xy (2,0 +1) =A%, (t,0) + Ay x5 (2,0), i€ Z,, (1b)

w(t,i) =Cx,(t,i) + Cyx,(1,0), (1c)

przy czym xl(t,i)z%, x(t,i)eR", x,(t,i)eR™,

y(t,i)eR? oraz A, eR"™", A4, eR"",
Ayy e R CLeRTT, C, e R

Uktad (1) ma strukture podobna do modelu 2W Roessera [2],
gdzie x,(#,i) e R™ jest odpowiednikiem wektora horyzontalnego,

R XM
A, R s

za$ x,(1,i)eR™ wektora wertykalnego. W pracach [1, 3, 4]

uktady ciaglo dyskretne s nazywane dwuwymiarowymi uktadami
hybrydowymi.
Warunki brzegowe dla uktadu (1) maja postac

x,(0,i)=x,(i), ieZ, oraz x,(1,0)=x,(t), teR,. 2)
Definicja 1. Uktad ciagto-dyskretny (1) nazywamy dwuwymia-

rowym (2W) modelem wewngtrznie dodatnim, jezeli dla wszyst-
kich dodatnich warunkéw brzegowych

x()eR} , ieZ, oraz x,(t)eR? , teR,, 3)
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zachodzi x,(t,i)eR}, x,(t,i)eR? 1 y(t,i)eR? dla wszyst-
kich teR, iieZ,.

Twierdzenie 1. [1] Rozwiazanie uktadu (1) spelniajace warunki
brzegowe (2) ma postaé

O(1)x,(0)+ P(t)x,(¢) dla i=0
i-1 .
x,(t,0) = { POx, (D) + EOP(f)(Azlp(t) + 4y) T Ay D(0)x, (K) +

+ P(£)(Ay P(1) + Ayy) %, (1) dla i=12,..
(4)
i1 .
0060 = PO+ ) @O0®
+(Ay P(1) + Ay x, (1) dla i=12,...

przy czym ®(f)=e™" a P(f)jest operatorem, okreslonym za-
leznoscia

t
P(t)x = [O(t— 1) A,x(7)d7. %)

0
Dowoéd. Dowod zostat podany w pracy [1] wykorzystujac me-
tode indukcji wzgledem i. o

Twierdzenie 2. Uklad ciagto-dyskretny (1) jest dodatni we-
wnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy

1. A, jest macierza Metzlera, (6a)
2. Ay €RMM A e RN A, e R
C,eRI™M | C, e RI™, (6b)

Dowéd. Dowod przeprowadzimy podobnie jak w twierdzeniu 2
pracy [1].

Dostatecznos$¢. Ogodlnie wiadomo, ze macierz
O(f) =™ e R wtedy i tylko wtedy, gdy 4,, jest macierza
Metzlera. Jezeli A4, jest macierza Metzlera, za$ pozostale macie-
rze majg elementy nieujemne (6b) i warunki brzegowe spehniaja
(3), to z (4a) mamy x(¢t,i))eR), a z réwnania (4b)

x,(2,0) e R, za§ zréwnania (1c) y(1,i)eR?, teR, iieZ,.

Konieczno$é. Niech x,(r)=0, reR, i x;(0)=¢; (i-ta kolum-
na macierzy jednostkowej /, ). Z (la) dla i=0, reR, i (4a)
mamy Xx,(2,0) = 4,,®(?)e;. Zauwazmy, ze aby trajektoria nie
wyszla z ¢wiartki R}' musi by¢ x,(0,0) = 4;,¢, e R}, co impli-
kuje a; 20 dla i# j. Macierz 4;; musi by¢ macierza Metzlera.

Podobnie, dla x,(0)=0, z (la) mamy x,(0,0)= 4,,x,(0) e R,

XNy

co implikuje 4, e R7"™™, gdyz x,(0) moze by¢ dowolne. Za$
z (1b) dla x,(1)=0, teR, mamy x,(t1)=A4,x,(0)=0, co
implikuje 4,; e R, gdyz x,(1,0)e R moze by¢ dowolne.
Podobnie, dla x,(0)=0, =z (lb) dla i=0

%, (0,1) = 4,,x,(0)>0, co

mamy
implikuje ~ 4,, e R, gdyz
x,(0) e R moze by¢ dowolne. Dla x,(0)=0 z (lc) mamy
»(0,0)=Cx,;(0)eR? oraz C,eRY™ | gdyz x,(0)eR} moze
by¢ dowolne. Analogicznie, zaktadajac x,(0)=0, dostaniemy
¥(0,0)=C,x,(0)eR? oraz C, e R, gdyz x,(f) e R> moze
by¢ dowolne. mi

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowac, ze sktadowa
x,(2,0) warunkéw brzegowych (3) jest stata w catym przedziale,

tzn. x,(7):=x, dla 1€[0,7,].

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia i podstawiajac rozwigzania
(4) w punkcie (tf,k) ER, XZ,, 1,> 0, k>0, do rownania

wyjscia (1c) otrzymamy

C(t,)x,(0)+(C,P(1,)+Cy)x, dla k=0

Wiy ky= c, CZ]{DI }co da k=12, O
D2
gdzie
X = [5(0),5,(1),...., x, (), x, ] e REFDm, (82)
. {D, } _ {DI(O) D, (1) Dy(k) Dy(k+ 1)} (&)
D,| |Dy(0) Dy() - 0 Dy(k+1)

przy czym
Dy(j)=P(t;)D,(j)s (92)
Dy(j)=D"" 4, ®(t,), dla j=0,l,....k-1, (9b)
Dy (k)=0(t,), (9¢)
Dy(k+1)=P(t,)D*, D,(k+1)=D", (9d)
D= Ay P(t;)+ Ay € R (9¢)

3. Obserwowalnos¢

Uwzgledniajac prace [1 - 5] mozemy sformutowac podang po-
nizej definicje obserwowalnosci dodatniego uktadu ciaglo - dys-
kretnego.

Definicja 2. Dodatni uktad ciagto-dyskretny (1) nazywamy ob-
serwowalnym w punkcie (f,i))eR, xZ,, t=1,>0, i=k=l,
jezeli na podstawie znajomosci odpowiedzi y(#,i) € RY w punk-
tach (tf,i) i=0,,...,k, dla dowolnych niezerowych warunkow
brzegowych (8a) w postaci x,(0)e R #0, x,(i)=0, 1<i<k,

x, € R> #0 mozna jednoznacznie wyznaczy¢ stan

0
Xo0 = {x'( )} RN (10)

R)

Twierdzenie 3. Dodatni uktad ciagto-dyskretny (1) jest obser-
wowalny w punkcie (i ,k)eR, xZ,, 1,>0, k=1, wtedy
i tylko wtedy, gdy z macierzy § mozna wybra¢ n, +n, liniowo
niezaleznych wierszy takich, ze macierz S utworzona z tych
wierszy jest uogélniong macierza permutacji, zwang tez macierzg

monomialng (w kazdym wierszu i kazdej kolumnie tylko jeden
element jest dodatni, a wszystkie pozostate sa zerowe), przy czym

C@(t,) C

CD"4,®(t,) CD'
S:: [Sl SZ]: . / N

< SR(kJrl)px(n, +1,) , (1 1)
CD*'4,®(t,) CD*
gdzie
C=CP(t;)+C,. (12)

Dowod. Rownanie (7), przy zatozeniach wynikajacych z defini-
cji 2, mozemy napisaé w postaci
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[CD(1,) Clxy dla k=0

- a
UD) {[CDk-‘Az@(zf) CDlxpy dla k=12,. (13)

Korzystajac z (13) kolejno w punktach (¢,,i) i=0,L,...,k, do-

staniemy
Yo =80, (14)
przy czym

yo =yt 00wt )" y(t,, k)" T eREDP - (15)

Z zalozenia xp € R"™™ i y, e R¥? sa dowolnymi wekto-
rami. Wobec tego stan x,, mozemy wyznaczy¢ z rownania (14)
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz § (11) zawiera », +n, liniowo

niezaleznych monomialnych wierszy. o
Wykorzystujac jeden ze wzoréw na lewa odwrotno$¢ macierzy
prostokatnej dla macierzy S, mozemy sformutowaé ponizszy lemat.

Lemat 1. Jezeli uktad dodatni (1) jest obserwowalny oraz
[S781'ST e R K2 o znajac odpowiedz y, (15) mozna

stan (10) wyznaczy¢ ze wzoru

Xoo =[STST' ST y,. (16)

Dowéd. Jezeli tankS=n, +n,, todet(S'S)=0 i macierz
[STs1'sT jest dobrze zdefiniowana. Jezeli yoeiR(f”)" oraz

zachodzi [S7S]7'ST e R K0P 46 wiedy x,, € R ™™ oraz

Vo = 8% =S[STST' STy, = v, o(17)

4. Wzgledna obserwowalnos¢

Zatézmy, ze skladowa x, e R™ #0 stanu x,, € R) ™™ (10)
jest znana. Bedziemy poszukiwaé rozwiazania tylko dla stanu
x,(0) e R?" #0. Z rébwnania (14) i (11) mamy

Yo —5y%, = Yy = $,x,(0) = S,®(¢,)x,(0), (18)
gdzie
Cl
~ cDA4
Sl _ ] 21 EiRS_kH)pX"I , (19)
CD*' 4,

Uwzgledniajac powyzsze, mozemy sformutowaé definicje wzgled-
nej obserwowalnosci dodatniego uktadu ciagto - dyskretnego.

Definicja 3. Dodatni ukfad ciagto-dyskretny (1) nazywamy
wzglednie obserwowalnym dla stanu x,(¢,i) e R} w punkcie
(t,)eR. xZ,, t=t,>0, i=k=21, jezeli na podstawie znajo-
mosci odpowiedzi y(z,i) e R? w punktach (tf,i) i=0,1,...,k,
dla dowolnych niezerowych warunkéw brzegowych (8a) w posta-
ci x(0)eR?#0, x()=0, 1<i<k, x,eR?#0 mozna

jednoznacznie wyznaczy¢ stan x,(0) e R}'.
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Twierdzenie 4. Dodatni uktad ciaglo-dyskretny (1) jest
wzglednie obserwowalnym dla stanu x,(¢,i)e R} w punkcie
(t;k)eR, xZ,, 1,>0, k=1, wtedy i tylko wtedy, gdy
1. 4, jest diagonalna macierza o ujemnych elementach,

2.z macierzy §, (19) mozna wybra¢ n, liniowo niezaleznych

monomialnych wierszy takich, ze macierz utworzona z tych
wierszy jest macierzg monomialna.

Znajac odpowiedz y, (15)i x, e R}> #0 stan x,(0) e R} wyzna-
cza si¢ ze wzoru
x(0)= (1) ' [S8,T7 5 5. (20)

Dowéd. Z zatozenia x, e R”> #0 i y, e R¥*V? sq dowolnymi

wektorami, przy czym = zawsze zachodzi  zalezno$¢
Yo = Yo —Syx, e REDP Wobec tego (1, )x,(0) e R} mozemy
wyznaczy¢ z rownania (18) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz §1
(19) zawiera n, liniowo niezaleznych monomialnych wierszy.
Jezeli 4,, jest diagonalng macierza o ujemnych elementach, to

O(r)=e™" jest rowniez macierza diagonalna i ma postaé
O(r) = e’ = diag[e™’,e™,...,e" Je R 1)

Zatem istnieje tez nieujemna macierz odwrotna (D(tf)’1 eRY .
Jezeli rank§1 =n,, to det(g']Tg']) #0 i w tym przypadku istnieje
lewa odwrotno$¢ macierzy (19) o postaci [§1T§1]'1§1T. Jezeli.
[ST8,17'S e R VP 1o znajac y, e REDP i x, eR™ %0

otrzymamy x,(0) e R} z (20) oraz

Yo =¥o+5%, =850(17)x,(0) + Syx, = )
- L a
=5D(¢, )q)(tf)_l [SITSI I SlTyO 8%, = Yo + 5%

Zatézmy, ze macierz C; ma co najwyzej /, niezaleznych wier-
szy, za$ macierz C (12) ma [/ niezaleznych wierszy, przy czym
l, <min{n,,n,} oraz /<min{n,,n,}. Latwo wykaza¢, ze kazda
macierz CDiAZ], tworzaca struktur¢ macierzy §] (19) moze mieé
co najwyzej [ niezaleznych wierszy. Oznacza to, ze jezeli uktad
dodatni (1) jest wzglednie obserwowalny dla stanu x,(7,i) € R’
w punkcie (¢,,k) tomamy k-/+/ =n,.

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia, mozna sformutowa¢ naste-
pujacy lemat.

Lemat 2. Uktad dodatni (1) moze by¢ wzglgdnie obserwowalny

dla stanu  x,(2,i) e R} w  punkcie  (¢,,k), jezeli
k>E[(n —1)/1], gdzie E[(n —1)/I] oznacza najmniejsza

liczbe catkowita wigksza lub rowna (n, —1,)/1.

5. Przykiad

Nalezy sprawdzi¢ obserwowalnos¢ w punkceie (7,,k)=(1,k),

k > 1, dodatniego uktadu ciaglo-dyskretnego (1) o macierzach:

-1 0 1
A11:|:0 _2} A12:L)} A =[0 2], 4, =[0.2],

C =[1 0], C,=[1]. 22)
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Dla rozpatrywanego uktadu macierz podstawowa ma postac

,fer o
D (1) = {eo ez,} (23)
operator (5)
P(iy) = {1 ‘g } en?, (24)

za$ macierze (9¢) i (12), odpowiednio
D=4,=02eR" , C=[2-¢""]eR.. (25)
Dla t, =11 k=3 ze wzoru (11) otrzymamy macierz

03679 0  1.6321
0 04418 03264 .

= e R¥, (26)
0  0.0884 0.0653

0 0.0177 0.0131

Latwo sprawdzi¢, ze macierz (26) ma n, +n, =3 liniowo nie-

zalezne wiersze, przy czym nie sa one monomialne. Zatem nie jest
spelniony warunek twierdzenia 3, co oznacza, ze rozpatrywany
uktad nie jest obserwowalny w badanym punkcie.

Zbadamy teraz wzgledng obserwowalno$¢ uktadu w punkcie
(t;,k)=(,k). Z lematu 2 wynika, ze k2E[2-1)/1]=1.

Zauwazmy, ze macierz 4,, jest diagonalna macierza o ujemnych
elementach, zatem macierz ®@(7,) € EREXQ (23) jest macierza

monomialng i istnieje macierz odwrotna CD(tf)’1 eiRixz. Ze

wzoru (19) otrzymamy monomialng macierz

N 1 0 2x2
S = e N2, @7)
0 3,2642

Z powyzszego wynika, ze warunki twierdzenia 4 sa spelnione
i ukfad jest wzglednie obserwowalny w punkcie (7,,k) = (1,1).

Niech odpowiedz uktadu (1) przy niezerowych warunkach
brzegowych w postaci x,(0) e R? =0, x,(1)=0, x, =1eR",
ma postac

|0 |2 )
A

S . o~ 2
Latwo sprawdzi¢, ze zachodzi zaleznos¢ y, =y, —S,x, € R;.

W tym przypadku stan x,(0) € ‘Ri mozna wyznaczy¢ ze Wzoru

i~ 1
X (0)=d(r,) " Sy, = L 5 48} eR?. (29)

W celu sprawdzenia otrzymanych wynikdw wyznaczymy roz-
wiazanie rownafi (1) o macierzach (22) w punkcie (7,,k)=(1,1)

dla wektora warunkow brzegowych

0
Xop {x‘x( )}: 1.5248 | . (30)
2
1

Z ogolnego rozwiazania rownania (1a), o postaci
x,(8,1) = ©(t)x, (i) + P(t)x, (1,i) . 31

oraz rownania (1b) dla i =0,1, odpowiednio otrzymamy

1
£0) = , 32
x(t0) {1.5248#’} (32)
(1) =02 +3.0496¢ (32b)
_ -t 2 -3t
© (o] 0270267 +3.0496e™ 304967 ]
‘ 0

Podstawiajac powyzsze wyniki do rownania (1c¢) mamy
W1,0)=2, y(t,1)=0.4-02e" +6.0991e™> —3.0496¢ . (33)

7 powyzszych rozwigzan obliczymy wartosci odpowiedzi
w punktach (¢,,k)eR, xZ, dla ¢, =1 oraz k=0,1:

B ¥(1,,0) 12 )
L

6. Wnioski koncowe

W pracy rozpatrzono problem obserwowalnosci i wzglednej ob-
serwowalnosci dodatnich liniowych dwuwymiarowych uktadéw
ciagto-dyskretnych, opisanych réwnaniami stanu i wyjscia (1),
przy zatozeniach (3) i (6).

Sformutowano podstawowe definicje oraz podano warunki ko-
nieczne i wystarczajace obserwowalnosci 1 wzglednej obserwo-
walnosci. Podano prosta metode wyznaczania nieujemnego stanu

poczatkowego x,, € R7™ (10), jezeli znana jest odpowiedz
uktadu y, eiR(f”)p (15), a w przypadku wzglednej obserwowal-

nosci takze sktadowa x, e R #0.

Powyzsze rozwazania mozna tatwo uog6lni¢ na dodatnie dwu-
wymiarowe uktady ciagto-dyskretne utamkowego rzedu.

Praca naukowa finansowana ze srodkéw Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyz-
szego, jako projekt badawczy nr G/WE/5/07.
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