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S t r e s z c z e n i e  
 

W  p racy roz p at rz ono p roble m obs e rw ow alnoś ci d od at nich  liniow ych  
d w uw ymiarow ych  uk ł ad ó w  cią g ł o-d ys k re t nych . S f ormuł ow ano d e f inicj e  
oraz  p od ano w arunk i k onie cz ne  i w ys t arcz aj ą ce  obs e rw ow alnoś ci oraz  
w z g lę d ne j  obs e rw ow alnoś ci. Pod ano t e ż  me t od ę  w yz nacz ania nie uj e mne -
g o s t anu p ocz ą t k ow e g o d la d ow olne j  z ad ane j  od p ow ie d z i uk ł ad u. R oz w a-
ż ania z ilus t row ano p rz yk ł ad e m. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  2W  uk ł ad y cią g ł o-d ys k re t ne  ( h ybryd ow e ) , uk ł ad y 
d od at nie , obs e rw ow alnoś ć . 
 
Rel a t iv e ob s er v a b il it y  of  p os it iv e con t in u ou s -
d is cr et e t im e s y s t em s  

 
A b s t r a c t  

 
I n t h e  p ap e r t h e  obs e rvabilit y p roble m f or line ar 2D  p os it ive  cont inuous -
d is cre t e  t ime  s ys t e ms  d e s cribe d  by t h e  d if f e re nt ial-d if f e re nce  s t at e  e q uat ions  
( f ormulas  ( 1a)  and  ( 1b) )  and  out p ut  e q uat ion ( 1c)  w it h  bound ary cond it ions  
( 3 )  is  cons id e re d . I t  s h ould  be  not e d  t h at  s uch  a  mod e l is  calle d  a h ybrid  
s ys t e m in lit e rat ure   [ 1, 3 , 4 ] . A 2D  h ybrid  s ys t e m is  a d ynamic s ys t e m t h at  
includ e s  bot h  cont inuous - and  d is cre t e -t ime  d ynamics . I t  me ans  t h at  t h e  
2D  h ybrid  s ys t e m s t at e  ve ct or cont ains  cont inuous -t ime   and  d is cre t e -t ime  
s t at e  variable s ;  it s  inp ut  and  out p ut  ve ct ors  d e p e nd  on cont inuous  t ime  t 
and  d is cre t e  s t e p  i. Th e  re s ult s  p re s e nt e d  in t h is  w ork  are  bas e d  on s olving  
t h e  s t at e  e q uat ions  ( f ormula ( 4 ) )  g ive n in [ 1] . F or s imp licit y it  is  as s ume d  
t h at  t h e  ve ct or 22 :)( xtx =  of  bound ary cond it ions  ( 3 )  is  cons t ant  in t h e  
w h ole  int e rval ].,0[ ftt∈  Th e  d e f init ion and  ne ce s s ary and  s uf f icie nt  
cond it ions  f or t h e  cont inuous  –d is cre t e  s ys t e m  p os it ivit y are  f ormulat e d . 
Th e re  is  als o int rod uce d  t h e  d e f init ion of  obs e rvabilit y at  t h e  p oint  

,),( ++ ×∈ ZRit  ,0>= ftt  ,1≥= ki  and  a s imp le  cond it ion of   
obs e rvabilit y ( Th e ore m 3 )  is  g ive n. M ore ove r, bas e d  on t h e  le f t -inve rs e  of  
t h e  obs e rvabilit y mat rix  ( t h e  f ormula ( 16) ) , a s imp le  me t h od  f or comp ut ing  
t h e  init ial s t at e  ( 10)  w h e n as s uming  t h e  k now le d g e  of  t h e  out p ut  s e q ue nce  
( 15)  at  t h e  p oint s  ),( it f  ,,,1,0 ki K=  is  p rop os e d . I n S e ct ion 4  t h e   
re lat ive  obs e rvabilit y w it h  re s p e ct  t o s t at e  1),(1 nitx +ℜ∈  at  t h e  p oint  

,),( ++ ×∈ ZRit  ,0>= ftt  ,1≥= ki  is  inve s t ig at e d . Th is  is  t h e  s p e cial 
cas e  of  obs e rvabilit y, but  more  us e f ul in p ract ice . Th e  cons id e rat ions   
are  illus t rat e d  by a nume rical e x amp le . N ume rical calculat ions  w e re  
p e rf orme d  in t h e  M at lab p rog ram e nvironme nt .   
 
Keywords :  cont inuous  - d is cre t e  2D  s ys t e ms  ( h ybrid ) , p os it ive  s ys t e ms , 
obs e rvabilit y. 
 
1. W s t ę p  
 
W  u k ł ad ac h  d od at n i c h  s k ł ad ow e  w e k t or ó w  w ym u s z e ń ,  w ar u n -

k ó w  p oc z ą t k ow yc h ,  s t an u  i  w yjś c i a p r z yjm u ją  t ylk o w ar t oś c i  
n i e u je m n e .  P r z yk ł ad y d od at n i c h  u k ł ad ó w  li n i ow yc h  s ą  p od an e   
w  m on ogr af i i  [ 2]  or az  c yt ow an e j t am  li t e r at u r z e .  
W  t e or i i  u k ł ad ó w  d od at n i c h  z am i as t  p r z e s t r z e n i  li n i ow yc h  k o-

r z ys t am y z  t e or i i  s t oż k ó w .  T e or i a u k ł ad ó w  d od at n i c h  je s t  w i ę c  
d z i e d z i n ą  z n ac z n i e  t r u d n i e js z ą  i  m n i e j z aaw an s ow an ą  od  k las yc z -

n e j t e or i i  u k ł ad ó w  li n i ow yc h .  P r oble m  an ali z y i  s yn t e z y d od at n i c h  
u k ł ad ó w  li n i ow yc h  je s t  t e m at e m  w i e lu  p u bli k ac ji  w  os t at n i c h  
k i lk u  lat ac h ,  n p .  [ 2,  5] .  
O s t at n i o,  n ow a k las a d w u w ym i ar ow yc h  li n i ow yc h  h ybr yd o-

w yc h  (c i ą gł o - d ys k r e t n yc h ) u k ł ad ó w  d od at n i c h  z os t ał a z ap r op o-
n ow an a w  p r ac y [ 1 ] .  W  p r ac ac h  [ 3,  4 ]  p od an o w ar u n k i  w z glę d n e j 
obs e r w ow aln oś c i  s t ac jon ar n yc h  u k ł ad ó w  h ybr yd ow yc h .  P r oble m  
p u n k t ow e j z u p e ł n oś c i  or az  w z glę d n e j p u n k t ow e j z u p e ł n oś c i  d o-
d at n i c h  li n i ow yc h  d w u w ym i ar ow yc h  u k ł ad ó w  c i ą gł o-d ys k r e t n yc h  
r oz p at r z on o w  p r ac y [ 7] .  N at om i as t  w  p r ac y [ 6 ]  p od an o w ar u n k i  
w z glę d n e j s t e r ow aln oś c i  t yc h  u k ł ad ó w .  
W  n i n i e js z e j p r ac y,  w yk or z ys t u ją c  r e z u lt at y p r ac  [ 1 ,  2,  3,  7] ,  

r oz p at r z ym y p r oble m  obs e r w ow aln oś c i  d od at n i c h  li n i ow yc h  
d w u w ym i ar ow yc h  u k ł ad ó w  c i ą gł o-d ys k r e t n yc h ,  d la k t ó r yc h  r oz -
w i ą z an i e  an ali t yc z n e  r ó w n ań  s t an u  z os t ał y p od an e  w  p r ac y [ 1 ] .  
N ajp i e r w ,  u w z glę d n i ają c  s p e c yf i k ę  d od at n i c h  u k ł ad ó w  d w u w y-
m i ar ow yc h ,  z os t an ą  w p r ow ad z on e  d e f i n i c je  obs e r w ow aln oś c i  or az  
w z glę d n e j obs e r w ow aln oś c i .  N as t ę p n i e  z os t an ą  p od an e  w ar u n k i  
k on i e c z n e  i  w ys t ar c z ają c e  obs e r w ow aln oś c i  t ak i c h  u k ł ad ó w  or az  
p r os t a m e t od a w yz n ac z an i a n i e u je m n yc h  w ar u n k ó w  br z e gow yc h  
d la d ow oln e j z ad an e j od p ow i e d z i  u k ł ad u .  
 

2 . D o d a t n i  u k ł a d  c i ą g ł o -d y s k r e t n y  
 
N i e c h  mn×ℜ  bę d z i e  z bi or e m  m ac i e r z y o w ym i ar ac h  mn ×   

o r z e c z yw i s t yc h  e le m e n t ac h  or az  .

1×ℜ=ℜ nn  Z bi ó r  m ac i e r z y  
o w ym i ar ac h  ,mn×  k t ó r yc h  e le m e n t am i  s ą  li c z by r z e c z yw i s t e  
n i e u je m n e ,  bę d z i e m y oz n ac z ać  p r z e z  ,

mn×
+ℜ  p r z y c z ym  .

1×
++ ℜ=ℜ nn  

Z bi ó r  li c z b c ał k ow i t yc h  d od at n i c h  bę d z i e m y oz n ac z ać  p r z e z  ,+Z  
z aś  z bi ó r  li c z b r z e c z yw i s t yc h  n i e u je m n yc h  p r z e z  ).,0[ +∞=+R  
W e ź m y p od  u w agę  d w u w ym i ar ow y u k ł ad  c i ą gł o-d ys k r e t n y li -

n i ow y s t ac jon ar n y,  n i e  p od d an y w ym u s z e n i u  ( 0),( =itu ).  U k ł ad  
t e n  w  p r z e s t r z e n i  s t an ó w  je s t  op i s an y r ó w n an i am i  s t an u :  r ó ż n i c z -
k ow ym  i  r ó ż n i c ow ym  or az  r ó w n an i e m  w yjś c i a w  p os t ac i  
  

 ),,(),(),( 2121111 itxAitxAitx +=&  ,+∈Rt  (1 a) 
 ),,(),()1,( 2221212 itxAitxAitx +=+ ,+∈Zi  (1 b) 
 ),,(),(),( 2211 itxCitxCity +=  (1 c ) 
 

p r z y c z ym  
t
itxitx

∂
∂= ),(),( 1

1& ,  1),(1 nitx ℜ∈ ,  ,),( 2
2

nitx ℜ∈  
pity ℜ∈),(  or az  ,

11
11

nnA ×ℜ∈  ,
21

12
nnA ×ℜ∈  ,

12
21

nnA ×ℜ∈  
,22

22
nnA ×ℜ∈  ,

1
1

npC ×ℜ∈  .

2
2

npC ×ℜ∈  
U k ł ad  (1 ) m a s t r u k t u r ę  p od obn ą  d o m od e lu  2W  R oe s s e r a [ 2] ,  

gd z i e  1),(1 nitx ℜ∈  je s t  od p ow i e d n i k i e m  w e k t or a h or yz on t aln e go,  
z aś  2),(2 nitx ℜ∈  w e k t or a w e r t yk aln e go.  W  p r ac ac h  [ 1 ,  3,  4 ]  
u k ł ad y c i ą gł o d ys k r e t n e  s ą  n az yw an e  d w u w ym i ar ow ym i  u k ł ad am i  
h ybr yd ow ym i .  
W ar u n k i  br z e gow e  d la u k ł ad u  (1 ) m ają  p os t ać  
 

 )(),0( 11 ixix = ,  +∈Zi  or az  )()0,( 22 txtx = ,  .+∈Rt  (2) 
 
Definicja 1 .  U k ł ad  c i ą gł o-d ys k r e t n y (1 ) n az yw am y d w u w ym i a-

r ow ym  (2W ) m od e le m  w e w n ę t r z n i e  d od at n i m ,  je ż e li  d la w s z ys t -
k i c h  d od at n i c h  w ar u n k ó w  br z e gow yc h   
 

 1)(1 nix +ℜ∈ ,  +∈Zi  or az  2)(2 ntx +ℜ∈ ,  ,+∈ Rt  (3) 
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zachodzi ,),( 1
1

nitx +ℜ∈  2),(2 nitx +ℜ∈  i pity +ℜ∈),(  dla w s zy s t -
k ich +∈Rt  i .+∈Zi  
 
Twierdzenie 1 .  [ 1]  R ozw iązan ie  u k ł adu  (1) s p e ł n iające  w ar u n k i 

b r ze g ow e  (2) m a p os t ać  
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 (4 b ) 

 
p r zy  czy m  tAet 11)( =Φ , a )(tP je s t  op e r at or e m , ok r e ś lon y m  za-
le ż n oś cią 
 .)()()(

0
12∫ −Φ= t

dxAtxtP τττ  (5) 
 
D o wó d.  D ow ó d zos t ał  p odan y  w  p r acy  [ 1]  w y k or zy s t u jąc m e -

t odę  in du k cji w zg lę de m  i.             □ 
 
Twierdzenie 2 .  U k ł ad ciąg ł o-dy s k r e t n y  (1) je s t  dodat n i w e -

w n ę t r zn ie  w t e dy  i t y lk o w t e dy , g dy   
 

1. 11A  je s t  m acie r zą M e t zle r a, (6 a) 
2. ,,,

221221
222112

nnnnnn AAA ×
+

×
+

×
+ ℜ∈ℜ∈ℜ∈  

 ,
1

1
npC ×

+ℜ∈  .

2
2

npC ×
+ℜ∈  (6 b ) 

 
D o wó d.  D ow ó d p r ze p r ow adzim y  p odob n ie  jak  w  t w ie r dze n iu  2 

p r acy  [ 1] . 
 
D o s t a t ec zno ś ć .  O g ó ln ie  w iadom o, ż e  m acie r z 

1111)( nntAet ×
+ℜ∈=Φ  w t e dy  i t y lk o w t e dy , g dy  11A  je s t  m acie r zą 

M e t zle r a. J e ż e li 11A  je s t  m acie r zą M e t zle r a, zaś  p ozos t ał e  m acie -
r ze  m ają e le m e n t y  n ie u je m n e  (6 b ) i w ar u n k i b r ze g ow e  s p e ł n iają 
(3 ), t o z (4 a) m am y  1),(1 nitx +ℜ∈ , a z r ó w n an ia (4 b ) 

,),( 2
2

nitx +ℜ∈  zaś  z r ó w n an ia (1c) ,),( pity +ℜ∈  +∈Rt  i .+∈Zi  
 
K o niec zno ś ć .  N ie ch 0)(2 =tx , +∈Rt  i iex =)0(1  (i-t a k olu m -

n a m acie r zy  je dn os t k ow e j 
1n

I ). Z  (1a) dla ,0=i  +∈Rt  i (4 a) 
m am y  .)()0,( 111 ietAtx Φ=&  Z au w aż m y , ż e  ab y  t r aje k t or ia n ie  
w y s zł a z ć w iar t k i 1n

+ℜ  m u s i b y ć  1
1111 )0,0( neAx +ℜ∈=& , co im p li-

k u je  0≥ija  dla .ji ≠  M acie r z 11A  m u s i b y ć  m acie r zą M e t zle r a. 
Podob n ie , dla ,0)0(1 =x  z (1a) m am y  ,)0()0,0( 1

2121
nxAx +ℜ∈=&  

co im p lik u je  ,
21

12
nnA ×

+ℜ∈  g dy ż  )0(2x  m oż e  b y ć  dow oln e . Z aś   
z (1b ) dla 0)(2 =tx , +∈Rt  m am y  ,0)0,()1,( 1212 ≥= txAtx  co 
im p lik u je  ,

12
21

nnA ×
+ℜ∈  g dy ż  1)0,(1 ntx +ℜ∈  m oż e  b y ć  dow oln e . 

Podob n ie , dla ,0)0(1 =x  z (1b ) dla 0=i  m am y  
,0)0()1,0( 2222 ≥= xAx  co im p lik u je  22

22
nnA ×

+ℜ∈ , g dy ż  
2)0(2 nx +ℜ∈  m oż e  b y ć  dow oln e . D la 0)0(2 =x  z (1c) m am y  

pxCy +ℜ∈= )0()0,0( 11  or az 1
1

npC ×
+ℜ∈ , g dy ż  1)0(1 nx +ℜ∈  m oż e  

b y ć  dow oln e . A n alog iczn ie , zak ł adając ,0)0(1 =x  dos t an ie m y  
pxCy +ℜ∈= )0()0,0( 22  or az 2

2
npC ×

+ℜ∈ , g dy ż  2)(2 ntx +ℜ∈  m oż e  
b y ć  dow oln e .               □ 

W  dals zy ch r ozw aż an iach b ę dzie m y  p r zy jm ow ać , ż e  s k ł adow a 
)0,(2 tx  w ar u n k ó w  b r ze g ow y ch (3 ) je s t  s t ał a w  cał y m  p r ze dziale , 

t zn . 22 :)( xtx =  dla ].,0[ ftt∈  
U w zg lę dn iając p ow y ż s ze  zał oż e n ia i p ods t aw iając r ozw iązan ia 

(4 ) w  p u n k cie  ,),( ++ ×∈ ZRkt f  ,0>ft  ,0≥k  do r ó w n an ia 
w y jś cia (1c) ot r zy m am y   
 

 




=



=++Φ

= ,..2,1dla][
0dla))(()0()(

),(
0

2

1
21

22111

kxCC
kxCtPCxtC

kty
ff

f
D
D , (7) 

 
g dzie  
 ,]),(,),1(),0([ 21)1(

21110
nnkTxkxxxx ++

+ℜ∈= K   (8 a) 

 ,)1(0)1()0(
)1()()1()0(

222

1111

2

1 



+
+=


=

kDDD
kDkDDD

L

L

D
D

D  (8 b ) 

 
p r zy  czy m  
 ),()()( 21 jDtPjD f=   (9 a) 
 ),()( 21
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nn

f AtPAD ×
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3. O b s e r w o w a l n o ś ć  
 
U w zg lę dn iając p r ace  [ 1 - 5]  m oż e m y  s f or m u ł ow ać  p odan ą p o-

n iż e j de f in icję  ob s e r w ow aln oś ci dodat n ie g o u k ł adu  ciąg ł o - dy s -
k r e t n e g o. 
 
Definicja 2 .  D odat n i u k ł ad ciąg ł o-dy s k r e t n y  (1) n azy w am y  ob -

s e r w ow aln y m  w  p u n k cie  ,),( ++ ×∈ ZRit  ,0>= ftt  ,1≥= ki  
je ż e li n a p ods t aw ie  zn ajom oś ci odp ow ie dzi pity +ℜ∈),(  w  p u n k -
t ach ),( it f  ,,,1,0 ki K=  dla dow oln y ch n ie ze r ow y ch w ar u n k ó w  
b r ze g ow y ch (8 a) w  p os t aci ,0)0( 1

1 ≠ℜ∈ +
nx  ,0)(1 =ix  ,1 ki ≤≤  

02
2 ≠ℜ∈ +

nx  m oż n a je dn ozn aczn ie  w y zn aczy ć  s t an  
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Twierdzenie 3 .  D odat n i u k ł ad ciąg ł o-dy s k r e t n y  (1) je s t  ob s e r -

w ow aln y  w  p u n k cie  ,),( ++ ×∈ ZRkt f  ,0>ft  ,1≥k  w t e dy   
i t y lk o w t e dy , g dy  z m acie r zy  S  m oż n a w y b r ać  21 nn +  lin iow o 
n ie zale ż n y ch w ie r s zy  t ak ich, ż e  m acie r z S~  u t w or zon a z t y ch 
w ie r s zy  je s t  u og ó ln ion ą m acie r zą p e r m u t acji, zw an ą t e ż  m acie r zą 
m on om ialn ą (w  k aż dy m  w ie r s zu  i k aż de j k olu m n ie  t y lk o je de n  
e le m e n t  je s t  dodat n i, a w s zy s t k ie  p ozos t ał e  s ą ze r ow e ), p r zy  czy m  
 

 [ ] )()1(

21
1

1
21

0
1

21 21

)(

)(
)(

: nnpk

k
f

k

f
f

CDtACD

CDtACD
CtC

SS +×+
+

−

ℜ∈
















Φ

Φ
Φ

==
MM

S , (11) 

g dzie  
 21 )( CtPCC f += . (12) 
 
Dowód. R ó w n an ie  (7), p r zy  zał oż e n iach w y n ik ający ch z de f in i-

cji 2, m oż e m y  n ap is ać  w  p os t aci 
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


=Φ
=Φ=

− ,..2,1dla])([
0dla])([),(

0021
1

001

kxCDtACD
kxCtCkty k

f
k

f
f . (1 3 ) 

 
K orz ys t aj ąc  z  (1 3 ) kol ej no w  p u nkt ac h  ),( it f  ,,,1,0 ki K=  d o-

s t ani emy 
 ,000 xy S=  (1 4) 
p rz y c z ym 
 
 pkTT

f
T

f
T

f ktytytyy )1(
0 ]),()1,()0,([: +

+ℜ∈= K . (1 5 ) 
 
Z  z ał oż eni a 2100

nnx +
+ℜ∈  i  pky )1(

0
+

+ℜ∈  s ą d ow ol nymi  w ekt o-
rami . W obec  t eg o s t an 00x  moż emy w yz nac z yć  z  ró w nani a (1 4) 
w t ed y i  t yl ko w t ed y, g d y mac i erz  S  (1 1 ) z aw i era 21 nn +  l i ni ow o 
ni ez al eż nyc h  monomi al nyc h  w i ers z y.              □ 
W ykorz ys t u j ąc  j ed en z e w z oró w  na l ew ą od w rot noś ć  mac i erz y 

p ros t okąt nej  d l a mac i erz y S,  moż emy s f ormu ł ow ać  p oni ż s z y l emat . 
 
Lemat 1. J eż el i  u kł ad  d od at ni  (1 ) j es t  obs erw ow al ny oraz  

,][ )1()(T1 21 pknn +×+
+

− ℜ∈SSST  t o z naj ąc  od p ow i ed ź  0y  (1 5 ) moż na 
s t an (1 0 ) w yz nac z yć  z e w z oru   
 

 .][ 0
T1

00 yx SSST −
=  (1 6) 

 
D o w ó d . J eż el i  ,r 21 nnank +=S  t o 0)(det T ≠SS  i  mac i erz  

T1][ SSST −  j es t  d obrz e z d ef i ni ow ana. J eż el i  pky )1(
0

+
+ℜ∈  oraz  

z ac h od z i  pknn )1()(T1 21][ +×+
+

− ℜ∈SSST  t o w t ed y 2100
nnx +

+ℜ∈  oraz   
 

 .][ 00
T1

000 yyxy ===
− SSSSS T  □(1 7 ) 

 
 

4. W z g l ę d n a  o b s e r w o w a l n o ś ć  
 
Z ał ó ż my, ż e s kł ad ow a 02

2 ≠ℜ∈ +
nx  s t anu  21

00
nnx +

+ℜ∈  (1 0 ) 
j es t  z nana. B ę d z i emy p os z u ki w ać  roz w i ąz ani a t yl ko d l a s t anu  

.0)0( 1
1 ≠ℜ∈ +

nx  Z  ró w nani a (1 4) i  (1 1 ) mamy 
 

 ),0()(~)0(~
11110220 xtSxSyxSy fΦ===−  (1 8 ) 

g d z i e 

 1)1(

21
1

21
0
1

1
~ npk

k ACD

ACD
C

S ×+
+

−

ℜ∈













=

M
, (1 9) 

 
Uw z g l ę d ni aj ąc  p ow yż s z e, moż emy s f ormu ł ow ać  d ef i ni c j ę  w z g l ę d -

nej  obs erw ow al noś c i  d od at ni eg o u kł ad u  c i ąg ł o - d ys kret neg o. 
 
Definicja 3. D od at ni  u kł ad  c i ąg ł o-d ys kret ny (1 ) naz yw amy 

w z g l ę d ni e obs erw ow al nym d l a s t anu  1),(1 nitx +ℜ∈  w  p u nkc i e 
,),( ++ ×∈ ZRit  ,0>= ftt  ,1≥= ki  j eż el i  na p od s t aw i e z naj o-

moś c i  od p ow i ed z i  pity +ℜ∈),(  w  p u nkt ac h  ),( it f  ,,,1,0 ki K=  
d l a d ow ol nyc h  ni ez erow yc h  w aru nkó w  brz eg ow yc h  (8 a) w  p os t a-
c i  ,0)0( 1

1 ≠ℜ∈ +
nx  ,0)(1 =ix  ,1 ki ≤≤  02

2 ≠ℜ∈ +
nx  moż na 

j ed noz nac z ni e w yz nac z yć  s t an .)0( 1
1

nx +ℜ∈  
 

Twierdzenie 4. D od at ni  u kł ad  c i ąg ł o-d ys kret ny (1 ) j es t  
w z g l ę d ni e obs erw ow al nym d l a s t anu  1),(1 nitx +ℜ∈  w  p u nkc i e 

,),( ++ ×∈ ZRkt f  ,0>ft  ,1≥k  w t ed y i  t yl ko w t ed y, g d y 
1 . 11A  j es t  d i ag onal ną mac i erz ą o u j emnyc h  el ement ac h , 
2. z  mac i erz y 1

~S  (1 9) moż na w ybrać  1n  l i ni ow o ni ez al eż nyc h  
monomi al nyc h  w i ers z y t aki c h , ż e mac i erz  u t w orz ona z  t yc h  
w i ers z y j es t  mac i erz ą monomi al ną. 

Z naj ąc  od p ow i ed ź  0y  (1 5 ) i  02
2 ≠ℜ∈ +

nx  s t an 1)0(1 nx +ℜ∈  w yz na-
c z a s i ę  z e w z oru   
 .~~]~~[)()0( 0

T
1

1
1

T
1

1
1 ySSStx f

−−Φ=  (20 ) 
 
Dowód. Z  z ał oż eni a 02

2 ≠ℜ∈ +
nx  i  pky )1(

0
+

+ℜ∈  s ą d ow ol nymi  
w ekt orami , p rz y c z ym z aw s z e z ac h od z i  z al eż noś ć  

.
~ )1(

2200
pkxSyy +

+ℜ∈−=  W obec  t eg o 1)0()( 1
n

f xt +ℜ∈Φ  moż emy 
w yz nac z yć  z  ró w nani a (1 8 ) w t ed y i  t yl ko w t ed y, g d y mac i erz  1

~S  
(1 9) z aw i era 1n  l i ni ow o ni ez al eż nyc h  monomi al nyc h  w i ers z y. 
J eż el i  11A  j es t  d i ag onal ną mac i erz ą o u j emnyc h  el ement ac h , t o 

tAet 11)( =Φ  j es t  ró w ni eż  mac i erz ą d i ag onal ną i  ma p os t ać  
 

 1112111 ],,,[diag)( nntatatatA neeeet ×
+ℜ∈==Φ K . (21 ) 

 
Z at em i s t ni ej e t eż  ni eu j emna mac i erz  od w rot na 11)( n

ft +
− ℜ∈Φ . 

J eż el i  ,~
11 nSrank =  t o 0)~~(det 1

T
1 ≠SS  i  w  t ym p rz yp ad ku  i s t ni ej e 

l ew a od w rot noś ć  mac i erz y (1 9) o p os t ac i  .~]~~[ T
1

1
1

T
1 SSS −  J eż el i . 

,~]~~[ )1(T
1

1
1

T
1 1 pknSSS +×

+
− ℜ∈  t o z naj ąc  pky )1(

0
+

+ℜ∈  i  02
2 ≠ℜ∈ +

nx  
ot rz ymamy 1)0(1 nx +ℜ∈  z  (20 ) oraz  
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220220
T
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T
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22112200

xSyxSySSSttS
xSxtSxSyy

ff

f

+=+ΦΦ=

=+Φ=+=
−−

 □ (21 ) 

 
Z ał ó ż my, ż e mac i erz  1C  ma c o naj w yż ej  1l  ni ez al eż nyc h  w i er-

s z y, z aś  mac i erz  C  (1 2) ma l  ni ez al eż nyc h  w i ers z y, p rz y c z ym 
},min{ 211 nnl <  oraz  }.,min{ 21 nnl <  Ł at w o w ykaz ać , ż e każ d a 

mac i erz  ,21ACDi  t w orz ąc a s t ru kt u rę  mac i erz y 1
~S  (1 9) moż e mi eć  

c o naj w yż ej  l  ni ez al eż nyc h  w i ers z y. O z nac z a t o, ż e j eż el i  u kł ad  
d od at ni  (1 ) j es t  w z g l ę d ni e obs erw ow al ny d l a s t anu  1),(1 nitx +ℜ∈  
w  p u nkc i e ),( kt f  t o mamy .11 nllk =+⋅   

Uw z g l ę d ni aj ąc  p ow yż s z e z ał oż eni a, moż na s f ormu ł ow ać  nas t ę -
p u j ąc y l emat . 
 
Lemat 2. Ukł ad  d od at ni  (1 ) moż e być  w z g l ę d ni e obs erw ow al ny 

d l a s t anu  1),(1 nitx +ℜ∈  w  p u nkc i e ),,( kt f  j eż el i  
],/)[( 11 llnEk −≥  g d z i e ]/)[( 11 llnE −  oz nac z a naj mni ej s z ą 

l i c z bę  c ał kow i t ą w i ę ks z ą l u b ró w ną ./)( 11 lln −  
 
5. P r z y k ł a d  
 
N al eż y s p raw d z i ć  obs erw ow al noś ć  w  p u nkc i e ),,1(),( kkt f =  

,1≥k  d od at ni eg o u kł ad u  c i ąg ł o-d ys kret neg o (1 ) o mac i erz ac h :  
 

 ,20
01

11 



−

−=A  ,0
1

12 


=A  ],20[21 =A  ],2.0[22 =A   
 ],01[1 =C  ].1[2 =C  (22) 
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Dla rozpatrywanego układu macierz podstawowa ma postać 
 

 ,0
0)( 2

11 


==Φ
−

−

t

t
tA

e

e
et  (2 3) 

 
operator (5 ) 
 ,0

1)( 2
+

−

ℜ∈



 −= ft

f
etP  (2 4 ) 

 
zaś  macierze (9 e) i (1 2 ), odpowiednio 
 
 1

22 2.0 +ℜ∈== AD , .]2[ 1
+

− ℜ∈−= fteC  (2 5 ) 
 
Dla 1=ft  i 3=k  ze wzoru (1 1 ) otrzymamy macierz 
 

 .

0131.00177.00
0653.00884.00
3264.04418.00
6321.103679.0

34×
+ℜ∈














==S  (2 6) 

 
Ł atwo sprawdzić, ż e macierz (2 6) ma 321 =+ nn  liniowo nie-

zależ ne wiersze, przy czym nie są  one monomialne. Z atem nie j est 
spełniony warunek twierdzenia 3, co oznacza, ż e rozpatrywany 
układ nie j est ob serwowalny w b adanym punkcie. 
Z b adamy teraz wzglę dną  ob serwowalnoś ć układu w punkcie 

).,1(),( kkt f =  Z  lematu 2  wynika, ż e .1]1/)12[( =−≥ Ek  
Z auważ my, ż e macierz 11A  j est diagonalną  macierzą  o uj emnych  
elementach , zatem macierz 22)( ×

+ℜ∈Φ ft  (2 3) j est macierzą  
monomialną  i istniej e macierz odwrotna .)( 221 ×

+
− ℜ∈Φ ft  Z e 

wzoru (1 9 ) otrzymamy monomialną  macierz 
 

 .2642,30
01~ 22

1
×
+ℜ∈


=S  (2 7 ) 

 
Z  powyż szego wynika, ż e warunki twierdzenia 4  są  spełnione  

i układ j est wzglę dnie ob serwowalny w punkcie ).1,1(),( =kt f  
N iech  odpowiedź  układu (1 ) przy niezerowych  warunkach  

b rzegowych  w postaci ,0)0( 2
1 ≠ℜ∈ +x  ,0)1(1 =x  ,1 1

2 +ℜ∈=x  
ma postać 
 

 .1
2

)1,(
)0,( 2

0 +ℜ∈
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=

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f
f
ty
ty

y  (2 8 ) 

 
Ł atwo sprawdzić, ż e zach odzi zależ noś ć .

~ 2
2200 +ℜ∈−= xSyy   

W  tym przypadku stan 2
1 )0( +ℜ∈x  moż na wyznaczyć ze wzoru  

 
 .5248.1

1~~)()0( 2
0

1-
1

1
1 +

− ℜ∈


=Φ= yStx f  (2 9 ) 
 
W  celu sprawdzenia otrzymanych  wynikó w wyznaczymy roz-

wią zanie ró wnań  (1 ) o macierzach  (2 2 ) w punkcie )1,1(),( =kt f  
dla wektora warunkó w b rzegowych   
 

 .
1
5248.1
1)0( 3
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1
00 +ℜ∈












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
=

x

x
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Z  ogó lnego rozwią zania ró wnania (1 a), o postaci  
 

 ),()()()(),( 211 itxtPixtitx +Φ= .  (31 ) 
 

oraz ró wnania (1 b ) dla ,1,0=i  odpowiednio otrzymamy 
 
 ,5248.1

1)0,( 21 


=
− te

tx  (32 a) 

 ,0496.32.0)1,( 2
2

tetx −+=  (32 b ) 

 .0
0496.30496.32.02.0)1,(

32

1 


 −+−=
−−− ttt eee

tx  (32 c) 

 
P odstawiaj ą c powyż sze wyniki do ró wnania (1 c) mamy 

 
 ,2)0,( =ty  .0496.30991.62.04.0)1,( 32 ttt eeety −−− −+−= (33) 
 
Z  powyż szych  rozwią zań  ob liczymy wartoś ci odpowiedzi  

w punktach  ++ ×∈ ZRkt f ),(  dla 1=ft  oraz 1,0=k : 
 

 .1
2

)1,(
)0,( 2

0 +ℜ∈
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

=
f
f
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6. Wn i o s k i  k o ń c o w e  
 
W  pracy rozpatrzono prob lem ob serwowalnoś ci i wzglę dnej  ob -

serwowalnoś ci dodatnich  liniowych  dwuwymiarowych  układó w 
cią gło-dyskretnych , opisanych  ró wnaniami stanu i wyj ś cia (1 ), 
przy założ eniach  (3) i (6).  
S f ormułowano podstawowe def inicj e oraz podano warunki ko-

nieczne i wystarczaj ą ce ob serwowalnoś ci i wzglę dnej  ob serwo-
walnoś ci. P odano prostą  metodę  wyznaczania nieuj emnego stanu 
począ tkowego 21

00
nnx +

+ℜ∈  (1 0 ), j eż eli znana j est odpowiedź  
układu pky )1(

0
+

+ℜ∈  (1 5 ), a w przypadku wzglę dnej  ob serwowal-
noś ci takż e składową  02

2 ≠ℜ∈ +
nx . 

P owyż sze rozważ ania moż na łatwo uogó lnić na dodatnie dwu-
wymiarowe układy cią gło-dyskretne ułamkowego rzę du. 
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