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Streszczenie

W pracy rozpatrzono problem syntezy obserwatoréw liniowych uktadow
ciaglych niecatkowitego rzedu. Wykorzystujac aparat liniowych nierow-
nosci macierzowych (LMI) sformutowano warunki oraz podano procedury
do wyznaczania macierzy wzmocnien obserwatorow, dla rzedu o uktadu:
0<a<l1 i l<a<2.Rozwazania zilustrowano przyktadem liczbowym.
Obliczenia i symulacje wykonano w $rodowisku Matlab/Simulink.

Stowa Kkluczowe: liniowe nierownosci macierzowe (LMI), synteza, ob-
serwator, uklad, ciagly, rzad niecatkowity.

LMI approach to observer synthesis for linear
continuous-time fractional order systems

Abstract

Many sophisticated analytical procedures to control system design are based
on the assumption that the full state vector is available for measurement.
The example of such control procedure is placement of the unstable
system eigenvalues. In many systems of practical importance, however,
the entire state vector is not available for measurement. In some systems,
for example, measurements may require the use of costly measurement
devices and it may be unreasonable to measure all state variables. An
auxiliary dynamical system, which reconstructs the state vector, is known
as a full-order or an identity observer, and is coupled to the original system
through the available system inputs and outputs [14]. The paper presents
a problem of synthesis of full-order observers for fractional continuous-
time linear systems. It has been shown that this problem can be formulated
and solved by the use of linear matrix inequalities (LMI) methods [15].
Two cases of fractional order i.e. 0 < ¢ <1 and 1 < & <2 of the system (1)
have been considered. Necessary and sufficient conditions (Theorem 1 and
2) for solvability of the problem as well as two procedures (Procedure 1
and 2) for computation of a gain matrix L of asymptotic stable observer (2)
have been given. The proposed approach is illustrated with a practical
example. Numerical calculations have been performed in the Matlab
package and accompanied by public domain software: SeDuMi solver and
YALMIP parser. The LMI approach to observer synthesis for fractional
continuous-time linear systems has not been considered as yet.

Keywords: linear matrix inequalities (LMI), synthesis, observer, system,
continuous-time, fractional order.

1. Wprowadzenie

W systemach sterowania istotne znaczenie w ksztattowaniu
wilasciwosci dynamicznych obiektu sterowania ma dostgpnosé
pomiarowa wektora stanu. W praktyce warunek ten nie jest zaw-
sze spetniony. Zwykle wszystkie, badz czg$¢ zmiennych stanu nie
jest bezposrednio mierzalna. Uktad dynamiczny, ktéry na podsta-
wie znajomosci modelu matematycznego obiektu oraz pomiarowo
dostgpnej informacji o przebiegach wielkosci wejsciowych (wy-
muszen) i wyjsciowych (odpowiedzi) odtwarza na biezaco esty-
mat¢ wektora stanu obiektu nazywamy obserwatorem.

W ostatnich latach mozna zaobserwowac zainteresowanie ra-
chunkiem catkowym i rézniczkowym niecatkowitego rzedu oraz
zastosowaniem tej teorii w naukach technicznych. Literatura
z tego zakresu liczy obecnie wiele pozycji. Podstawy rachunku
niecatkowitego rzedu, problemy stabilnosci, osiagalnosci (ukta-
dow ciagtych jak i dyskretnych) i inne mozemy znalez¢ w wybra-
nych z tego zakresu pracach [1-8] oraz cytowanej tam literaturze.
Problem syntezy obserwatorow dyskretnych uktadow niecatkowi-
tego rzedu byt rozpatrywany w [9,10]. Wykorzystanie LMI
w odniesieniu do uktadow niecalkowitego rzgedu bylo miedzy
innymi tematem prac [10-13].

W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem syntezy ob-
serwatorow petnego rzedu, oparty na klasycznej idei Luenbergera
[14], dla uktadéw ciagtych niecatkowitego rzedu.

Zasadniczym celem jest podanie metod wyznaczania macierzy
wzmocnien obserwatora w przypadku, gdy rzad uktadu o zawiera
si¢ w przedziale 0<a <1 lubl<a <2. Proponowane podejscie
zostanie wyrazone za pomoca liniowych nieréwnos$ci macierzowych
(LMI). Problem syntezy obserwatoréw ciagtych uktadow niecatko-
witego rzedu oparty na LMI nie byt dotychczas rozpatrywany.

2. Sformutowanie problemu

W pracy beda stosowane nastepujace oznaczenia: R™" - zbior
macierzy rozmiaru nxm o elementach rzeczywistych oraz
R" = R™!; C - zbidr liczb zespolonych; I, - macierz jednostkowa
rozmiaru nxn; ® - iloczyn Kroneckera.

Macierz kwadratowa Q jest dodatnio (ujemnie) okreslona
0>0(0=<0) jezeli jej forma kwadratowa jest dodatnia (ujem-
na), tzn. x’Ox >0 (x"Ox < 0) dla kazdego niezerowego x € R”".

Wezmy pod uwage liniowy uktad ciagly opisany za pomocg
réwnan stanu w ponizszej postaci

d%x(t)
dr”
»(1) = Cx(1),

= Ax(1) + Bu(?), (D

gdzie « jest rzgdem uktadu, x(1) e R", u(r) e R”, y(t) e R” jest
wektorem stanu, wejscia (Wymuszenia) i wyjscia (odpowiedzi),
zas AeR™, BeR™, CeR™.

Zatézmy do dalszych rozwazan, ze uktad (1) jest asymptotycz-
nie stabilny, obserwowalny i sterowalny [3].

Definicja 1. Uktad dynamiczny opisany rownaniem

da)%(t) _ A)%(l)+ Bu(t)+ L[y(t)fcff(t)], (2)

o

nazywamy asymptotycznym obserwatorem petnego rzedu (tozsamo-
Sciowym) uktadu (1), jezeli
lim [x(1) - #(1)] =0, (3)
t—>®

dla dowolnych warunkéw poczatkowych x(¢,)=x,, X(f,) =X,
przy czym x(¢) € R" jest estymatg wektora x(¢) € R".

Macierze A4, B, C wystgpujace w rownaniu obserwatora (2) sg
takie same jak dla uktadu (1), natomiast L € R™” jest nieznang
macierza wzmocnien.
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Definicja 2. [15] Liniowa nierowno$¢ macierzowa (LMI) jest
wyrazeniem w kanonicznej postaci

F(x) ::E)+Zm:xiFi -0, “)

i=1

gdzie xe@R™ jest zmienna, za$§ macierze symetryczne
F. = E.T eM™, i=0,1,..,m sadane.

Warunek LMI (4) jest spetniony, jezeli wypukty zbidr rozwia-
zan {x|F(x)> 0} jestniepusty.

Celem niniejszej pracy jest podanie metod, opartych na nieréw-
no$ciach LMI (4), do wyznaczania macierzy wzmocnien L obser-
watora (2) w przypadku, gdy rzad o uktadu (1) zawiera sig¢
w przedziale 0<a <1 lub 1<a <?2.

3. Gléwny rezultat

Jezeli rzad « jest 1<a <2 to uklad (1) jest asymptotycznie
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wartosci wlasne macierzy 4 sa
potozone w obszarze pokazanym na rysunku la. Natomiast jezeli
0<a <1 to uktad (1) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy wartosci wlasne macierzy 4 tego uktadu sg potozone
w obszarze pokazanym na rysunku 1b [12].

T P
Im(s) Im(s)
obszar
obszar stabilnosci
stabilnosci \ag o
2
> >
0 Re(s) 0 Re(s)

Rys. 1. Obszar stabilnosci uktadu (1) dla a) 1 <a<2, b) 0<a<l1
Fig. 1.  Stability region of system (1) for a) 1 <a<2, b)0<a<l1

Rozmieszczenie wartosci wlasnych macierzy A uktadu (1) po-
woduje, ze do syntezy obserwatora nie mozna zastosowac jedna-
kowego podejscia opartego na LMI. Wynika to z faktu, ze
w przypadku 1<« <2 obszar stabilnosci jest wypukly natomiast
dla 0<a <1 nie jest on wypukty [12]. Synteza obserwatora (2)
bedzie wigc inna dla kazdego z powyzszych przypadkow.

3.1. Synteza obserwatoradla1<a <2
Niech wektor btedu (uchybu) ma postaé
e(t) = x(1) - 2(r). 5

Rozniczkujac obustronnie (5) i korzystajac z rdwnania (1) oraz
(2) otrzymamy

de(t) _d"x(t) d“i(r) _
dt” dr” dr*

= Ax(t) + Bu(f) — {A%(t) + Bu(t) + L[y(t) - CR(1)]} = ©)
= Alx(t) = ¥()] - LC[x(t) - X(t)] = [ 4 — LCle(t) = Fe(?),
przy czym
F=(A-LC)eR™". @)
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Z rysunku la wynika, ze dla 1 < a <2 stabilno$¢ uktadu (1) jest
okreslona podobnie jak dla uktadu ciagltego naturalnego rzedu
(a=1), przy czym obszar stabilnosci stanowi sektor, potozony
w lewej polplaszczyznie, o kacie rozwarcia az /2.

Z réwnania (6) wynika, ze jezeli wartosci wlasne A,,....,4, ma-
cierzy F (7) beda spetniaty warunek

|arg 7, [> a7 ®

wowczas blad estymacji dazy do zera, przez co estymowane
zmienne stanu daza do oryginalnych zmiennych stanu uktadu (1).
Jest rzecza dobrze znang [15,16], Zze uklad ciagly naturalnego
rzedu jest asymptotycznie stabilny, jezeli nierownos¢ (Lapunova)
LMI o postaci
A"P+P4=<0, )

jest spelniona wzgledem zmiennej P =P’ > 0.
Uwzgledniajac podane wyzej rozwazania problem syntezy obser-
watora uktadu (1) dla 1< & <2 mozemy sformutowad nastgpujaco:

Dane sq macierze A, C ukladu (1). Poszukujemy macierzy L
obserwatora (2) takiej, Zze rownanie

d“e(t)

=(A-LO)e(r), (10)
dt*

ma rozwiqzania stabilne (co jest rownowazne stwierdzeniu, zZe
obserwator (2) jest asymptotycznie stabilny).

Powyzsze zadanie mozna sprowadzi¢ do standardowego pro-
blemu LMI dopuszczalnosci (istnienia rozwiazania).

Nalezy znalez¢ macierz P = P > 0 oraz macierz L taka, ze jest
spetniona nieréwnos$¢ LMI o postaci

F'P+PF<0 = (A-LC)' P+P(A-LC)<0. (1)
Po dokonaniu przeksztatcen w (11) otrzymamy
A"P-C"I'P+PA-PLC<0, P=P" ~0. (12)

Nierownosé (12) nie jest warunkiem LMI. Jest to biliniowa nie-
réwno$¢ macierzowa (BMI), gdyz niewiadome P i L wystgpuja
w iloczynie. Dokonujac zamiany zmiennych: Y = PL oraz sktada-
jac dwa warunki LMI (12) w jeden warunek otrzymamy koncowg
nieréwnos¢ LMI o nastepujacej postaci

—(A"P-C"Y")=(PA-YC) 0 <o (13)
0 P

Po rozwigzaniu LMI (13) macierz wzmocnien L € R"™” obserwa-
tora (2) mozna obliczy¢ korzystajac z zaleznos$ci

L=YP" (14)

Podane wyzej rozwazania mozna podsumowacd nastgpujacym
twierdzeniem.

Twierdzenie 1. Dla uktadu (1) istnieje asymptotyczny obserwa-
tor (2) jezeli nieréwnos¢ LMI (13) dopuszcza rozwigzanie wzgle-
dem zmiennej P=P" =0 oraz Y = PL. W tym przypadku poszu-
kiwana macierz L obserwatora (2) jest dana wzorem (14).

Macierz wzmocnien L obserwatora (2) dla rzedu l<a <2
uktadu (1) mozemy wyznaczy¢ korzystajac z ponizszej procedury.
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Procedura 1.
Krok 1. Zadeklaruj zmienne: Pe R™, P=P" =0, Y e R"".
Krok 2. Sprawdz warunek LMI (13).
Krok 3. Jezeli warunek (13) jest spelniony, oblicz macierz L ze
wzoru (14).

3.2. Synteza obserwatoradla0 <o <1

Obserwator jest uktadem, ktérego charakterystyki sg okreslane
swobodnie przez projektanta. Dynamika obserwatora w ogdlnym
przypadku moze by¢ wigc dowolna. Ponizej pokazemy, ze dla
0 < a <1 mozna uzyska¢ obserwator (2) o zadanej z géry dyna-
mice, wykorzystujac znane z teorii liniowych nieréwnosci macie-
rzowych podejscie oparte na problemie stabilizacji uktadu natu-
ralnego rzedu [16].

Uktad ciagly rzedu naturalnego jest asymptotycznie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy wartosci wlasne macierzy 4 leza w lewej
polptaszezyznie zmiennej zespolonej s. Jezeli dodatkowo ograni-
czymy polozenia wartosci wlasnych, zas ograniczenie to jest zbio-
rem wypuklym, wowczas mozna je zapisa¢ w formie warunku LMI.

Ogodlna posta¢ warunku LMI opisujacego wypukly obszar sta-
bilnosci potozony w lewej pdtptaszczyznie zmiennej zespolonej s
(zbidr Dy,,;) jest nastepujaca [16]

®stul7:{SEC“f(s)—<O}<Oa (15)

gdzie f(s)=N+Ms+M"s jest funkcja charakterystyczng zbio-
ru, natomiast N i M sa macierzami o elementach rzeczywistych,
przy czym N =N'. Przyktadowo pas pionowy jest opisany za
pomoca ponizszej zaleznosci

Dy = 15 €Clp <Re(s) < p,},

5)-2 0
(Dy/ab = +5)=2p, — <0,
’ 0 —(s+5)+2p,

(16)

gdzie s stanowi liczbg sprzezong do s. Inne przyktady obszaréw

LMI sa podane w [16]. W pracy tej pokazano, ze

e przecigcie (w wyniku iloczynu) obszaréw LMI D, jest takze
obszarem LMI,

e macierz 4 jest asymptotycznie stabilna, tzn. ma wszystkie
warto$ci wlasne w obszarze LMI @, wtedy i tylko wtedy, gdy
ponizsza nierownosé

NP+ MW +M W’ <0, (17)

jest spetniona wzgledem zmiennej P = P* = 0 oraz Y.

Warunek LMI (17) dla zmiennej N = N” odpowiada klasycz-
nemu twierdzeniu Lapunova dla funkcji charakterystycznej
f(s)=s+s5s.

Jezeli z zatozenia uktad (1) jest obserwowalny i sterowalny,
wowczas z zasady dualnosci mamy, ze jezeli para macierzy
(4,C) jest obserwowalna, to para (4”,C”) jest sterowalna [17].
Macierz obserwatora L mozna dobra¢ wigc tak, aby macierz F (7)
miala wartosci wlasne w lewej podiptaszczyznie wtedy i tylko
wtedy, gdy uklad (1) jest obserwowalny. Synteza asymptotyczne-
g0 obserwatora (2) sprowadza si¢ wigc do wyznaczenia macierzy
wzmocnien L przy wykorzystaniu dowolnej metody przesuwania
biegundw.

Problem syntezy obserwatora (2) uktadu (1) dla O<a <1
sformutujemy zatem nastepujaco:

Dane sq macierze A, C uktadu (1). Poszukujemy macierzy L ob-
serwatora (2) takiej, ze rownanie (10) ma rozwiqzania stabilne, tj.
wartosci wlasne macierzy F (7) lub rownowaznie miejsca zerowe
wielomianu
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Wy (sI, — F)=det[sI, —(4— LC)] =det[s], — (4" - C"L")], (18)
sq ulokowane w zbiorze Dy, (15).

Na podstawie rezultatéw podanych w pracy [16] mozemy sfor-
mulowac ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2. Macierz F (7) ma wartosci wlasne potozone
w obszarze LMI (15) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz

P=P" -0 oraz macierz Y, taka, ze nieréwnos¢ LMI (17) jest
spetniona, przy czym W = A"P—C"Y . W tym przypadku macierz
L obserwatora (2) jest dana wzorem (14).

Dowéd. Dowod przebiega podobnie jak w pracy [16].

Macierz wzmocnien L obserwatora (2) uktadu (1) dla 0 < <1
mozemy wyznaczy¢ przy wykorzystaniu ponizszej procedury.

Procedura 2.
Krok 1. Wybierz obszar Dy, (15) (np. (16) lub inny [16])

Krok 2. Zadeklaruj zmienne: PeR™, P=P" -0, Y e R".

Krok 3. Sprawdz warunek LMI (17).
Krok 4. Jezeli warunek (17) jest spelniony, oblicz macierz L ze
wzoru (14).

Syntezg¢ obserwatora (2) przy wykorzystaniu procedury 1 lub 2
mozna przeprowadzi¢ w $rodowisku obliczeniowym rozwiazuja-
cym zagadnienia optymalizacji, w ktorej warunki LMI sa zapisane
w definicyjnej postaci (4), np. program SeDuMi oraz program
preprocesingowy YALMIP, dziatajace integralnie w $rodowisku
Matlab. Deklaracja zmiennych P, ¥ w proponowanych procedu-
rach polega na podaniu ich rozmiardw, a nastepnie sprawdzeniu
wilasciwej nierdwnosci LMI. Wartosci liczbowe tych zmiennych
sg uzyskiwane wowczas, gdy warunek LMI jest spetniony, a wiec
po rozwiazaniu zadania przez program optymalizacyjny.

4. Przyktad

Dany jest uklad oscylacyjny opisany rownaniem Bagleya-
Torvika o réwnaniach stanu (1) przy czym « =0.5. Macierze
opisujace ten uktad sg nastepujace [2]

-a 0 0 -—aq, 1

1 00 O 0 (19)
A= ,B=| |,C=[0 0 0 5]

010 0 0

0 01 0 0

Nalezy zaprojektowaé obserwator pelnego rzedu, przyjmujac
w (19) a,=0.1, @, =0.05, by=2.

Rzad uktadu o macierzach (19) jest « =0.5, wiec do syntezy
obserwatora wykorzystamy procedurg 2.

Postepujac zgodnie z procedura i dokonujac obliczen w $rodo-
wisku Matlab z uzyciem SeDuMi oraz YALMIP uzyskano naste-
pujace rezultaty.

Krok 1. Przyjmujemy obszar Dy, w postaci pasa pionowego (16),
gdzie p, =-1, p,=-3.

Krok 2. Deklarujemy: PeR™, P=P" =0, Y e R™.
Krok 3. Macierze P i Y maja postaé

0.16 —0.16 0.12 —0.01 0.04]"
-0.16 022 -024 0.11 —0.11 (20)
| 012 -024 041 -046| | 025]°
~001 011 -046 1.6 1.23

Warunek LMI (17) przy macierzach (20) jest spetniony.
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Krok 4. Poszukiwana macierz obserwatora obliczona ze wzoru (14)
ma postaé

L=YP"=[1024 17.66 1111 2.77] . @n

Potozenie wartosci wtasnych macierzy 4 (19) rozpatrywanego
uktadu oraz macierzy F (7) z obliczona macierzg L (21) jest poka-
zane na rysunku 2, na ktéorym zaznaczono obszar stabilnosci roz-
patrywanego uktadu oraz przyjety obszar Dy,,.

Im () D * obszar
stabilnosci

4 . . . I . .
4 35 -3 25 -2 15 -1 -05 0 0.5 1

Re (s)

Rys. 2. Polozenie wartosci wlasnych macierzy 4 (19) (‘+’) i macierzy F (7) (‘*°)
Fig. 2. Location of eigenvalues of matrix 4 (19) (‘+’) and matrix ' (7) (‘*)

a) b)
20
10
= = 15
Fﬂ) 5 :ﬂ)
x <10
*x 0 ¥ 5
5 0
0 05 1 1.5 2 0 05 1 1.5 2
t[s] t[s]
c) d)
15 10
S g,
N <
s €5
§ SL §
0 0
0 05 1 1.5 2 0 05 1 15 2

t[s] t[s]

Rys. 3. Zmienne stanu x1(z), x2(7), x3(f), x4(¢) (linia ciagla) oraz ich estymaty
Xel(1), xe2(1), x3(1), xc4(f) (linia przerywana)

Fig. 3. State variables x1(7), x2(f), x3(7), x4(#) (solid line) and their estimates
xXel(1), xe2(1), x3(1), xe4(1) (dashed line)

Wyniki symulacyjne w postaci estymat x,1(¢),...,x,4(f) zmien-
nych stanu x1(¢),...,x4(¢) uktadu o macierzach (19) sg pokazane na

rysunku 3a-d. Przyjeto zerowe warunki poczatkowe obserwatora,
natomiast warunek poczatkowy uktadu dla kazdej zmiennej stanu
przyjeto rowny 1. Z otrzymanych rezultatéow wynika, ze macierz
wzmocnien L (21) obserwatora zostala obliczona poprawnie.
Latwo mozna sprawdzié, ze w przypadku estymacji kazdej zmien-
nej stanu btad (5) jest réwny zero.

5. Uwagi koricowe

W pracy rozpatrzono problem syntezy obserwatora petnego
rzedu dla liniowych ciagltych uktadow niecatkowitego rzedu,

opisanych za pomoca rownan stanu (1). Rozwazono dwa przypad-
ki, w ktorych rzad o uktadu (1) zawiera si¢ w przedziale 1 <a <2
lub 0 < a <1. Pokazano, ze jest mozliwe sformutowanie problemu
wyznaczania nieznanej macierzy wzmocnien L obserwatora (2) za
pomoca nieréwnosci LMI. Problem ten mozna natomiast efektyw-
nie rozwigza¢ korzystajac z jednej z proponowanych procedur.

Przedstawione w pracy rozwazania mozna uog6lni¢ na klase
dodatnich ukladow niecatkowitego rzedu. Mozliwe jest takze
wykorzystanie prezentowanego podej$cia do syntezy obserwato-
réow pelnego lub zredukowanego rzedu uktadow ciaglych jak
i dyskretnych niecatkowitego rzg¢du z opdznieniami.

Prace wykonano w ramach grantu NN 514 1939 33 finansowanego przez Mini-
sterstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.
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