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S t r e s z c z e n i e  
 

W  p racy  roz p atrz ono p rob lem  sy ntez y  ob serw atoró w  liniow y ch  u k ł adó w  
cią g ł y ch  niecał k ow iteg o rz ę du . W y k orz y stu j ą c ap arat liniow y ch  nieró w -
noś ci m acierz ow y ch  ( L M I )  sf orm u ł ow ano w aru nk i oraz  p odano p rocedu ry  
do w y z nacz ania m acierz y  w z m ocnień  ob serw atoró w , dla rz ę du  α u k ł adu :  
0 1α< <  i 1 2.α< < R oz w aż ania z ilu strow ano p rz y k ł adem  licz b ow y m . 
O b licz enia i sy m u lacj e w y k onano w  ś rodow isk u  M atlab /S im u link .  
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  liniow e nieró w noś ci m acierz ow e ( L M I ) , sy ntez a, ob -
serw ator, u k ł ad, cią g ł y , rz ą d niecał k ow ity . 
 
L M I ap p r o ac h  t o  o b s e r v e r  s y n t h e s i s  fo r  l i n e ar  
c o n t i n u o u s -t i m e  fr ac t i o n al  o r d e r  s y s t e m s  

 
A b s t r a c t  

 
M any  sop h isticated analy tical p rocedu res to control sy stem  desig n are b ased 
on th e assu m p tion th at th e f u ll state vector is availab le f or m easu rem ent. 
T h e ex am p le of  su ch  control p rocedu re is p lacem ent of  th e u nstab le  
sy stem  eig envalu es. I n m any  sy stem s of  p ractical im p ortance, h ow ever, 
th e entire state vector is not availab le f or m easu rem ent. I n som e sy stem s, 
f or ex am p le, m easu rem ents m ay  req u ire th e u se of  costly  m easu rem ent 
devices and it m ay  b e u nreasonab le to m easu re all state variab les. An 
au x iliary  dy nam ical sy stem , w h ich  reconstru cts th e state vector, is k now n 
as a f u ll-order or an identity  ob server, and is cou p led to th e orig inal sy stem  
th rou g h  th e availab le sy stem  inp u ts and ou tp u ts [ 14 ] . T h e p ap er p resents  
a p rob lem  of  sy nth esis of  f u ll-order ob servers f or f ractional continu ou s-
tim e linear sy stem s. I t h as b een sh ow n th at th is p rob lem  can b e f orm u lated 
and solved b y  th e u se of  linear m atrix  ineq u alities ( L M I )  m eth ods [ 15] . 
T w o cases of  f ractional order i.e. 0 <  α <  1 and 1 <  α <  2 of  th e sy stem  ( 1)  
h ave b een considered. N ecessary  and su f f icient conditions ( T h eorem  1 and 
2)  f or solvab ility  of  th e p rob lem  as w ell as tw o p rocedu res ( Procedu re 1 
and 2)  f or com p u tation of  a g ain m atrix  L of  asy m p totic stab le ob server ( 2)  
h ave b een g iven. T h e p rop osed ap p roach  is illu strated w ith  a p ractical 
ex am p le. N u m erical calcu lations h ave b een p erf orm ed in th e M atlab  
p ack ag e and accom p anied b y  p u b lic dom ain sof tw are:  S eD u M i solver and 
Y AL M I P p arser. T h e L M I  ap p roach  to ob server sy nth esis f or f ractional 
continu ou s-tim e linear sy stem s h as not b een considered as y et. 
 
K e y w o r d s :  linear m atrix  ineq u alities ( L M I ) , sy nth esis, ob server, sy stem , 
continu ou s-tim e, f ractional order. 
 
1 .  Wp r o w ad z e n i e  
 

W  s ys t em ac h  s t er owani a i s t ot ne z nac z eni e w k s z t ał t owani u  
wł aś c i woś c i  dynam i c z nyc h  ob i ek t u  s t er owani a m a dos t ę pnoś ć  
pom i ar owa wek t or a s t anu .  W  pr ak t yc e war u nek  t en ni e j es t  z aw-
s z e s peł ni ony.  Z wyk le ws z ys t k i e,  b ą dź  c z ę ś ć  z m i ennyc h  s t anu  ni e 
j es t  b ez poś r edni o m i er z alna.  U k ł ad dynam i c z ny,  k t ó r y na pods t a-
wi e z naj om oś c i  m odelu  m at em at yc z neg o ob i ek t u  or az  pom i ar owo 
dos t ę pnej  i nf or m ac j i  o pr z eb i eg ac h  wi elk oś c i  wej ś c i owyc h  (wy-
m u s z eń )  i  wyj ś c i owyc h  (odpowi edz i )  odt war z a na b i eż ą c o es t y-
m at ę  wek t or a s t anu  ob i ek t u  naz ywam y ob s er wat or em .  

W  os t at ni c h  lat ac h  m oż na z aob s er wować  z ai nt er es owani e r a-
c h u nk i em  c ał k owym  i  r ó ż ni c z k owym  ni ec ał k owi t eg o r z ę du  or az  
z as t os owani em  t ej  t eor i i  w nau k ac h  t ec h ni c z nyc h .  L i t er at u r a  
z  t eg o z ak r es u  li c z y ob ec ni e wi ele poz yc j i .  P ods t awy r ac h u nk u  
ni ec ał k owi t eg o r z ę du ,  pr ob lem y s t ab i lnoś c i ,  os i ą g alnoś c i  (u k ł a-
dó w c i ą g ł yc h  j ak  i  dys k r et nyc h )  i  i nne m oż em y z naleź ć  w wyb r a-
nyc h  z  t eg o z ak r es u  pr ac ac h  [ 1 -8 ]  or az  c yt owanej  t am  li t er at u r z e.  
P r ob lem  s ynt ez y ob s er wat or ó w dys k r et nyc h  u k ł adó w ni ec ał k owi -
t eg o r z ę du  b ył  r oz pat r ywany w [ 9 , 1 0 ] .  W yk or z ys t ani e L M I   
w odni es i eni u  do u k ł adó w ni ec ał k owi t eg o r z ę du  b ył o m i ę dz y 
i nnym i  t em at em  pr ac  [ 1 0 -1 3 ] .    

W  ni ni ej s z ej  pr ac y z os t ani e r oz pat r z ony pr ob lem  s ynt ez y ob -
s er wat or ó w peł neg o r z ę du ,  opar t y na k las yc z nej  i dei  L u enb er g er a 
[ 1 4 ] ,  dla u k ł adó w c i ą g ł yc h  ni ec ał k owi t eg o r z ę du .   

Z as adni c z ym  c elem  j es t  podani e m et od wyz nac z ani a m ac i er z y 
wz m oc ni eń  ob s er wat or a w pr z ypadk u ,  g dy r z ą d u k ł adu  α z awi er a 
s i ę  w pr z edz i ale 0 1α< <  lu b 1 2α< < .  P r oponowane podej ś c i e 
z os t ani e wyr aż one z a pom oc ą  li ni owyc h  ni er ó wnoś c i  m ac i er z owyc h  
(L M I ) .  P r ob lem  s ynt ez y ob s er wat or ó w c i ą g ł yc h  u k ł adó w ni ec ał k o-
wi t eg o r z ę du  opar t y na L M I  ni e b ył  dot yc h c z as  r oz pat r ywany.    

 
2 .  Sfo r m u ło w an i e  p r o b l e m u  
 

W  pr ac y b ę dą  s t os owane nas t ę pu j ą c e oz nac z eni a:  n m×ℜ - z b i ó r  
m ac i er z y r oz m i ar u  n m×  o elem ent ac h  r z ec z ywi s t yc h  or az  

1;n n×ℜ =ℜ C - z b i ó r  li c z b  z es polonyc h ;  In - m ac i er z  j ednos t k owa 
r oz m i ar u  ;n n× ⊗ - i loc z yn K r onec k er a.  

M ac i er z  k wadr at owa Q j es t  dodat ni o (u j em ni e)  ok r eś lona 
0Q f ( 0Q p )  j eż eli  j ej  f or m a k wadr at owa j es t  dodat ni a (u j em -

na) ,  t z n.  0Tx Qx > ( 0)Tx Qx <  dla k aż deg o ni ez er oweg o .

nx∈ℜ  
W eź m y pod u wag ę  li ni owy u k ł ad c i ą g ł y opi s any z a pom oc ą  

r ó wnań  s t anu  w poni ż s z ej  pos t ac i  
 

 ( ) ( ) ( ),
( ) ( ),

d x t A x t B u tdt
y t C x t

α

α
= +

=

 (1 )  

 
g dz i e α j es t  r z ę dem  u k ł adu , ( ) ,nx t ∈ ℜ  ( ) ,mu t ∈ℜ ( ) py t ∈ℜ  j es t  
wek t or em  s t anu ,  wej ś c i a (wym u s z eni a)  i  wyj ś c i a (odpowi edz i ) ,  
z aś  ,

n nA ×∈ℜ ,n mB ×∈ℜ .

p nC ×∈ℜ   
Z ał ó ż m y do dals z yc h  r oz waż ań ,  ż e u k ł ad (1 )  j es t  as ym pt ot yc z -

ni e s t ab i lny,  ob s er wowalny i  s t er owalny [ 3 ] .  
 
Definicja 1. U k ł ad dynam i c z ny opi s any r ó wnani em  
 

 [ ]ˆ ( ) ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,d x t A x t B u t L y t C x tdt
α

α
= + + −  (2 )  

 
naz ywam y as ym pt ot yc z nym  ob s er wat or em  peł neg o r z ę du  (t oż s am o-
ś c i owym )  u k ł adu  (1 ) ,  j eż eli   
 [ ]ˆl i m ( ) ( ) 0 ,

t
x t x t

→∞
− =  (3 )  

 
dla dowolnyc h  war u nk ó w poc z ą t k owyc h  0 0( ) ,x t x= 0 0ˆ ˆ( ) ,x t x=  
pr z y c z ym  ˆ ( ) nx t ∈ℜ  j es t  es t ym at ą  wek t or a ( ) .nx t ∈ℜ  

M ac i er z e A ,  B ,  C wys t ę pu j ą c e w r ó wnani u  ob s er wat or a (2 )  s ą  
t ak i e s am e j ak  dla u k ł adu  (1 ) ,  nat om i as t  n pL ×∈ℜ  j es t  ni ez naną  
m ac i er z ą  wz m oc ni eń .  
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Definicja 2. [15] L i ni owa ni eró wnoś ć  m ac i erzowa (L M I )  j es t  
wyraż eni em  w k anoni c znej  pos t ac i   

 
 

0
1

( ) : 0,
m

i i
i

F x F x F
=

= +∑ f
 (4 )  

 
g d zi e mx∈ℜ  j es t  zm i enną,  zaś  m ac i erze s ym et ryc zne 

,
T n n

i iF F ×= ∈ℜ  0,1,...,i m=   s ą d ane. 
W arunek  L M I  (4 )  j es t  s peł ni ony,  j eż el i  wypuk ł y zbi ó r rozwi ą-

zań  { | ( ) 0}x F x f  j es t  ni epus t y. 
C el em  ni ni ej s zej  prac y j es t  pod ani e m et od ,  opart yc h  na ni eró w-

noś c i ac h  L M I  (4 ) ,  d o wyznac zani a m ac i erzy wzm oc ni eń  L obs er-
wat ora (2 )  w przypad k u,  g d y rząd  α uk ł ad u (1)  zawi era s i ę  
w przed zi al e 0 1α< <  l ub 1 2.α< <  
 
3. G ł ó w n y  r e z u l t a t  
 

J eż el i  rząd  α j es t  1 2α< <  t o uk ł ad  (1)  j es t  as ym pt ot yc zni e 
s t abi l ny wt ed y i  t yl k o wt ed y,  g d y wart oś c i  wł as ne m ac i erzy A s ą 
poł oż one w obs zarze pok azanym  na rys unk u 1a. N at om i as t  j eż el i  
0 1α< <  t o uk ł ad  (1)  j es t  as ym pt ot yc zni e s t abi l ny wt ed y i  t yl k o 
wt ed y,  g d y wart oś c i  wł as ne m ac i erzy A t eg o uk ł ad u s ą poł oż one 
w obs zarze pok azanym  na rys unk u 1b [12 ]. 

 
 

 

   obszar 
st abi l n oś c i  
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R y s .  1 .   O b s z a r  s t a b i l n o ś c i  u k ł a d u  ( 1 )  d l a   a )   1  <  α <  2 ,   b )   0  <  α <  1  
F i g .  1 .   S t a b i l i t y  r e g i o n  o f  s y s t e m  ( 1 )  f o r   a )   1  <  α <  2 ,   b )  0  <  α <  1    
 

R ozm i es zc zeni e wart oś c i  wł as nyc h  m ac i erzy A uk ł ad u (1)  po-
wod uj e,  ż e d o s ynt ezy obs erwat ora ni e m oż na zas t os ować  j ed na-
k oweg o pod ej ś c i a opart eg o na  L M I . W yni k a t o z f ak t u,  ż e  
w przypad k u 1 2α< <  obs zar s t abi l noś c i  j es t  wypuk ł y nat om i as t  
d l a 0 1α< <  ni e j es t  on wypuk ł y [12 ]. S ynt eza obs erwat ora (2 )  
będ zi e wi ęc  i nna d l a k aż d eg o z powyż s zyc h  przypad k ó w. 
 
3.1 . S y n t e z a  o b s e r w a t o r a  d l a  1  <  α <  2  
 

N i ec h  wek t or bł ęd u (uc h ybu)  m a pos t ać  
 
 ˆ( ) ( ) ( ) .e t x t x t= −  (5)  
 

R ó ż ni c zk uj ąc  obus t ronni e (5)  i  k orzys t aj ąc  z ró wnani a (1)  oraz 
(2 )  ot rzym am y 
 

 
ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) { ( ) ( ) [ ( ) ( ) ] }
ˆ ˆ[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ] [ ] ( ) ( ) ,

d e t d x t d x t
dt dt dt

A x t B u t A x t B u t L y t C x t
A x t x t L C x t x t A L C e t F e t

α α α

α α α
= − =

= + − + + − =

= − − − = − =

 (6 )  

 
przy c zym   
 ( ) .n nF A LC ×= − ∈ℜ  (7 )  
 

Z  rys unk u 1a wyni k a,  ż e d l a 1 2α< <  s t abi l noś ć  uk ł ad u (1)  j es t  
ok reś l ona pod obni e j ak  d l a uk ł ad u c i ąg ł eg o nat ural neg o rzęd u 
( 1α = ) ,  przy c zym  obs zar s t abi l noś c i  s t anowi  s ek t or,  poł oż ony   
w l ewej  pó ł pł as zc zyź ni e,  o k ąc i e rozwarc i a / 2απ . 

Z  ró wnani a (6 )  wyni k a,  ż e j eż el i  wart oś c i  wł as ne 1,...., nλ λ  m a-
c i erzy F (7 )  będ ą s peł ni ał y warunek  
 
 | arg | ,2i

πλ α>  (8 )  
 
wó wc zas  bł ąd  es t ym ac j i  d ąż y d o zera,  przez c o es t ym owane 
zm i enne s t anu d ąż ą d o oryg i nal nyc h  zm i ennyc h  s t anu uk ł ad u (1) .   

J es t  rzec zą d obrze znaną [15, 16 ],  ż e uk ł ad  c i ąg ł y nat ural neg o 
rzęd u j es t  as ym pt ot yc zni e s t abi l ny,  j eż el i  ni eró wnoś ć  (L apunov a)  
L M I  o pos t ac i  
 0,TA P PA+ p  (9 )  
 
j es t  s peł ni ona wzg l ęd em  zm i ennej  0.TP P= f  

U wzg l ęd ni aj ąc  pod ane wyż ej  rozważ ani a probl em  s ynt ezy obs er-
wat ora uk ł ad u (1)  d l a 1 2α< <  m oż em y s f orm uł ować  nas t ępuj ąc o:   

 
D an e  s ą  m ac i e r ze  A,  C  u k ł ad u  ( 1 ) .  Po s zu k u j e m y  m ac i e r zy  L  

o b s e r w at o r a ( 2 )  t ak i e j ,  ż e  r ó w n an i e  
 
 ( ) ( ) ( ),d e t A L C e t

dt

α

α
= −  (10 )  

 
m a r o zw i ą zan i a s t ab i l n e  ( c o  j e s t  r ó w n o w aż n e  s t w i e r d ze n i u ,  ż e  
o b s e r w at o r  ( 2 )  j e s t  as y m p t o t y c zn i e  s t ab i l n y ) .  

 
P owyż s ze zad ani e m oż na s prowad zi ć  d o s t and ard oweg o pro-

bl em u L M I  d opus zc zal noś c i  (i s t ni eni a rozwi ązani a) .  
N al eż y znal eź ć  m ac i erz 0TP P= f oraz m ac i erz L t ak ą,  ż e j es t  

s peł ni ona ni eró wnoś ć  L M I  o pos t ac i  
 
 0 ( ) ( ) 0.T TF P PF A LC P P A LC+ ⇒ − + −p p  (11)  
 
P o d ok onani u przek s zt ał c eń  w (11)  ot rzym am y 
 
 0, 0.T T T TA P C L P PA PLC P P− + − =p f  (12 )  
 
N i eró wnoś ć  (12 )  ni e j es t  warunk i em  L M I . J es t  t o bi l i ni owa ni e-
ró wnoś ć  m ac i erzowa (B M I ) ,  g d yż  ni ewi ad om e P i  L wys t ępuj ą  
w i l oc zyni e. D ok onuj ąc  zam i any zm i ennyc h :  Y PL=  oraz s k ł ad a-
j ąc   d wa warunk i  L M I  (12 )  w j ed en warunek  ot rzym am y k oń c ową 
ni eró wnoś ć  L M I  o nas t ępuj ąc ej  pos t ac i  
 
 ( ) ( ) 0 0.0

T T TA P C Y PA YC
P

 − − − −  
f

 (13 )  

 
P o rozwi ązani u L M I  (13 )  m ac i erz wzm oc ni eń  n pL ×∈ℜ obs erwa-
t ora (2 )  m oż na obl i c zyć  k orzys t aj ąc  z zal eż noś c i  
 
 1

.L YP−=  (14 )  
 

P od ane wyż ej  rozważ ani a m oż na pod s um ować  nas t ępuj ąc ym  
t wi erd zeni em . 
 
Twierdzenie 1. D l a uk ł ad u (1)  i s t ni ej e as ym pt ot yc zny obs erwa-

t or (2 )  j eż el i  ni eró wnoś ć  L M I  (13 )  d opus zc za rozwi ązani e wzg l ę-
d em  zm i ennej  0TP P= f  oraz .Y PL= W  t ym  przypad k u pos zu-
k i wana m ac i erz L obs erwat ora (2 )  j es t  d ana wzorem  (14 ) . 

 
M ac i erz wzm oc ni eń  L obs erwat ora (2 )  d l a rzęd u 1 2α< <  

uk ł ad u (1)  m oż em y wyznac zyć  k orzys t aj ąc  z poni ż s zej  proc ed ury. 
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Procedura 1. 
Krok 1. Zadeklaruj zmienne: ,

n nP ×∈ℜ 0,TP P= f .

p nY ×∈ℜ  
Krok 2 . S p rawdź  warunek L MI  ( 1 3 ) . 
Krok 3 . J eżeli warunek ( 1 3 )  jes t  s p eł niony,  oblic z mac ierz L ze 

wzoru ( 1 4 ) . 
  
3.2. S y n t e z a  o b s e r w a t o r a  d l a  0  <  α <  1  
 

O bs erwat or jes t  ukł adem,  kt ó reg o c h arakt erys t yki s ą okreś lane 
s wobodnie p rzez p rojekt ant a. D ynamika obs erwat ora w og ó lnym 
p rzyp adku może być  więc  dowolna. Poniżej p okażemy,  że dla 
0 1α< <  można uzys kać  obs erwat or ( 2 )  o zadanej z g ó ry dyna-
mic e,  wykorzys t ując  znane z t eorii liniowyc h  nieró wnoś c i mac ie-
rzowyc h  p odejś c ie op art e na p roblemie s t abilizac ji ukł adu nat u-
ralneg o rzędu [ 1 6 ] . 

U kł ad c iąg ł y rzędu nat uralneg o jes t  as ymp t ot yc znie s t abilny 
wt edy i t ylko wt edy,  g dy wart oś c i wł as ne mac ierzy A leżą w lewej 
p ó ł p ł as zc zyź nie zmiennej zes p olonej s. J eżeli dodat kowo og rani-
c zymy p oł ożenia wart oś c i wł as nyc h ,  zaś  og ranic zenie t o jes t  zbio-
rem wyp ukł ym,  wó wc zas  można je zap is ać  w f ormie warunku L MI .  

O g ó lna p os t ać  warunku L MI  op is ując eg o wyp ukł y obs zar s t a-
bilnoś c i p oł ożony w lewej p ó ł p ł as zc zyź nie zmiennej zes p olonej s 
( zbió r Dstab)  jes t  nas t ep ując a [ 1 6 ]  
 
 { | ( ) 0} 0,stab s f s= ∈ p pD C  ( 1 5 )  
 
g dzie ( ) Tf s N Ms M s= + +  jes t  f unkc ją c h arakt erys t yc zną zbio-
ru,  nat omias t  N i M s ą mac ierzami o element ac h  rzec zywis t yc h ,  
p rzy c zym .

TN N=  Przykł adowo p as  p ionowy jes t  op is any za 
p omoc ą p oniżs zej zależnoś c i  
 
 1 2

2

1

{ | Re( ) },
( ) 2 0 0 ,0 ( ) 2

stab

stab

s p s p
s s p

s s p

= ∈ < <
+ − =  − + +  p

D C

D
 ( 1 6 )  

 
g dzie s  s t anowi lic zbę s p rzężoną do s. I nne p rzykł ady obs zaró w 
L MI  s ą p odane w [ 1 6 ] . W  p rac y t ej p okazano,  że  
• p rzec ięc ie ( w wyniku iloc zynu)  obs zaró w L MI  Dstab jes t  t akże 

obs zarem L MI ,  
• mac ierz A jes t  as ymp t ot yc znie s t abilna,  t zn. ma ws zys t kie 

wart oś c i wł as ne w obs zarze L MI  Dstab wt edy i t ylko wt edy,  g dy 
p oniżs za nieró wnoś ć  

 
 0,T TN P M W M W⊗ + ⊗ + ⊗ p  ( 1 7 )  
 
jes t  s p eł niona wzg lędem zmiennej 0TP P= f  oraz Y. 

W arunek L MI  ( 1 7 )  dla zmiennej TN N= odp owiada klas yc z-
nemu t wierdzeniu L ap unov a dla f unkc ji c h arakt erys t yc znej 
( ) .f s s s= +  
J eżeli z zał ożenia ukł ad ( 1 )  jes t  obs erwowalny i s t erowalny,  

wó wc zas  z zas ady dualnoś c i mamy,  że jeżeli p ara mac ierzy 
( , )A C jes t  obs erwowalna,  t o p ara ( , )T TA C  jes t  s t erowalna [ 1 7 ] . 
Mac ierz obs erwat ora L można dobrać  więc  t ak,  aby mac ierz F ( 7 )  
miał a wart oś c i wł as ne w lewej p ó ł p ł as zc zyź nie wt edy i t ylko 
wt edy,  g dy ukł ad ( 1 )  jes t  obs erwowalny. S ynt eza as ymp t ot yc zne-
g o obs erwat ora ( 2 )  s p rowadza s ię więc  do wyznac zenia mac ierzy 
wzmoc nień  L p rzy wykorzys t aniu dowolnej met ody p rzes uwania 
bieg unó w. 

Problem s ynt ezy obs erwat ora ( 2 )  ukł adu ( 1 )  dla 0 1α< <  
s f ormuł ujemy zat em nas t ęp ując o:  

 
D an e  są  m ac i e r z e  A,  C  u k ł ad u  ( 1 ) . Po sz u k u j e m y  m ac i e r z y  L o b -

se r w at o r a ( 2 )  t ak i e j ,  ż e  r ó w n an i e  ( 1 0 )  m a r o z w i ą z an i a st ab i l n e ,  t j . 
w ar t o ś c i  w ł asn e  m ac i e r z y  F ( 7 )   l u b  r ó w n o w aż n i e  m i e j sc a z e r o w e  
w i e l o m i an u  
 

 ( ) det[ ( )] det[ ( )],T T T
F n n nw sI F sI A LC sI A C L− = − − = − −  ( 1 8 )  

 
są  u l o k o w an e  w  z b i o r z e  Dstab  ( 1 5 ) . 

 
N a p ods t awie rezult at ó w p odanyc h  w p rac y [ 1 6 ]  możemy s f or-

muł ować  p oniżs ze t wierdzenie. 
 

Twierdzenie 2. Mac ierz F ( 7 )  ma wart oś c i wł as ne p oł ożone  
w obs zarze L MI  ( 1 5 )  wt edy i t ylko wt edy,  g dy is t nieje mac ierz 

0TP P= f  oraz mac ierz Y ,  t aka,  że nieró wnoś ć  L MI  ( 1 7 )  jes t  
s p eł niona,  p rzy c zym T TW A P C Y= − . W  t ym p rzyp adku mac ierz 
L obs erwat ora ( 2 )  jes t  dana wzorem ( 1 4 ) . 
 

D o wó d. D owó d p rzebieg a p odobnie jak w p rac y [ 1 6 ] . 
 

Mac ierz wzmoc nień  L obs erwat ora ( 2 )  ukł adu ( 1 )  dla 0 1α< <  
możemy wyznac zyć  p rzy wykorzys t aniu p oniżs zej p roc edury. 
 

P ro c edu ra  2. 
Krok 1. W ybierz obs zar Dstab  ( 1 5 )  ( np . ( 1 6 )  lub inny [ 1 6 ] )  
Krok 2 . Zadeklaruj zmienne: ,

n nP ×∈ℜ 0,TP P= f .

p nY ×∈ℜ  
Krok 3 . S p rawdź  warunek L MI  ( 1 7 ) . 
Krok 4 . J eżeli warunek ( 1 7 )  jes t  s p eł niony,  oblic z mac ierz L ze 

wzoru ( 1 4 ) .    
 

S ynt ezę obs erwat ora ( 2 )  p rzy wykorzys t aniu p roc edury 1  lub 2  
można p rzep rowadzić  w ś rodowis ku oblic zeniowym rozwiązują-
c ym zag adnienia op t ymalizac ji,  w kt ó rej warunki L MI  s ą zap is ane 
w def inic yjnej p os t ac i ( 4 ) ,  np . p rog ram S eD uMi oraz p rog ram 
p rep roc es ing owy Y A L MI P,  dział ając e int eg ralnie w ś rodowis ku 
Mat lab. D eklarac ja zmiennyc h  P ,  Y  w p rop onowanyc h  p roc edu-
rac h  p oleg a na p odaniu ic h  rozmiaró w,  a nas t ęp nie s p rawdzeniu 
wł aś c iwej nieró wnoś c i L MI . W art oś c i lic zbowe t yc h  zmiennyc h  
s ą uzys kiwane wó wc zas ,  g dy warunek L MI  jes t  s p eł niony,  a więc  
p o rozwiązaniu zadania p rzez p rog ram op t ymalizac yjny.  
 
4. P r z y k ł a d  
 

D any jes t  ukł ad os c ylac yjny op is any ró wnaniem B ag leya-
T orv ika o ró wnaniac h  s t anu ( 1 )  p rzy c zym 0.5.α =  Mac ierze 
op is ując e t en ukł ad s ą nas t ęp ując e [ 2 ]  
 

 [ ]
1 0

0

0 0 1
1 0 0 0 0, , 0 0 0 .0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

a a

A B C b

− −         = = =         

 ( 1 9 )  

 
N ależy zap rojekt ować  obs erwat or p eł neg o rzędu,  p rzyjmując   

w ( 1 9 )  0 0.1,a = 1 0.05,a =  0 2b = . 
R ząd ukł adu o mac ierzac h  ( 1 9 )  jes t  0.5α = ,  więc  do s ynt ezy 

obs erwat ora wykorzys t amy p roc edurę 2 .  
Pos t ęp ując  zg odnie z p roc edurą i dokonując  oblic zeń  w ś rodo-

wis ku Mat lab z użyc iem S eD uMi oraz Y A L MI P uzys kano nas t ę-
p ując e rezult at y. 
Krok 1.  Przyjmujemy obs zar Dstab w p os t ac i p as a p ionoweg o ( 1 6 ) ,   

g dzie 1 1,p = − 2 3.p = −  
Krok 2 . D eklarujemy: 3 3 ,P ×∈ ℜ 0,TP P= f

1 3
.Y ×∈ℜ  

Krok 3 . Mac ierze P i Y  mają p os t ać   
 

 
0.16 0.16 0.12 0.01 0.04
0.16 0.22 0.24 0.11 0.11, .0.12 0.24 0.41 0.46 0.25
0.01 0.11 0.46 1.61 1.23

T

P Y

− −      − − −   = =   − −   − −   

 ( 2 0 )  

 
W arunek L MI  ( 1 7 )  p rzy mac ierzac h  ( 2 0 )  jes t  s p eł niony. 
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Kr o k  4 .  P os z u k i w an a m aci er z  obs er w at or a obli cz on a z e w z or u  ( 1 4 )  
m a p os t ać  

 
 [ ]1 10.24 17.66 11.11 2.77 .TL YP−= =  ( 2 1 )  

 
P ołoż en i e w ar t oś ci  w łas n ych  m aci er z y A ( 1 9 )  r oz p at r yw an eg o 

u k ład u  or az  m aci er z y F ( 7 )  z  obli cz on ą  m aci er z ą  L ( 2 1 )  j es t  p ok a-
z an e n a r ys u n k u  2 ,  n a k t ó r ym  z az n acz on o obs z ar  s t abi ln oś ci  r oz -
p at r yw an eg o u k ład u  or az  p r z yj ę t y obs z ar  Dstab.   
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R y s .  2 .   P o ł o ż e n ie  w a r t o ś c i w ł a s n y c h  m a c ie r z y  A  ( 1 9 )  ( ‘ + ’ )   i  m a c ie r z y  F ( 7 )  ( ‘ * ’ )  
F ig .  2 .   L o c a t io n  o f  e ig e n v a l u e s  o f  m a t r ix  A  ( 1 9 )  ( ‘ + ’ )   a n d  m a t r ix  F  ( 7 )  ( ‘ * ’ )  
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R y s .  3 .   Z m ie n n e  s t a n u  x 1 ( t ) ,   x 2 ( t ) ,   x 3 ( t ) ,   x 4 ( t )  ( l in ia  c ią g ł a )  o r a z  ic h  e s t y m a t y  

xe 1 ( t ) ,   xe 2 ( t ) ,  xe 3 ( t ) ,   xe 4 ( t )  ( l in ia  p r z e r y w a n a )  
F ig .  3 .   S t a t e  v a r ia b l e s  x 1 ( t ) ,   x 2 ( t ) ,   x 3 ( t ) ,   x 4 ( t )  ( s o l id  l in e )  a n d  t h e ir  e s t im a t e s  

xe 1 ( t ) ,   xe 2 ( t ) ,  xe 3 ( t ) ,   xe 4 ( t )  ( d a s h e d  l in e )  
  

W yn i k i  s ym u lacyj n e w  p os t aci  es t ym at  1 4( ),..., ( )e ex t x t  z m i en -
n ych  s t an u  1 4( ),..., ( )x t x t u k ład u  o m aci er z ach  ( 1 9 )  s ą  p ok az an e n a 
r ys u n k u  3 a-d .  P r z yj ę t o z er ow e w ar u n k i  p ocz ą t k ow e obs er w at or a,  
n at om i as t  w ar u n ek  p ocz ą t k ow y u k ład u  d la k aż d ej  z m i en n ej  s t an u  
p r z yj ę t o r ó w n y 1 .  Z  ot r z ym an ych  r ez u lt at ó w  w yn i k a,  ż e m aci er z  
w z m ocn i eń  L ( 2 1 )  obs er w at or a z os t ała obli cz on a p op r aw n i e.  
Ł at w o m oż n a s p r aw d z i ć ,  ż e w  p r z yp ad k u  es t ym acj i  k aż d ej  z m i en -
n ej  s t an u  błą d  ( 5 )  j es t  r ó w n y z er o.  
 
5. U w a g i  k o ń c o w e  
 

W  p r acy r oz p at r z on o p r oblem  s yn t ez y obs er w at or a p ełn eg o 
r z ę d u  d la li n i ow ych  ci ą g łych  u k ład ó w  n i ecałk ow i t eg o r z ę d u ,  

op i s an ych  z a p om ocą  r ó w n ań  s t an u  ( 1 ) .  R oz w aż on o d w a p r z yp ad -
k i ,  w  k t ó r ych  r z ą d  α �u k ład u  ( 1 )  z aw i er a s i ę  w  p r z ed z i ale 1 2α< <  
lu b 0 1α< < .  P ok az an o,  ż e j es t  m oż li w e s f or m u łow an i e p r oblem u  
w yz n acz an i a n i ez n an ej  m aci er z y w z m ocn i eń  L obs er w at or a ( 2 )  z a 
p om ocą  n i er ó w n oś ci  L M I .  P r oblem  t en  m oż n a n at om i as t  ef ek t yw -
n i e r oz w i ą z ać  k or z ys t aj ą c z  j ed n ej  z  p r op on ow an ych  p r oced u r .   

P r z ed s t aw i on e w  p r acy r oz w aż an i a m oż n a u og ó ln i ć  n a k las ę  
d od at n i ch  u k ład ó w  n i ecałk ow i t eg o r z ę d u .  M oż li w e j es t  t ak ż e 
w yk or z ys t an i e p r ez en t ow an eg o p od ej ś ci a d o s yn t ez y obs er w at o-
r ó w  p ełn eg o lu b z r ed u k ow an eg o r z ę d u  u k ład ó w  ci ą g łych  j ak   
i  d ys k r et n ych  n i ecałk ow i t eg o r z ę d u  z  op ó ź n i en i am i .  

 
P r a c ę  w y k o n a n o  w  r a m a c h  g r a n tu  N N  5 1 4  1 9 3 9  3 3  f i n a n s o w a n e g o  p r z e z  M i n i -

s te r s tw o  N a u k i  i  S z k o l n i c tw a  W y ż s z e g o .   
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