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e-m a i l :  w o j c i ec h . m i t k o w s k i @ a g h . ed u . p l  

 

 
 

 
S t r e s z c z e n i e  

 
W  p r ac y  p r z e ds t aw i o no  w y b r ane  l i ni o w e  u k ł ady  o  dy nam i c e  c h ao t y c z ne j .  
Po k az ano  m o ż l i w o ś ć  p o j aw i e ni a s i ę  z ac h o w ań  c h ao t y c z ny c h  w  s y m u l a-
c j ac h  k o m p u t e r o w y c h  l i ni o w y c h  ap r o k s y m ac j i  u k ł adó w  o  p ar am e t r ac h  
r o z ł o ż o ny c h .  Pr z e p r o w adz o no  o r y g i nal ną  anal i z ę  dy nam i k i  l i ni o w e g o  
u k ł adu  dr ab i nk o w e g o  t y p u  L C .  R o z w aż ani a z i l u s t r o w ano  p r z y k ł adam i  
o b l i c z e ń  nu m e r y c z ny c h .  
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  c h ao s  w  u k ł adac h  l i ni o w y c h ,  r ó w nani a c z ą s t k o w e ,  
e l e k t r y c z ne  u k ł ady  dr ab i nk o w e .  
 
C ha os  in  s el ect ed  l in ea r  s y s t em s  

 
A b s t r a c t  

 
I n t h e  p ap e r  s e l e c t e d l i ne ar  s y s t e m s  di s p l ay i ng  c h ao t i c  dy nam i c s  ar e  
p r e s e nt e d.  Par t i c u l ar  at t e nt i o n i s  f o c u s e d o n nu m e r i c al  c h ao s  and s t r ang e  
b e h av i o u r  o f  t h e  i ns t ant ane o u s  v o l t ag e  ac r o s s  s u i t ab l e  e l e c t r i c al  c ap ac i t anc e s  
i n l adde r  ne t w o r k s  o f  t y p e  L C .  T h e  p o s s i b i l i t y  o f  ar i s i ng  t h e   c h ao t i c  
b e h av i o u r  i n nu m e r i c al  s i m u l at i o ns  o f  l i ne ar  ap p r o x i m at i o ns  o f  di s t r i b u t e d 
p ar am e t e r s  s y s t e m s ,  w i t h  t h e  s o  - c al l e d L as o t a o p e r at o r  i s   s h o w n.  T h e  
o r i g i nal  anal y s i s  o f  t h e  l i ne ar  L C  l adde r  ne t w o r k  dy nam i c s  i s  p e r f o r m e d.  
I r r e g u l ar  t r aj e c t o r i e s  ar i s e  i n t h e  s y s t e m s  o f  t y p e  L C  as  a r e s u l t  o f  m i x i ng  
t h e  t i m e  c o u r s e s  o f  i nc o m m e ns u r ab l e  f r e q u e nc i e s .  T h e  l adde r  ne t w o r k  o f  
t y p e  L C  i s  ap p r o x i m at i o n o f  an ade q u at e  h y p e r b o l i c  s y s t e m .  T h e  c o ns i de r e d 
p r o b l e m s  ar e  i l l u s t r at e d w i t h  e x am p l e s  o f  nu m e r i c al  c al c u l at i o ns .  T h e  
c o m p ar at i v e  anal y s i s  f o r  t h e  L C  l adde r  ne t w o r k s  w i t h  di f f e r e nt  n ,  w h e r e  n 
i s  a nu m b e r  o f  c ap ac i t anc e ,  i s  c ar r i e d o u t .  
 
K e y w o r d s :  c h ao s  i n l i ne ar  s y s t e m s ,  di s t r y b u t e d s y s t e m s ,  e l e c t r i c  l adde r  
ne t w o r k s .  
 
1 .  Ws t ę p  
 
W  os t at n ic h  kil ku n as t u  l at ac h  m ożn a z aob s er w ow ać  p oj aw ian ie 

s ię  n ow yc h  p oj ę ć  m at em at yc z n yc h  d ot yc z ą c yc h  d z iw n yc h  z ac h o-
w ań  u kł ad ó w  d yn am ic z n yc h , c z ę s t o n az yw an yc h  c h aos em  [ 1 -4 ] . 
B ad an ia n ad  c h aos em  z os t ał y w ł aś c iw ie z ap oc z ą t kow an e p r z ez  
P oin c ar e’ g o n a p r z eł om ie X I X  i X X  w ieku , i c o w ar t o p od kr eś l ić  
b ez  w s p om ag an ia, z e w z g l ę d ó w  oc z yw is t yc h , t ec h n iką  kom p u t e-
r ow ą . N as t ę p n ie b ył y r oz w ij an e w  d r u g iej  p oł ow ie X X  w ieku , c o 
b ył o n at u r al n ą  kon s ekw en c j ą  t w or z en ia c or az  b ar d z iej  z ł ożon yc h  
m od el i m at em at yc z n yc h  ot ac z aj ą c ej  n as  r z ec z yw is t oś c i. A n al iz a 
t akic h  m od el i b ył a w s p om ag an a p op r z ez  b u r z l iw y r oz w ó j  t ec h n ik 
kom p u t er ow yc h . C z as em  w r ac an o d o w c z eś n iej s z yc h  s p os t r z eżeń  
or az  od kr yw an o n ow e d z iw n e z ac h ow an ia w  u kł ad ac h  d yn am ic z -
n yc h  m od el u j ą c yc h  z j aw is ka r ó żn eg o t yp u , n p . f iz yc z n e, m et eor o-
l og ic z n e, b iol og ic z n e, m ed yc z n e, ekon om ic z n e, c h em ic z n e, el ek-
t r yc z n e, ekol og ic z n e, in f or m at yc z n e i in n e. R ó w n ież is t ot n y d l a 
b ad ań  n ad  c h aos em  b ył  r oz w ó j  t ec h n ik p om iar ow yc h , kt ó r y p o-
t w ier d z ał  w c z eś n iej s z e eks p er ym en t al n e s p os t r z eżen ia b ad ac z y, że 
p om im o „ d okł ad n eg o”  p om iar u  s t an u  p oc z ą t kow eg o w  u kł ad ac h  
d et er m in is t yc z n yc h  s t an y p r z ys z ł e n ie s ą  p r z ew id yw al n e. S t os u j e 
s ię  r ó żn e p od ej ś c ia d o m at em at yc z n ej  an al iz y c h aos u  [ 3 , 4 ] . J ed -
n ym  z  n ic h  j es t  t eor ia er g od yc z n a. W  j ę z yku  t eor ii er g od yc z n ej  

m ożn a z au w ażyć , że b yć  m oże w  każd ym  z  n as  „ t kw i”  u kr yt a 
er g od yc z n a m iar a n iez m ien n ic z a, kt ó r ej  is t n ien ie j es t  w ar u n kiem  
w ys t ar c z aj ą c ym  g en er ow an ia d z iw n yc h  z ac h ow ań  w  p ew n yc h  
s yt u ac j ac h  życ iow yc h .  
Z w ykl e p oj aw ian ie s ię  t r aj ekt or ii c h aot yc z n yc h  j es t  z w ią z an e  

z  is t n ien iem  w  u kł ad z ie el em en t ó w  n iel in iow yc h . W  p r z yp ad ku  
c z as u  c ią g ł eg o c h aos  m oże s ię  p oj aw ić , g d y w ym iar  p r z es t r z en i 
s t an ó w  3≥n  N at om ias t  w  p r z yp ad ku  u kł ad ó w  d ys kr et n yc h   
w  c z as ie, g d y 1≥n . C ec h ą  w s p ó l n ą , w ys t ę p u j ą c ą  w  r ó żn yc h  
m at em at yc z n yc h  d ef in ic j ac h  c h aos u , j es t  w r ażl iw oś ć  n a z m ian y 
d an yc h  p oc z ą t kow yc h  [ 4 ] . W ar t o r ó w n ież p am ię t ać , że c h aos  
ob s er w ow an o w  r ó żn eg o t yp u  eks p er ym en t ac h  n a ob iekt ac h  
r z ec z yw is t yc h  or az  w  s ym u l ac j ac h  kom p u t er ow yc h  p r z y an al iz ie 
n u m er yc z n ej  z ł ożon yc h  m od el i m at em at yc z n yc h . I s t n ien ie d z iw -
n eg o at r akt or a j es t  p op u l ar n ym  kr yt er iu m  c h aos u  w  n au kac h  
eks p er ym en t al n yc h , g d yż m ożn a g o og l ą d ać  p o od p ow ied n iej  
w iz u al iz ac j i s ym u l ac j i n u m er yc z n yc h . T e ob s er w ac j e m iał y 
d u ży w p ł yw  n a r oz w ó j  p oj ę ć  m at em at yc z n yc h  d ot yc z ą c yc h  
c h aos u .  
O kaz u j e s ię , że c h aos  m oże p oj aw ić  s ię  r ó w n ież w  u kł ad ac h  l i-

n iow yc h , al e o w ym iar z e n ies koń c z on ym  [ 4 ] . Z ac h ow an ia c h a-
ot yc z n e w  u kł ad ac h  l in iow yc h  o n ies koń c z on ym  w ym iar z e s ą  
t r u d n e d o z aob s er w ow an ia w  w ykon yw an yc h  s ym u l ac j ac h  kom -
p u t er ow yc h . P ow od em  t eg o j es t  f akt , że w  kom p u t er ow yc h  ob l i-
c z en iac h  u kł ad y n ies koń c z en ie w ym iar ow e s ą  ap r oks ym ow an e 
u kł ad am i s koń c z en ie w ym iar ow ym i.  
D yn am ika s koń c z en ie w ym iar ow yc h  u kł ad ó w  l in iow yc h  s t a-

c j on ar n yc h  c ią g ł yc h  w  c z as ie j es t  g en er ow an a p r z ez  od p ow ied n ie 
kom b in ac j e l in iow e f u n kc j i w ykł ad n ic z yc h , t r yg on om et r yc z n yc h  
or az  w iel om ian ó w  s t op n ia s koń c z on eg o. A l e i w  t ym  p r z yp ad ku  
m ożn a z aob s er w ow ać  c iekaw ą  d yn am ikę  p ow s t aj ą c ą  w  w yn iku  
„ m ies z an ia”  f u n kc j i t r yg on om et r yc z n yc h  o n iew s p ó ł m ier n yc h  
c z ę s t oś c iac h  [ 5 , 6 ] .  
M ożl iw oś ć  is t n ien ia c h aos u  w  u kł ad ac h  l in ow yc h  j es t  w ażn ym  

s p os t r z eżen iem  i w s kaz an iem  d l a p r oj ekt an t ó w  s ys t em ó w  r eg u l a-
c j i au t om at yc z n ej . B ow iem  p od s t aw ow e al g or yt m y s yn t ez y u kł a-
d ó w  r eg u l ac j i b az u j ą  n a m et od ac h  l in ear yz ac j i.  
 

2 .  P r z y k ł a d  cha os u  w  s en s ie t eor ii m ia r y  
 
D ob r ym  m od el em  m at em at yc z n ym  ew ol u c j i kom ó r ek kr w i  

o s t op n iu  d oj r z ał oś c i x j es t  n as t ę p u j ą c e l in iow e r ó w n an ie r ó żn ic z -
kow e c z ą s t kow e r z ę d u  p ier w s z eg o [ 4 , 7 , 8 , 9 ]   
 

 0,, ≥∈=
∂
∂+

∂
∂ tRu

x
ux

t
u λλ , ( 1 )  

 
z  f u n kc j ą  p oc z ą t kow ą  
 
 ]1,0[),(),0( ∈= xxvxu . ( 2 )  
 

P r ob l em  p oc z ą t kow y ( 1 ) , ( 2 )  g en er u j e ( p ó ł g r u p ę  op er at or ó w )  
u kł ad  d yn am ic z n y 0}{ ≥t

tS d an y w z or em   
 
 ]1,0[,0),())((),( ∈≥== − xtexvexvSxtu ttt λ  ( 3 )  
 
n a p r z es t r z en i 
 
 },0)0()0(:]1,0[{ )( ===∈= nn

n vvCvX K

 ( 4 )  
 

p r z y c z ym  n j es t  d ow ol n ą  d od at n ią  l ic z b ą  c ał kow it ą .  
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Dla każdego nXv∈  is t niej e dokł adnie j edno r oz w ią z anie p r o-
b lem u  ( 1 ) , ( 2 )  dane r ó w noś c ią  ( 3 ) . J eżeli 2≥λ  , t o is t niej e c ią gł a 
niet r y w ialna er gody c z na m iar a niez m iennic z a dla 0}{ ≥t

tS  na 
p r z es t r z eni 1X  [ 7 ] . I s t nienie er gody c z nej  m iar y  niez m iennic z ej  
j es t  kons ekw enc j ą  p os iadania p r z ez  u kł ad dy nam ic z ny  0}{ ≥t

tS  
s ilnie t u r b u lent ny c h  t r aj ekt or ii [ 9 ] .  
R ó w nanie ( 1 )  b y ł o analiz ow ane p r z ez  w ielu  b adac z y  [ 4 , 7 , 8 , 9 , 

1 0 ]  p r z y  r ó żny c h  λ  . I s t nienie odp ow iedniej  er gody c z nej  m iar y  
niez m iennic z ej  s t anow i p ods t aw ę  do u z nania dy nam iki u kł adu  z a 
dy nam ikę  c h aot y c z ną . I s t ot ne w y niki w  t y m  ob s z ar z e z os t ał y  
u z y s kane p r z ez  L as ot ę  i R u dnic kiego [ 7 ] . O p er at or  w y s t ę p u j ą c y   
w  r ó w naniu  ( 1 )  p os t ac i  
 

 
x
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∂
∂−= )(λ . ( 5 )  

 
dla xxa =)(  okr eś lony  na 1X  j es t  naz y w any  op er at or em  L as ot y  [ 9 ] .  
 
3. U k ł a d y  h i p e r c y k l i c z n e  
 
R oz p oc z niem y  od dy s kr et ny c h  u kł adó w  dy nam ic z ny c h  

kk Axx =+1 . R oz w ażm y  op er at or  A  liniow y  i ogr anic z ony   
w  nies koń c z enie w y m iar ow ej  p r z es t r z eni B anac h a X  . Z ał ó żm y , 
że is t niej ą  p odp r z es t r z enie 21 ,YY  gę s t e w  X  . Dalej  z ał ó żm y , że 
is t niej e op er ac j a 11: YYZ →  t aka, że 1, YxxAZx ∈=  or az   
p r z y  ∞→k  z ac h odz ą  z b ieżnoś c i 0,1 →∈∀ yZYy k  or az  

0,2 →∈∀ yAYy k  . W t edy  op er ac j a A  j es t  h ip er c y klic z na [ 4 ] .  
P ods t aw ow y m  p r ob lem em  j es t  ident y f ikac j a p odp r z es t r z eni 

21 ,YY  . P r akt y c z nie t e p odp r z es t r z enie s ą  p ow ią z ane odp ow iednio 
z  w ekt or am i w ł as ny m i op er at or a A  . 
W  p r z y p adku  u kł adó w  z  c z as em  c ią gł y m  z as t os u j em y  not ac j ę  

s t os ow aną  w  t eor ii p ó ł gr u p  op er at or ó w . N iec h  0)}({ ≥ttT  b ę dz ie 
s ilnie c ią gł ą  p ó ł gr u p ą  op er at or ó w  liniow y c h  ogr anic z ony c h   
w  p r z es t r z eni B anac h a X  z  gener at or em  A  . T r aj ekt or ia 

ptTptx )(),( =  s p eł nia liniow e r ó w nanie r ó żnic z kow e  
 

 .0,)0(, ≥== tpxAxx& . ( 6 )  
 
N iec h  
 }0)(:{0 ∞→→∈= tgdyptTXpX  ( 7 )  
 
or az  
 

}||)(||,||:||0,,0:{ εεε <−<>∃∈∃>∀=∞ pwtTwtXwpX . ( 8 )  
 
J eżeli X  j es t  oś r odkow ą  p r z es t r z enią  B anac h a or az  ∞XX ,0  s ą  

gę s t e w  X  , t o 0)}({ ≥ttT  j es t  h ip er c y klic z na ( c h aot y c z na)  [ 4 ] . 
P odp r z es t r z enie ∞XX ,0  m ożna ef ekt y w nie w y z nac z y ć  w y kor z y -
s t u j ą c  w ekt or y  w ł as ne gener at or a A  p ó ł gr u p y  0)}({ ≥ttT  .  
 
Przykład. Dla p r z y kł adu  r oz w ażm y  op er at or  ( 5 ) , w  kt ó r y m  

1)( −=xa  . W  ob lic z eniac h  nu m er y c z ny c h  dokonu j ą c  dy s kr et y z a-
c j i z m iennej  p r z es t r z ennej  x z  kr okiem  h > 0  p r z y j m u j ą c  iuihu =)(  
or az  s t os u j ą c  ilor az  r ó żnic ow y  p r z edni ot r z y m am y   
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gdz ie K,3,2,1=i  
P r aw a s t r ona r ó w noś c i ( 9 )  okr eś la op er at or  ogr anic z ony  A  z de-

f iniow any  p r z ez  nies koń c z oną  m ac ier z  w s p ó ł c z y nnikó w . Z at em  

op er at or  t en j es t  gener at or em  p ó ł gr u p y  0)}({ ≥ttT  dz iał aj ą c y  np .  
w  p r z es t r z eni 1l  z  nor m ą   
 

 ∑∞

=
= 1 |||||| i iuu . ( 1 0 )  

 
W y konu j ą c  elem ent ar ne r ac h u nki m ożna p okaz ać , że op er at or  A  
p os iada w idm o p u nkt ow e 
 
 }1|:|11{)( <+−= µµλσ

hh
Ap . ( 1 1 )  

 
or az  w ekt or y  w ł as ne Tw ][ 32

Kµµµµ = .  
W y kor z y s t u j ą c  t w ier dz enie 4 .2  z  p r ac y  [ 4 ]  m ożna p okaz ać , że 

j eżeli 0/1 >> λh  , t o r oz w ażana w  p r z y kł adz ie p ó ł gr u p a 
0)}({ ≥ttT  j es t  c h aot y c z na ( h ip er c y klic z na) . P odob nie s am  op er at or  

A  j es t  c h aot y c z ny  i z at em  odp ow iedni dy nam ic z ny  u kł ad dy s -
kr et ny  gener ow any  p r z ez  it er ac j e A  j es t  c h aot y c z ny .  
J eżeli w  ap r oks y m ac j i ( 9 )  z as t os u j em y  ilor az  r ó żnic ow y  

w s t ec z ny , t o ot r z y m ana w  p odob ny  s p os ó b  p ó ł gr u p a nie b ę dz ie 
c h aot y c z na.  
U kł ad dy nam ic z ny  0)}({ ≥ttT  r oz w ażany  w  p r z y kł adz ie j es t  

z w ią z any  z  nies koń c z ony m  u kł adem  r ó w nań  r ó żnic z kow y c h   
 
 K& ,3,2,1,/)/1( 1 =+−= + ihuuhu iii λ  ( 1 2 )  
 
P r z y j m u j ą c  dodat nie w ar u nki p oc z ą t kow e, m ożna z au w aży ć , że 

0≥iu  dla w s z y s t kic h  i . Z at em  u kł ad ( 1 2 )  j es t  s y s t em em  dodat -
nim . S u m u j ą c  s t r onam i r ó w noś c i ( 1 2 )  i w y kor z y s t u j ą c  nor m ę  ( 1 0 )  
ot r z y m am y  
 htututu

dt
d /)(||)(||||)(|| 1−= λ . ( 1 3 )  

 
Dla 0>λ  u kł ad ( 1 3 )  j es t  nies t ab ilny . N or m a ||)(|| tu  r oś nie, c o 
oz nac z a że w  u kł adz ie m ogą  p oj aw iać  s ię  law inow o now e elem ent y  

0≥iu  . J eżeli 0<λ  , t o u kł ad ( 1 3 )  j es t  w y kł adnic z o s t ab ilny . 
Z at em  j ego w s z y s t kie t r aj ekt or ie s ą  ogr anic z one i żadna nie m oże 
b y ć  gę s t a w  1l  c o oz nac z a, że w  u kł adz ie c h aos  nie m oże s ię  p oj aw ić .  
 
4. T u r b u l e n c j e  w  u k ł a d z i e  L C  
 
P r ec y z y j ne def inic j e t r aj ekt or ii s ilnie t u r b u lent nej  m ożna z na-

leź ć  np . w  p r ac y  [ 9 ] . O kaz u j e s ię , że j eżeli w  u kł adz ie dy nam ic z -
ny m  is t niej e t r aj ekt or ia s ilnie t u r b u lent na, t o w  t y m  u kł adz ie 
is t niej e r ó w nież niet r y w ialna er gody c z na m iar a niez m iennic z a.  
W  p r z y p adku  u kł adó w  dy s kr et ny c h  t r aj ekt or ia t u r b u lent na j es t  
z def iniow ana j ako t r aj ekt or ia, kt ó r a nie j es t  s t ał a ani okr es ow a [ 8 ] . 
W  t ej  c z ę ś c i p r ac y  z aj m iem y  s ię  dr ab inkow y m  u kł adem  elek-
t r y c z ny m  t y p u  L C , w  kt ó r y m  p ow s t aj ą  t r aj ekt or ie nier egu lar ne 
( nie s t ał e i nie okr es ow e)  w  w y niku  m ies z ania p r z eb iegó w  c z as o-
w y c h  o niew s p ó ł m ier ny c h  c z ę s t oś c iac h . M ies z anie w  t y m  p r z y -
p adku  m a inną  nat u r ę , niż m ies z anie t op ologic z ne r oz w ażane  
w  p r ac y  [ 1 1 ] . 
R oz w ażm y  r ó w nanie liniow e r ó żnic z kow e c z ą s t kow e dr u giego 

r z ę du  op is u j ą c e t ak z w ana linię  dł u ga t y p u  L C  
 
 ]1,0[,0,),(),(

2

2

2

2
∈≥

∂
∂=

∂
∂ zt

z
ztx

t
ztxLC . ( 1 4 )  

 
or az  
 0)1,(,0)0,( == txtx . ( 1 5 )  
 
Dane s ą  r ó w nież w ar u nki p oc z ą t kow e ),0( zx  or az  ),0( zx& . N a-
s t ę p nie dokonaj m y  dy s kr et y z ac j i z m iennej  p r z es t r z ennej  z  
 



PAK v o l .  56 ,  n r  5/2 0 1 0     383 
 

 MinM
M

hihzi ,,1,0,1,1, K=+=== . ( 1 6 )  
 
D a l e j  n ie c h  )(),( txihtx i=  ora z   
 
 h

h
hztxztx

h
ztxhztx

z
ztx /),(),(),(),(),(

2

2



 −−−−+≅∂
∂ . ( 1 7 )  

 
Z a t e m  prob l e m  ( 1 4 ) ,  ( 1 5 )  m oż e  b y ć  a proks y m ow a n y  prz e z  

u kł a d  d ra b in kow y  t y pu  L C  poka z a n y  n a  ry s . 1  i opis a n y  n a s t ę pu -
j ą c y m  ró w n a n ie m  ró ż n ic z kow y m  w e kt orow o-m a c ie rz ow y m   
 
 T

n txtxtxtxtAxtx )]()()([)(,0)()( 21 K&& ==+ . ( 1 8 )  
 
D l a  prz y kł a d u ,  m a c ie rz  A d l a  n =  5  m a  n a s t ę pu j ą c ą  pos t a ć  
 

 
LC
hA
2

22 ,

21000
12100
01210
00121
00012

=

















−
−−

−−
−−

−

= ωω . ( 1 9 )  

 
C z ę s t oś c i d rg a ń  w ł a s n y c h  u kł a d u  ( 1 8 )  d a n e  s ą  n a s t ę pu j ą c ą  ró w n o-
ś c ią  [ 5 ,  6 ]  
 
 ni

n
i

LCn i
i

i ,,2,1,1,2sin2
)1(

1
K=

+
=

+
=

πϕϕω . ( 2 0 )  
 
D l a  prz y kł a d u  d l a  n =  2  ora z  L C  =  1  m a m y   

 
 3,1 21 == ωω . ( 2 1 )  
 
N a t om ia s t  d l a  n =  5  ora z  L C  =  1  z  ró w n oś c i ( 2 0 )  ot rz y m u j e m y   
 
 32,3,2,1,32 54321 +====−= ωωωωω . ( 2 2 )  
 
Z  ró w n oś c i ( 2 0 )  ora z  ( 2 1 )  i ( 2 2 )  w id a ć ,  ż e  c z ę s t oś c i d rg a ń  w ł a -
s n y c h  ob w od u  e l e kt ry c z n e g o ( 1 8 )  s ą  n ie w s pó ł m ie rn e . P od ob n a  
s y t u a c j a  pow t a rz a  s ię  d l a  w ię ks z y c h  n.  
O g ó l n e  roz w ią z a n ie  ró w n a n ia  ( 1 8 )  m a  pos t a ć  

 
 ( ) ( ) ( ) )0(cos)0(cos)( 1

xtAAxtAtx &
−

+= . ( 2 3 )  
 

 

               L                  L                               L                    L  
 
 

                          C           )(1 tx             )(2 tx           C        )(txn  

   
R y s .  1 .   U k ł a d  d r a b i n k o w y  t y p u  L C   
F i g .  1 .   L C  - e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k   
 
Symulacje komputerowe. O b l ic z e n ia  n u m e ry c z n e  prz e prow a -

d z on o d l a  L C  =  1  ora z  prz y  ró ż n y c h  M  =  n+ 1 . P rz y  ry s ow a n iu  
port re t ó w  f a z ow y c h  prz y j ę t o oz n a c z e n ia   
 
 xxxx &== 2,1 . ( 2 4 )  
 
N p. s y m b ol  x 1 ( 1 )  w y s t ę pu j ą c y  n a  ry s . 2  ( z ob a c z  t y t u ł  n a  g ó rz e  
ry s .2 )  oz n a c z a  n a pię c ie  )(1 tx  n a  od pow ie d n ie j  poj e m n oś c i poka -
z a n e j  n a  ry s . 1 . 
N a  ry s . 2  poka z a n o prz e b ie g  c z a s ow y  n a pię c ia  )(1 tx  w  u kł a d z ie  

poka z a n y m  n a  ry s . 1  d l a  n =  2 . N a  ry s . 3  prz e d s t a w ion o t ra j e kt orie  
f a z ow ą  11 xx &×  e l e kt ry c z n e g o u kł a d u  d ra b in kow e g o z  ry s . 1 .  

N a s t ę pn ie  s t opn iow o z w ię ks z a n o n. N a  kol e j n y c h  ry s u n ka c h  
prz e d s t a w ion o a n a l og ic z n e  w y kre s y  j a k n a  ry s . 2  i 3 ,  a l e  od po-
w ie d n io d l a  n =  5 ,  1 0  i 2 0 ,  prz y  c z y m  d l a  n =  2 0  z w ię ks z on o 
z n a c z n ie  c z a s  s y m u l a c j i.  
 

  
R y s .  2 .   T r a j e k t o r i a  w  u k ł a d z i e  L C  d l a  n =  2   
F i g .  2 .   T r a j e c t o r y  i n  e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k  f o r  n = 2  
 

  
R y s .  3 .   T r a j e k t o r i a  f a z o w a  w  u k ł a d z i e  L C  d l a  n =  2   
F i g .  3 .   P h a s e  t r a j e c t o r y  i n  e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k  f o r  n = 2  
 

  
R y s .  4 .   T r a j e k t o r i a  f a z o w a  w  u k ł a d z i e  L C  d l a  n =  5   
F i g .  4 .   P h a s e  t r a j e c t o r y  i n  e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k  f o r  n = 5  
 
W  w y n iku  m ie s z a n ia  f u n kc j i o c z ę s t oś c ia c h  n ie w s pó ł m ie rn y c h  

pow s t a j ą  n ie  re g u l a rn e  prz e b ie g i c z a s ow e ,  z a u w a ż on e  j u ż  w  roku  
1 9 3 2  i n a z w a n e  f u n kc j a m i pra w ie  okre s ow y m i w  s e n s ie  B e s ic ov it c h a . 
P ra kt y c z n ie  z e w n ę t rz n y  ob s e rw a t or,  n ie  z n a j ą c y  m e c h a n iz m u  
pow s t a w a n ia  t a kic h  d rg a ń  t u rb u l e n t n y c h  od b ie ra  j e  j a ko d rg a n ia  
c h a ot y c z n e . D ob rz e  prz e prow a d z on a  a n a l iz a  c z ę s t ot l iw oś c iow a  
poz w a l a  w y kry ć  w  t a kim  s y g n a l e  w id m o z ł oż on e  z  iz ol ow a n y c h  
prz e l ic z a l n y c h  c z ę s t oś c i d rg a ń  w ł a s n y c h .  
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R y s .  5 .   T r a j e k t o r i a  f a z o w a  w  u k ł a d z i e  L C  d l a  n =  5   
F i g .  5 .   P h a s e  t r a j e c t o r y  i n  e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k  f o r  n = 5  

 

  
R y s .  6 .   T r a j e k t o r i a  f a z o w a  w  u k ł a d z i e  L C  d l a  n =  1 0   
F i g .  6 .   P h a s e  t r a j e c t o r y  i n  e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k  f o r  n = 1 0  

 

  
R y s .  7 .   T r a j e k t o r i a  f a z o w a  w  u k ł a d z i e  L C  d l a  n =  1 0   
F i g .  7 .   P h a s e  t r a j e c t o r y  i n  e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k  f o r  n = 1 0  
 

 
5. W n i o s k i  
 
W  p r a c y  r o zw a ż a n o  c h a o t y c zn e  l i n i o w e  u k ł a d y  d y n a m i c zn e ,  

zw r a c a j ą c  s zc ze g ó l n ą  u w a g ę  n a  c h a o s  n u m e r y c zn y  o r a z p o k a zu j ą c  
i s t n i e n i e  d zi w n y c h  za c h o w a ń  w  e l e k t r y c zn y m  u k ł a d zi e  d r a b i n k o -
w y m  t y p u  L C .  Z w y k l e  c h a o s  p o t o c zn i e  r o zu m i a n y  j e s t  w i ą za n y   
z d y n a m i k a  n i e l i n i o w ą .  L i c zn e  p r zy k ł a d y  l i n i o w e j  n i e s k o ń c ze n i e  
w y m i a r o w e j  d y n a m i k i  c h a o t y c zn e j  m o ż n a  zn a l e ź ć  w  p r a c y  [ 4 ] .  
P r zy s t ę p n i e  o g ó l n ą  t e o r i ę  c h a o s u  p r ze d s t a w i o n o  w  p r a c a c h  [ 1 2 ,  3 ,  
7 ,  1 1 ] .  
 

  
R y s .  8 .   T r a j e k t o r i a  f a z o w a  w  u k ł a d z i e  L C  d l a  n =  2 0   
F i g .  8 .   P h a s e  t r a j e c t o r y  i n  e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k  f o r  n = 2 0  

 

  
R y s .  9 .   T r a j e k t o r i a  f a z o w a  w  u k ł a d z i e  L C  d l a  n =  2 0   
F i g .  9 .   P h a s e  t r a j e c t o r y  i n  e l e c t r i c  l a d d e r  n e t w o r k  f o r  n = 2 0  
 
P r a c a  na u k o w a  f i na ns o w a na  z e  ś r o d k ó w  na  na u k ę  w  l a t a c h  2 0 0 8 -2 0 1 1  j a k o  p r o -

j e k t  b a d a w c z y  nr  N  N 5 1 4  4 1 4 0 3 4 .  
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