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Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane liniowe uktady o dynamice chaotyczne;j.
Pokazano mozliwos¢ pojawienia si¢ zachowan chaotycznych w symula-
cjach komputerowych liniowych aproksymacji uktadéw o parametrach
roztozonych. Przeprowadzono oryginalng analiz¢ dynamiki liniowego
uktadu drabinkowego typu LC. Rozwazania zilustrowano przyktadami
obliczen numerycznych.

Stowa kluczowe: chaos w uktadach liniowych, réwnania czastkowe,
elektryczne uktady drabinkowe.

Chaos in selected linear systems
Abstract

In the paper selected linear systems displaying chaotic dynamics are
presented. Particular attention is focused on numerical chaos and strange
behaviour of the instantaneous voltage across suitable electrical capacitances
in ladder networks of type LC. The possibility of arising the chaotic
behaviour in numerical simulations of linear approximations of distributed
parameters systems, with the so - called Lasota operator is shown. The
original analysis of the linear LC ladder network dynamics is performed.
Irregular trajectories arise in the systems of type LC as a result of mixing
the time courses of incommensurable frequencies. The ladder network of
type LC is approximation of an adequate hyperbolic system. The considered
problems are illustrated with examples of numerical calculations. The
comparative analysis for the LC ladder networks with different »n, where n
is a number of capacitance, is carried out.

Keywords: chaos in linear systems, distrybuted systems, electric ladder
networks.

1. Wstep

W ostatnich kilkunastu latach mozna zaobserwowa¢ pojawianie
si¢ nowych poje¢ matematycznych dotyczacych dziwnych zacho-
wan uktadow dynamicznych, czgsto nazywanych chaosem [1-4].
Badania nad chaosem zostaly wtasciwie zapoczatkowane przez
Poincare’go na przelomie XIX i XX wieku, i co warto podkresli¢
bez wspomagania, ze wzgledow oczywistych, technikg kompute-
rowa. Nastgpnie byly rozwijane w drugiej potowie XX wieku, co
bylo naturalng konsekwencja tworzenia coraz bardziej ztozonych
modeli matematycznych otaczajacej nas rzeczywistosci. Analiza
takich modeli byta wspomagana poprzez burzliwy rozwoj technik
komputerowych. Czasem wracano do wczesniejszych spostrzezen
oraz odkrywano nowe dziwne zachowania w uktadach dynamicz-
nych modelujacych zjawiska rdznego typu, np. fizyczne, meteoro-
logiczne, biologiczne, medyczne, ekonomiczne, chemiczne, elek-
tryczne, ekologiczne, informatyczne i inne. Rowniez istotny dla
badan nad chaosem byt rozwdj technik pomiarowych, ktéry po-
twierdzat wczesniejsze eksperymentalne spostrzezenia badaczy, ze
pomimo ,,doktadnego” pomiaru stanu poczatkowego w uktadach
deterministycznych stany przyszie nie sa przewidywalne. Stosuje
si¢ rozne podejscia do matematycznej analizy chaosu [3, 4]. Jed-
nym z nich jest teoria ergodyczna. W jezyku teorii ergodycznej

mozna zauwazy¢, ze byé moze w kazdym z nas ,,tkwi” ukryta
ergodyczna miara niezmiennicza, ktorej istnienie jest warunkiem
wystarczajacym generowania dziwnych zachowan w pewnych
sytuacjach zyciowych.

Zwykle pojawianie si¢ trajektorii chaotycznych jest zwigzane
z istnieniem w ukladzie elementow nieliniowych. W przypadku
czasu ciagltego chaos moze si¢ pojawi¢, gdy wymiar przestrzeni
stanow >3 Natomiast w przypadku uktadéw dyskretnych
w czasie, gdy n>1. Cecha wspdlna, wystepujaca w roéznych
matematycznych definicjach chaosu, jest wrazliwo$¢ na zmiany
danych poczatkowych [4]. Warto réwniez pamigtac, ze chaos
obserwowano w réznego typu eksperymentach na obiektach
rzeczywistych oraz w symulacjach komputerowych przy analizie
numerycznej ztozonych modeli matematycznych. Istnienie dziw-
nego atraktora jest popularnym kryterium chaosu w naukach
eksperymentalnych, gdyz mozna go oglada¢ po odpowiedniej
wizualizacji symulacji numerycznych. Te obserwacje miaty
duzy wplyw na rozwoj poje¢ matematycznych dotyczacych
chaosu.

Okazuje sig, ze chaos moze pojawi¢ si¢ rowniez w uktadach li-
niowych, ale o wymiarze nieskonczonym [4]. Zachowania cha-
otyczne w ukltadach liniowych o nieskoficzonym wymiarze sa
trudne do zaobserwowania w wykonywanych symulacjach kom-
puterowych. Powodem tego jest fakt, ze w komputerowych obli-
czeniach uklady nieskonczenie wymiarowe sg aproksymowane
uktadami skonczenie wymiarowymi.

Dynamika skonczenie wymiarowych uktadéw liniowych sta-
cjonarnych ciagtych w czasie jest generowana przez odpowiednie
kombinacje liniowe funkcji wyktadniczych, trygonometrycznych
oraz wielomianow stopnia skonczonego. Ale i w tym przypadku
mozna zaobserwowaé ciekawa dynamike powstajaca w wyniku
»mieszania” funkcji trygonometrycznych o niewspotmiernych
czestosciach [5, 6].

Mozliwo$¢ istnienia chaosu w uktadach linowych jest waznym
spostrzezeniem i wskazaniem dla projektantdw systemoéw regula-
cji automatycznej. Bowiem podstawowe algorytmy syntezy ukla-
dow regulacji bazuja na metodach linearyzacji.

2. Przyktad chaosu w sensie teorii miary

Dobrym modelem matematycznym ewolucji komérek krwi
o stopniu dojrzatosci x jest nastgpujace liniowe rdwnanie réznicz-
kowe czastkowe rzgdu pierwszego [4, 7, 8, 9]

a—u-&-x@—u:ﬂu, AeR, t=20- ey
ot Ox
z funkcja poczatkowa
u(0,x) =v(x), xe[0,1]- 2

Problem poczatkowy (1), (2) generuje (pdtgrupe operatoroéw)
uktad dynamiczny {S’},,,dany wzorem

u(t,x) =(SV(x)=e*'v(xe™), 20, xe[0,1] 3)
na przestrzeni
X, ={peC"0,1]:w(0)=...=v"(0) =0}, 4)

przy czym n jest dowolng dodatnig liczba catkowita.



382

Dla kazdego v € X, istnieje doktadnie jedno rozwiazanie pro-
blemu (1), (2) dane réwnoscig (3). Jezeli A > 2 , to istnieje ciagta
nietrywialna ergodyczna miara niezmiennicza dla {S'}., na
przestrzeni X, [7]. Istnienie ergodycznej miary niezmienniczej
Jest konsekwencjg posiadania przez uklad dynamiczny {5’} .
silnie turbulentnych trajektorii [9].

Roéwnanie (1) bylo analizowane przez wielu badaczy [4, 7, 8, 9,
10] przy réznych A . Istnienie odpowiedniej ergodycznej miary
niezmienniczej stanowi podstawg do uznania dynamiki uktadu za
dynamike chaotyczna. Istotne wyniki w tym obszarze zostaty
uzyskane przez Lasot¢ i Rudnickiego [7]. Operator wystgpujacy
w réwnaniu (1) postaci

Auleu—a(x)g—u' (5)
X

dla a(x) = x okreslony na X, jest nazywany operatorem Lasoty [9].

3. Uktady hipercykliczne

Rozpoczniemy od dyskretnych uktadéw dynamicznych
X441 = Ax,. Rozwazmy operator 4 liniowy i ograniczony
w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X . Zatézmy,
ze istnieja podprzestrzenie Y;,Y, geste w X . Dalej zalozmy, ze
istnieje operacja Z:Y; > Y, taka, ze AZx=x,x€Y; oraz
przy k —> oo zachodza zbieznosci VyeV,,Z ¥y 50 oraz
Vyel,, A*y - 0 . Wtedy operacja 4 jest hipercykliczna [4].

Podstawowym problemem jest identyfikacja podprzestrzeni
Y,,Y, . Praktycznie te podprzestrzenie sg powigzane odpowiednio

z wektorami wlasnymi operatora 4 .
W przypadku uktadéw z czasem ciaglym zastosujemy notacje

stosowana w teorii potgrup operatoréw. Niech {T(?)},, bedzie
silnie ciagla podtgrupa operatoréw liniowych ograniczonych
w przestrzeni Banacha X 2z generatorem A . Trajektoria
x(t, p) =T(t)p speknia liniowe réwnanie rézniczkowe

x=dx, x(0)=p, t>0.. (6)

Niech
Xo={peX:T(t)p—0gdyt—> o} @)

oraz
X, ={p:Ve>0,Iwe X,Tt>0:||w|<&||TEHw-pl< &} (8)

Jezeli X jest osrodkowa przestrzenig Banacha oraz X, X, sg
geste w X , to {T(f)},5 jest hipercykliczna (chaotyczna) [4].
Podprzestrzenie X, X, mozna efektywnie wyznaczy¢ wykorzy-

stujac wektory wlasne generatora 4 potgrupy {7(f)} o -

Przyklad. Dla przyktadu rozwazmy operator (5), w ktorym
a(x) = -1 . W obliczeniach numerycznych dokonujac dyskretyza-

cji zmiennej przestrzennej x z krokiem /#>0 przyjmujac u(ih) = u;
oraz stosujac iloraz roznicowy przedni otrzymamy

ﬂ,u(x,.)+au(Xi) SLIEE S ©9)
ox  h h
gdzie i =1,2,3,...

Prawa strona rownosci (9) okresla operator ograniczony 4 zde-
finiowany przez nieskonczong macierz wspotczynnikow. Zatem
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operator ten jest generatorem polgrupy {T(¢)},s, dziatajacy np.

w przestrzeni /' z norma

lall=0 . (10)

Wykonujac elementarne rachunki mozna pokazac, ze operator 4
posiada widmo punktowe

ap(A):{/l—%+y%:|y|<l}. (11)

oraz wektory wiasne w,, =[x wopt .

Wykorzystujac twierdzenie 4.2 z pracy [4] mozna pokazaé, ze
jezeli 1/h>A>0 , to rozwazana w przykladzie podtgrupa
{T(1)},50 jest chaotyczna (hipercykliczna). Podobnie sam operator
A jest chaotyczny i zatem odpowiedni dynamiczny uktad dys-
kretny generowany przez iteracje A jest chaotyczny.

Jezeli w aproksymacji (9) zastosujemy iloraz réznicowy
wsteczny, to otrzymana w podobny sposob poétgrupa nie bedzie
chaotyczna.

Uktad dynamiczny {T(f)},., rozwazany w przykladzie jest
zwiazany z nieskonczonym uktadem réwnan rézniczkowych

i, = (A= hyu; +u,y [h, i=1,23,... (12)

Przyjmujac dodatnie warunki poczatkowe, mozna zauwazyc¢, ze
u; 20 dla wszystkich i . Zatem uktad (12) jest systemem dodat-

nim. Sumujac stronami réwnosci (12) 1 wykorzystujac norme (10)
otrzymamy

di\lu(t) = Al u(@) || —uy () 1 - (13)
t

Dla A >0 uklad (13) jest niestabilny. Norma || u(¢) || ro$nie, co

oznacza ze w uktadzie moga pojawiac si¢ lawinowo nowe elementy
u; 20 . Jezeli 1 <0 , to ukfad (13) jest wyktadniczo stabilny.

Zatem jego wszystkie trajektorie sa ograniczone i zadna nie moze
by¢ gestaw /' co oznacza, ze w uktadzie chaos nie moze si¢ pojawié.

4. Turbulencje w uktadzie LC

Precyzyjne definicje trajektorii silnie turbulentnej mozna zna-
lez¢ np. w pracy [9]. Okazuje sig, ze jezeli w uktadzie dynamicz-
nym istnieje trajektoria silnie turbulentna, to w tym uktadzie
istnieje rdwniez nietrywialna ergodyczna miara niezmiennicza.
W przypadku uktadéow dyskretnych trajektoria turbulentna jest
zdefiniowana jako trajektoria, ktora nie jest stata ani okresowa [8].
W tej czesci pracy zajmiemy si¢ drabinkowym uktadem elek-
trycznym typu LC, w ktorym powstaja trajektorie nieregularne
(nie state i nie okresowe) w wyniku mieszania przebiegdw czaso-
wych o niewspotmiernych czgsto§ciach. Mieszanie w tym przy-
padku ma inna naturg, niz mieszanie topologiczne rozwazane
w pracy [11].

Rozwazmy réwnanie liniowe rézniczkowe czastkowe drugiego
rzedu opisujace tak zwana lini¢ dtuga typu LC

C 8°x(1,2) _ 82x(t,2)

L
o’ 0z°

, 120, zel0,1]. (14)

oraz
x(t,0)=0, x(t,1)=0- (15)

Dane sa rowniez warunki poczatkowe x(0,z) oraz x(0,z). Na-
stepnie dokonajmy dyskretyzacji zmiennej przestrzennej z
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z,=ith, h=—, M=n+1, i=0,1,...,M. (16)

Dalej niech x(¢,ih) = x,(t) oraz

8%x(t,2) ~ (x(t,z +h)—x(t,z) x(t,z)—x(t,z—h)

/h.(17
0z* h h j an

Zatem problem (14), (15) moze by¢ aproksymowany przez
uktad drabinkowy typu LC pokazany na rys. 1 i opisany nastgpu-
jacym réwnaniem rézniczkowym wektorowo-macierzowym

)+ Ax(t) =0, x(t) =[x,() x,() ... x, ] - (18)
Dla przyktadu, macierz 4 dla » = 5 ma nastgpujaca postaé

2 -1 0 0 O

0| w®="—. 19
c (19)

Czestosci drgan wiasnych uktadu (18) dane sg nastgpujaca réwno-
$cia [5, 6]

1 2 Sin& 0. = i
m+)Jc 27

= , i=1,2,...,n. (20)
n+l1

Dla przyktadu dla n =2 oraz LC = 1 mamy
o =1, 0,=+3" €2y
Natomiast dla n =5 oraz LC = 1 z réwnosci (20) otrzymujemy
o, :m,wz =1, @, =2, 0, =3, o; —\2+43.(22)
Z réwnosci (20) oraz (21) i (22) widaé, ze czgstosci drgan wia-
snych obwodu elektrycznego (18) sa niewspdtmierne. Podobna

sytuacja powtarza si¢ dla wigkszych n.
Ogolne rozwiazanie rownania (18) ma postaé

x() = cos(\/zt)x(O) + (\/Z)_l cos(ﬂt}?(O)- (23)

L

Rys. 1. Uktad drabinkowy typu LC
Fig. 1. LC - electric ladder network

Symulacje komputerowe. Obliczenia numeryczne przeprowa-
dzono dla LC = 1 oraz przy réznych M = n+1. Przy rysowaniu
portretéw fazowych przyjeto oznaczenia

xl=x, x2=x. (24)
Np. symbol x1(1) wystepujacy na rys. 2 (zobacz tytut na gorze
rys.2) oznacza napiecie X,(#) na odpowiedniej pojemnosci poka-
zanej narys. 1.

Na rys. 2 pokazano przebieg czasowy napiecia X (¢) w uktadzie
pokazanym na rys. 1 dla n = 2. Narys. 3 przedstawiono trajektorie
fazowa X, x X; elektrycznego uktadu drabinkowego z rys. 1.
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Nastepnie stopniowo zwigkszano n. Na kolejnych rysunkach
przedstawiono analogiczne wykresy jak na rys. 2 i 3, ale odpo-
wiednio dla » = 5, 10 i 20, przy czym dla n = 20 zwigkszono
znacznie czas symulacji.
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Rys. 2. Trajektoria w uktadzie LC dlan =2
Fig. 2.  Trajectory in electric ladder network for n =2

«20) odx1(1)
o ! ! ! '

Rys. 3. Trajektoria fazowa w uktadzie LC dlan =2
Fig.3. Phase trajectory in electric ladder network for n =2
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Rys. 4. Trajektoria fazowa w uktadzie LC dlan =5
Fig. 4. Phase trajectory in electric ladder network for n =5

W wyniku mieszania funkcji o czestosciach niewspdtmiernych
powstaja nie regularne przebiegi czasowe, zauwazone juz w roku
1932 i nazwane funkcjami prawie okresowymi w sensie Besicovitcha.
Praktycznie zewnetrzny obserwator, nie znajacy mechanizmu
powstawania takich drgan turbulentnych odbiera je jako drgania
chaotyczne. Dobrze przeprowadzona analiza czgstotliwosciowa
pozwala wykry¢ w takim sygnale widmo ztozone z izolowanych
przeliczalnych czgstosci drgan wlasnych.
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Rys. 5. Trajektoria fazowa w uktadzie LC dlan =5
Fig. 5. Phase trajectory in electric ladder network for n =5
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Rys. 6. Trajektoria fazowa w uktadzie LC dlan =10
Fig. 6. Phase trajectory in electric ladder network for n =10
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Rys. 7. Trajektoria fazowa w uktadzie LC dlan =10
Fig. 7.  Phase trajectory in electric ladder network for n =10

5. WhiosKki

W pracy rozwazano chaotyczne liniowe uktady dynamiczne,
zwracajac szczegdlng uwagge na chaos numeryczny oraz pokazujac
istnienie dziwnych zachowan w elektrycznym ukladzie drabinko-
wym typu LC. Zwykle chaos potocznie rozumiany jest wiazany
z dynamika nieliniowa. Liczne przyktady liniowej nieskonczenie
wymiarowej dynamiki chaotycznej mozna znalezé w pracy [4].
Przystepnie ogdlna teori¢ chaosu przedstawiono w pracach [12, 3,
7, 11].
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Rys. 8. Trajektoria fazowa w uktadzie LC dla n =20
Fig. 8. Phase trajectory in electric ladder network for n =20
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Rys. 9. Trajektoria fazowa w uktadzie LC dla n =20
Fig. 9. Phase trajectory in electric ladder network for n =20

Praca naukowa finansowana ze Srodkéw na nauke w latach 2008-2011 jako pro-
Jekt badawczy nr N N514 414034.
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