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S t r e s z c z e n i e  
 

W  niniej szej  p r ac y  zost aną  sf or m uł ow ane i ud ow od nione k r y t er ia  ap r ok -
sy m ac y j nej  st er ow alnoś c i d la liniow eg o st ac j onar neg o uk ł ad u d y nam ic z-
neg o o p ar am et r ac h  r ozł oż ony c h  z j ed ny m  st ał y m  sk up iony m  op ó ź nieniem  
w e w sp ó ł r zę d ny c h  st anu or az j ed ny m  st ał y m  sk up iony m  op ó ź nieniem   
w  st er ow aniu.  R ozp at r y w any  b ę d zie uk ł ad  d y nam ic zny  op isany  liniow y m  
r ó w naniem  r ó ż nic zk ow y m  c zą st k ow y m  t y p u p ar ab olic zneg o o j ed nej  
zm iennej  p r zest r zennej  z zer ow y m i w ar unk am i b r zeg ow y m i t y p u D ir ic h let a 
or az nieuj em ny m i st er ow aniam i d op uszc zalny m i.  Pr zed st aw ione b ę d ą  
w ar unk i w y st ar c zaj ą c e ap r ok sy m ac y j nej  st er ow alnoś c i p r zy  zał oż eniu,  ż e 
st er ow ania d op uszc zalne są  nieuj em ne.  N iniej sza p r ac a st anow i r ozszer ze-
nie na p r zy p ad ek  uk ł ad ó w  d y nam ic zny c h  o p ar am et r ac h  r ozł oż ony c h  i ze 
sk up iony m  op ó ź nieniem  w e w sp ó ł r zę d ny c h  st anu or az og r anic zony m i 
st er ow aniam i d op uszc zalny m i,  w ar unk ó w  st er ow alnoś c i z nieog r anic zo-
ny m i st er ow aniam i d op uszc zalny m i.   
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  st er ow alnoś ć ,  uk ł ad y  liniow e,  uk ł ad y  z op ó ź nieniam i,  
uk ł ad y  o p ar am et r ac h  r ozł oż ony c h .  
 
C o n t ro l l a b i l i t y o f  l i n ea r d yn a m i c a l  s ys t em s  
w i t h  d el a y 

 
A b s t r a c t  

 
I n r ec ent  y ear s c ont r ollab ilit y  p r ob lem s f or  linear  r et ar d ed   d y nam ic al 
sy st em s h av e b een c onsid er ed  in m any  p ub lic at ions.  H ow ev er ,  m ost  
lit er at ur e in t h is d ir ec t ion so f ar  h as b een c onc er ned  w it h  unc onst r ained  
c ont r ollab ilit y  p r ob lem s.  O nly  a f ew  p ap er s d eals w it h  t h e so c alled   
c onst r ained  c ont r ollab ilit y  p r ob lem s,  i. e.  w it h  t h e c ase w h en t h e c ont r ols 
ar e r est r ic t ed  t o t ak e t h eir  v alues in a g iv en set .  M or eov er ,  it  sh ould  b e 
p oint ed  out ,  t h at  up  t o now  c onst r ained  c ont r ollab ilit y  of  linear  d ist r ib ut ed  
p ar am et er  sy st em s w it h  d elay s h as not  b een c onsid er ed  in t h e lit er at ur e.  
T h er ef or e,  in or d er  t o f ill t h is g ap  t h e p r esent  p ap er  st ud ies t h e c onst r ained  
c ont r ollab ilit y  p r ob lem  f or  ab st r ac t   r et ar d ed  d y nam ic al sy st em s.  T h e m ain 
p ur p ose of  t h e p ap er  is t o st ud y  c onst r ained  c ont r ollab ilit y  p r ob lem s  
f or  linear  t im e-inv ar iant  d ist r ib ut ed  p ar am et er  d y nam ic al sy st em s w it h  
c onst ant  so c alled  lum p ed  d elay s in t h e st at e v ar iab les.  D y nam ic al sy st em  
is d esc r ib ed  b y  linear  p ar t ial d if f er ent ial eq uat ion of  p ar ab olic  t y p e w it h  
zer o D ir ic h let  b ound ar y  c ond it ions M or e p r ec isely ,  c onst r ained  r elat iv e 
ap p r ox im at e c ont r ollab ilit y  and  c onst r ained  ab solut e ap p r ox im at e  
c ont r ollab ilit y  ar e c onsid er ed .  U sing  som e g ener al m et h od s t ak en f r om   
t h e f unc t ional analy sis,  and  sp ec ially  f r om  t h e sp ec t r al t h eor y  of  linear  
unb ound ed  op er at or s,  sev er al c ond it ions f or  t h ese t y p es of  c onst r ained  
c ont r ollab ilit y  ar e f or m ulat ed  and  p r ov ed .  F inally ,  som e r em ar k s and  
c om m ent s on t h e r elat ionsh ip s b et w een r elat iv e and  ab solut e c onst r ained  
c ont r ollab ilit y  ar e p r esent ed .  
 
K e y w o r d s :  c ont r ollab ilit y ,  linear  sy st em s,  d elay ed  sy st em s,  d ist r ib ut ed  
p ar am et er  sy st em s.  
 
1 .  W s t ę p  
 
U k ł ady dyn am ic zn e,  k t ó r yc h m odelam i m at em at yc zn ym i s ą  

r ó w n an ia r ó ż n ic zk ow e z op ó źn ien iam i w e w s p ó ł r zędn yc h s t an u 
[ 1 ]  s t an ow ią  w aż n a k las ę n ies k oń c zen ie-w ym iar ow yc h uk ł adó w  
dyn am ic zn yc h. P odob n ie uk ł ady dyn am ic zn e o p ar am et r ac h r oz-

ł oż on yc h [ 2 ]  op is an e r ó w n an iam i r ó ż n ic zk ow ym i o p oc hodn yc h 
c zą s t k ow yc h s ą  uk ł adam i n ies k oń c zen ie w ym iar ow ym i. A n aliza 
p ods t aw ow yc h w ł as n oś c i t yc h uk ł adó w  dyn am ic zn yc h n as t r ęc za 
w iele t r udn oś c i zw ią zan yc h z n ies k oń c zon ym  w ym iar em  p r ze-
s t r zen i s t an ó w . 
S t er ow aln oś ć  jes t  jedn ą  z p ods t aw ow yc h c ec h c har ak t er yzują -

c yc h uk ł ady dyn am ic zn e. W  lit er at ur ze z dziedzin y t eor ii s t er ow a-
n ia  is t n ieje b ar dzo duż o p r ac  dot yc zą c yc h s zer ok o r ozum ian yc h  
zag adn ień  s t er ow aln oś c i dla r ó ż n yc h k las  uk ł adó w  dyn am ic zn yc h 
[ 2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ] . 
W  n in iejs zej p r ac y zos t an ą  s f or m uł ow an e i udow odn ion e k r yt e-

r ia ap r ok s ym ac yjn ej s t er ow aln oś c i z og r an ic zon ym i s t er ow an iam i 
dla lin iow eg o s t ac jon ar n eg o uk ł adu dyn am ic zn eg o o p ar am et r ac h 
r ozł oż on yc h z jedn ym  s t ał ym  s k up ion ym  op ó źn ien iem  w e w s p ó ł -
r zędn yc h s t an u or az jedn ym  s k up ion ym  op ó źn ien iem  w  s t er ow a-
n iu. R ozp at r yw an y b ędzie uk ł ad dyn am ic zn y op is an y lin iow ym  
r ó w n an iem  r ó ż n ic zk ow ym  c zą s t k ow ym  t yp u p ar ab olic zn eg o  
o jedn ej zm ien n ej p r zes t r zen n ej z zer ow ym i w ar un k am i b r zeg o-
w ym i t yp u D ir ic hlet a. 
P r zeds t aw ion e b ędą  w ar un k i w ys t ar c zają c e ap r ok s ym ac yjn ej 

s t er ow aln oś c i p r zy zał oż en iu,  ż e s t er ow an ia dop us zc zaln e s ą  
n ieujem n e.  
Z ag adn ien ia s t er ow aln oś c i uk ł adó w  dyn am ic zn yc h  o p ar am e-

t r ac h r ozł oż on yc h or az uk ł adó w  dyn am ic zn yc h z r ó ż n eg o r odzaju 
op ó źn ien iam i b ył y r ozp at r yw an e m iędzy in n ym i w  p ub lik ac jac h 
[ 2 -6 ] . 
N in iejs za p r ac a s t an ow i r ozs zer zen ie n a p r zyp adek  uk ł adó w  

dyn am ic zn yc h o p ar am et r ac h r ozł oż on yc h i ze s k up ion ym  op ó ź-
n ien iem  w e w s p ó ł r zędn yc h s t an u,  r ezult at ó w  zaw ar t yc h w  p ub li-
k ac jac h [ 3 ,  4 ]  or az [ 6 ] . P r ac a [ 2 ]  zaw ier a k r yt er ia b adan ia s t er o-
w aln oś c i t eg o t yp u uk ł adó w  lec z b ez uw zg lędn ien ia og r an ic zeń  
n ał oż on yc h n a s t er ow an ie. N at om ias t  w  p r ac y [ 6 ]  b adan o s t er o-
w aln oś ć  z og r an ic zon ym i s t er ow an iam i,  ale r ozp at r yw an o jedyn ie 
uk ł ady dyn am ic zn e o p ar am et r ac h r ozł oż on yc h b ez op ó źn ień  or az 
uk ł ady dyn am ic zn e z op ó źn ien iam i lec z s k oń c zen ie-w ym iar ow e 
op is an e zw yc zajn ym i r ó w n an iam i r ó ż n ic zk ow ym i. 
 

2 .  Mo d el  m a t em a t yc zn y u k ł a d u  d yn a m i c zn eg o  
 
N iec h b ędzie dan y lin iow y uk ł ad dyn am ic zn y o p ar am et r ac h 

r ozł oż on yc h ze s k up ion ym  s t ał ym  op ó źn ien iem  w e w s p ó ł r zęd-
n yc h s t an u or az ze s k up ion ym  s t ał ym  op ó źn ien iem  w  s t er ow an iu 
op is an y f un k c jon aln ym  lin iow ym  r ó w n an iem  r ó ż n ic zk ow ym  
c zą s t k ow ym  t yp u p ar ab olic zn eg o p os t ac i n as t ęp ują c ej:  
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ok r eś lon ym   dla   t∈[0,∞ )  ,  x ∈[0,d ]    or az  s p eł n iają c ym  w ar un k i 
b r zeg ow e t yp u D ir ic hlet a 

 
0),()0,( == dtwtw   dla  t ≥ 0 

 
g dzie:  a0, ah ∈ R   s ą  s t ał ym i w s p ó ł c zyn n ik am i,  h>0 or az H > 0 s ą  
s t ał ym i op ó źn ien iam i,  b1( x ) ∈L2( [0,d ] ,R )  or az b2( x ) ∈L2( [0,d ] ,R )  s ą  
dan ym i f un k c jam i zm ien n ej p r zes t r zen n ej.  
R ó w n an ie ( 1 )  z p ow yż s zym i w ar un k am i b r zeg ow ym i p os iada 

jedn ozn ac zn e r ozw ią zan ie w ( t,x ) . 
P r zy b adan iu s t er ow aln oś c i uk ł adó w  lin iow yc h b ez ut r at y og ó l-

n oś c i zak ł ada s ię zer ow e w ar un k i p oc zą t k ow e zar ó w n o w  odn ie-
s ien iu do w s p ó ł r zędn yc h s t an u jak  i s t er ow ań  dop us zc zaln yc h. 
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Ponadto zakłada się, że sterowania dopuszczalne są nieujemne, 
a zatem są skalarnymi f unkcjami postaci:  
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g dzie symb ol R+ oznacza zb ió r nieujemnych  liczb  rzeczywistych . 
Z atem zb ió r sterowań  dopuszczalnych  stanowią sterowania  
o nieujemnych  wartoś ciach . 
O znaczając przez  
  

V= { u= ( u1, u2)T∈R2 :  u1≥ 0  ,  u2≥0  } 
 

nieujemny stożek w przestrzeni R2, można zb ió r sterowań  dopusz-
czalnych  przedstawić  w skró cie jako  L2( [ 0 , d ] , V) .  
W iadomo, że układ dynamiczny postaci ( 1 )  można po odpo-

wiednich  przekształceniach  przedstawić  w f ormie ab strakcyjneg o 
ró wnania ró żniczkoweg o z opó ź nieniem, zdef iniowaneg o w nie-
skoń czenie wymiarowej przestrzeni H ilb erta L2( [ 0, d ] , R). R ó wna-
nie to jest postaci następującej:  
 

)()()()()( 22110 HtubtubhtyatyAty h −++−+=& ,         ( 2 )  
 

g dzie 
)],,0([),()( 2 RdLxtwty ∈=  
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O perator A0 jest liniowym nieog raniczonym operatorem ró żnicz-

kowym zdef iniowanym za pomocą następujących  relacji [ 2 , 5 , 6 ] :  
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O perator  A0  jest nieog raniczonym liniowym operatorem samo-

sprzężonym o dziedzinie okreś lonoś ci D ( A0) g ęstej w przestrzeni 
)],,0([2 RdL ). Ponadto operator A0 jest operatorem o prostym 

widmie, to znaczy widmo operatora A0 jest dyskretnym widmem 
punktowym złożonym całkowicie z pojedynczych  rzeczywistych  
wartoś ci własnych . W idmo to jest następującej postaci :  
 

{ }σ
π( ) : , , ,... : , , ,...A s i i
d

a ii0 012 3 12 3= = = − + =

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K ażdej wartoś ci własnej  si ∈R ,  i = 1 , 2 , 3 , . . .  odpowiada jedna  

f unkcja własna gi ( x ) ,  i = 1 , 2 , 3 , . . .    dana wzorem:  
 

g x i x
d ii ( ) s i n ( ) , , , ,...= =
π 1 2 3  

 
Ponadto układ f unkcji własnych  
 

{gi ( x ):  i = 1 ,2 ,3 , . . . } 
 

tworzy b azę ortog onalną w przestrzeni H ilb erta L2( [ 0, d ] , R). 
U kłady dynamiczne o parametrach  rozłożonych  opisane ró wna-

niami cząstkowymi oraz układy dynamiczne z opó ź nieniami we 
wspó łrzędnych  stanu należą do klasy nieskoń czenie wymiarowych  
układó w dynamicznych .  

D la układu dynamiczneg o postaci ( 1 )  lub  ró wnoważneg o mu 
układu dynamiczneg o ( 2 ) , stan układu w ( t, x ) 
 

w ( t, x )= y ( t)∈L2( [ 0,d] , R)  dla  t≥0,  
 

jest elementem nieskoń czenie wymiarowej przestrzeni H ilb erta. 
Ponieważ przestrzeń  stanó w L2( [ 0,d] , R) układu dynamiczneg o 

( 1 )  jest przestrzenią nieskoń czenie wymiarową, więc istnieje 
koniecznoś ć  wprowadzenia rozró żnienia pomiędzy sterowalnoś cią 
aproksymacyjną ( zwaną też sterowalnoś cią przyb liżoną)  a stero-
walnoś cią dokładną ( zwaną ró wnież silną sterowalnoś cią)  [ 2 , 3 , 
5 ] . W ynika to b ezpoś rednio z f aktu, że w przestrzeniach  nieskoń -
czenie wymiarowych  nie każda podprzestrzeń  liniowa jest pod-
przestrzenią domkniętą.  
T ym niemniej  ponieważ  w układzie dynamicznym ( 1 )  warto-

ś ci  f unkcji sterujących  są elementami przestrzeni skoń czenie-
wymiarowej ( konkretnie dwuwymiarowej przestrzeni R2),  więc na 
mocy rezultató w podanych  w  pub likacjach  [ 2 , 5 ]  oraz [ 6 ]  rozpa-
trywany układ dynamiczny nie może b yć  dokładnie sterowalny  
w przestrzeniach  nieskoń czenie wymiarowych . Z  teg o wzg lędu  
w dalszej częś ci niniejszej pracy og raniczono się jedynie do b ada-
nia aproksymacyjnej sterowalnoś ci układu dynamiczneg o ( 1 )  przy 
og raniczonych  sterowaniach .  
 

D ef inicja 1 . 
 
U kład dynamiczny ( 1 )  nazywa się układem V-aproksymacyjnie 

sterowalnym w przedziale [ 0 , T ]  jeżeli dla dowolneg o stanu koń -
coweg o w ch wili T > 0 
 

)],,0([)( 2 RdLxwT ∈ , 
 

oraz dla dowolnej nieujemnej liczb y rzeczywistej ε, istnieje ste-
rowanie dopuszczalne  u∈L2( [ 0 , T ] , V) takie, że 

 
ε≤−

)],,0([2

)(),(
RdL

T xwxTw . 
 
Z  powyższej def inicji wynika, że V-aproksymacyjna sterowal-

noś ć  oznacza możliwoś ć  osiąg nięcia w skoń czonym czasie oraz  
z dowolną dokładnoś cią żądaneg o stanu koń coweg o układu dy-
namiczneg o ( 1 ) . 
W  podanej def inicji sterowalnoś ci istotną rolę odg rywa zb ió r 

wartoś ci sterowań  dopuszczalnych  V. W  rozpatrywanym w niniej-
szej pracy przypadku zb ió r ten ma postać  nieujemneg o stożka  
w przestrzeni R2. F akt ten umożliwia b ezpoś rednie wykorzystanie 
do b adania sterowalnoś ci  układu dynamiczneg o ( 1 )  pewnych  
og ó lnych  kryterió w  sterowalnoś ci przy og raniczeniach  nałożo-
nych  na sterowanie. K ryteria te dotyczące g łó wnie sytuacji g dy 
zb ió r sterowań  dopuszczalnych  jest stożkiem wypukłym o niepu-
stym wnętrzu zamieszczone są w pub likacjach  [ 5 ]  oraz [ 1 0] . 
 

3. K r y t e r i a  s t e r o w a l n o ś c i  
 
W  niniejszym rozdziale zostaną sf ormułowane warunki ko-

nieczne i wystarczające V-aproksymacyjnej sterowalnoś ci dla 
układu dynamiczneg o postaci ( 1 ) . W arunki te zostaną uzyskane  
w oparciu o og ó lne znane z literatury twierdzenie dotyczące  
V-aproksymacyjnej sterowalnoś ci, któ re sf ormułowano i udowod-
niono w pracy [ 4 ] .  
D la wyg ody C zytelnika  twierdzenie to b ędzie przytoczone  

w całoś ci poniżej. 
 

T wierdzenie 1 . 
 
J eżeli spełnione są następujące założenia:  

i)  przestrzeń  stanó w ch wilowych  układu dynamiczneg o jest 
oś rodkową przestrzenią H ilb erta. 
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ii) w ar t oś c i s t er ow ań  n ależ ą  d o p r zes t r zen i s koń c zen ie-
w ym iar ow ej ,  

iii) op er at or   A0  j es t  op er at or em  s am os p r zęż on ym  o p r os t ym  
w id m ie,  a j eg o f u n kc j e w ł as n e t w or zą  b azę w  p r zes t r zen i s t a-
n ó w  c h w ilow yc h  u kł ad u  d yn am ic zn eg o,  

iv )  zac h od zą  r ó w n oś c i 
 
id

i RVcoB =)(   i = 1, 2 , 3 , … ,  
 

g d zie di, i=1, 2 , 3 ,. . .  s ą  kr ot n oś c iam i w ar t oś c i w ł as n yc h  si, 
i=1, 2 , 3 ,. . .  op er at or a  A0 n at om ias t  Bi, i=1, 2 , 3 ,. . .  s ą  s t ał ym i m ac ie-
r zam i r ep r ezen t u j ą c ym i r zu t y op er at or a s t er ow an ia n a p od p r ze-
s t r zen ie n iezm ien n ic ze op er at or a A0 od p ow iad aj ą c e w ar t oś c iom  
w ł as n ym . S ym b ol c o ( V) ozn ac za ot oc zkę w yp u kł ą  zb ior u  V, n a-
t om ias t  Bi c o ( V) ozn ac za ob r az zb ior u  c o ( V) p op r zez lin iow y op e-
r at or  Bi. 
W ó w c zas  u kł ad  d yn am ic zn y ( 2 ) j es t  V-ap r oks ym ac yj n ie s t er o-

w aln y w  p r zed ziale [0,T ] , T > H . 
W  op ar c iu  o p r zyt oc zon e p ow yż ej  t w ier d zen ie 1 zos t an ie s f or -

m u ł ow an y w ar u n ek w ys t ar c zaj ą c y V-ap r oks ym ac yj n ej  s t er ow al-
n oś c i w  p r zed ziale [0, T ]  u kł ad u   d yn am ic zn eg o ( 1). 
 

T w ier d zen ie 2 . 
 
U kł ad  d yn am ic zn y ( 1) j es t  V-ap r oks ym ac yj n ie s t er ow aln y  

w  p r zed ziale T > H ,  j eż eli s p eł n ion e s ą  n as t ęp u j ą c e n ier ó w n oś c i 
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d
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d la  i =  1, 2 , 3 , ... 
 

D ow ó d :  
 
D ow ó d  t w ier d zen ia 2  p oleg a n a w er yf ikac j i kolej n yc h  zał oż eń  

t w ier d zen ia 1. 
ad . i)  P r zes t r zeń  s t an ó w  c h w ilow yc h  L2( [0 ,d] ,R)  u kł ad u  d yn a-

m ic zn eg o j es t   oś r od kow ą  p r zes t r zen ią  H ilb er t a  [ 2 ] . 
ad . ii)  S t er ow an ia d op u s zc zaln e p r zyj m u j ą  w ar t oś c i w  p r zes t r zen i 

s koń c zen ie-w ym iar ow ej ,  V⊂R2 .  
ad . iii) O p er at or  A0 j es t  op er at or em  s am os p r zęż on ym   o p oj ed yn -

c zyc h  w ar t oś c iac h  w ł as n yc h  ( c zyli o p r os t ym  w id m ie)  
a j eg o f u n kc j e w ł as n e t w or zą  b azę or t og on aln ą  w  p r ze-
s t r zen i s t an ó w  u kł ad u  d yn am ic zn eg o [ 2 ] . 

ad . iv )  P on iew aż  zb ió r  V j es t   n ieu j em n ym  s t oż kiem  w  p r zes t r zen i  
R2  j es t  w ięc  zb ior em  w yp u kł ym  o n iep u s t ym  w n ęt r zu .      
Z at em  m am y c o ( V) = V 

P on iew aż   w ar t oś c i w ł as n e si , i=1, 2 , 3 ,. . .  op er at or a  A0  s ą   p o-
j ed yn c ze,  w ięc   di=1 , dl a i=1, 2 , 3 ,. . .   
W  t ym  p r zyp ad ku  m ac ier ze Bi s ą  d w u w ym iar ow ym i w ekt or am i 

w ier s zow ym i n as t ęp u j ą c ej  p os t ac i:  
 [ ]2211 ,,, gbgbBi =   i=1, 2 , 3 ,. . . , 
 

g d zie s ym b ol 〈 〉. , .  ozn ac za iloc zyn  s kalar n y w  p r zes t r zen i 
H ilb er t a  L2( [0,d] ,R).   
Z at em  u w zg lęd n iaj ą c  p os t ać  f u n kc j i w ł as n yc h  gi ( x ) i=1, 2 , 3 ,. . .  

elem en t y m ac ier zy  Bi, i=1, 2 , 3 ,. . .   s ą  d an e za p om oc ą  n as t ęp u j ą -
c yc h  w zor ó w . 
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S t ą d  w ar u n ek iv ) t w ier d zen ia 1 j es t  s p eł n ion y w t ed y i t ylko w t e-
d y,  g d y zac h od zi w ar u n ek p os t ac i ( 3 ). 
Z at em  w s zys t kie zał oż en ia t w ier d zen ia 1 zos t ał y s p eł n ion e i n a 

p od s t aw ie j eg o t ezy u kł ad  d yn am ic zn y ( 1) j es t  V-ap r oks ym ac yj n ie 
s t er ow aln y w  p r zed ziale [0,T ] , T > H  j eż eli  zac h od zą  n ier ó w n oś c i 
( 3 ). S t ą d  t w ier d zen ie 2  zos t ał o d ow ied zion e. 
N ależ y w yr aź n ie p od kr eś lić ,  ż e w er yf ikac j a kr yt er ió w  ap r ok-

s ym ac yj n ej  s t er ow aln oś c i p od an yc h  w  w ar u n ku  ( 3 ) w ym ag a 
s p r aw d zen ia p r zelic zaln ej  iloś c i n ier ó w n oś c i. W yn ika t o b ezp o-
ś r ed n io z n ies koń c zon ej  w ym iar ow oś c i p r zes t r zen i s t an ó w  u kł ad u  
d yn am ic zn eg o.  
W  p r zyp ad ku  lin iow yc h  u kł ad ó w  d yn am ic zn yc h  s koń c zen ie 

w ym iar ow yc h  b ad an ie s t er ow aln oś c i s p r ow ad za s ię zw ykle d o 
b ad an ia r zęd u  od p ow ied n io zd ef in iow an ej  m ac ier zy s t er ow aln oś c i 
[ 2 ,  5 ] ,  w yzn ac zon ej  n a p od s t aw ie p ar am et r ó w  u kł ad u . 
D okł ad n a an aliza w ar u n ku  ( 3 ) p r ow ad zi b ezp oś r ed n io d o n as t ę-

p u j ą c eg o b ar d zo u ż yt ec zn eg o w  p r akt yc e w n ios ku ,  b ęd ą c eg o 
w ar u n kiem  w ys t ar c zaj ą c ym  V-ap r oks ym ac yj n ej  s t er ow aln oś c i  
w  p r zed ziale [0, T ]  u kł ad u  d yn am ic zn eg o ( 1). 
 

W n ios ek 1. 
 
W ar u n kiem  w ys t ar c zaj ą c ym  V-ap r oks ym ac yj n ej  s t er ow aln oś c i 

w  p r zed ziale [0, T ]  u kł ad u  d yn am ic zn eg o ( 1) j es t   
V-ap r oks ym ac yj n a s t er ow aln oś ć  w  p r zed ziale [0, T ] , T > 0 od p o-
w iad aj ą c eg o m u  u kł ad u  d yn am ic zn eg o b ez op ó ź n ień  w e w s p ó ł -
r zęd n yc h  s t an u  t o zn ac zy d la ah=0 . 
 

D ow ó d :  
 
P or ó w n u j ą c  kr yt er ia V-ap r oks ym ac yj n ej  s t er ow aln oś c i u kł ad u   

d yn am ic zn eg o b ez op ó ź n ień  ( ah=0) p od an e w  p u b likac j i [ 3 ]   
z w ar u n kiem  ( 3 ) w id ać ,  ż e s ą  on e id en t yc zn e. Z at em  w n ios ek 1 
j es t  p r aw d ziw y. 
P od ob n y w n ios ek d la u kł ad ó w   d yn am ic zn yc h  z op ó ź n ien iam i 

w  s t er ow an iu  i ze s koń c zen ie w ym iar ow ą  p r zes t r zen ią  s t an ó w  
c h w ilow yc h  zn an y j es t  od  d aw n a w  lit er at u r ze [ 2 ] ,  ale g ł ó w n ie d la 
p r zyp ad ku  b r aku   og r an ic zeń  n ał oż on yc h  n a s t er ow an ia d op u s z-
c zaln e. 
N ależ y j ed n ak w yr aź n ie zazn ac zyć ,  ż e w  og ó ln ym  p r zyp ad ku  

V-ap r oks ym ac yj n a s t er ow aln oś ć  u kł ad u  d yn am ic zn eg o b ez op ó ź -
n ień  w e w s p ó ł r zęd n yc h  s t an u  lu b  w  s t er ow an iu  d op u s zc zaln ym  
n ie j es t  w ar u n kiem  kon iec zn ym  V-ap r oks ym ac yj n ej  s t er ow aln oś c i 
u kł ad u  d yn am ic zn eg o z op ó ź n ien iam i [ 2 ,  5 ] . S t ą d  t w ier d zen ia 1 
or az 2  s ą  t ylko w ar u n kam i w ys t ar c zaj ą c ym i ale n ie kon iec zn ym i 
V-ap r oks ym ac yj n ej  s t er ow aln oś c i u kł ad u  d yn am ic zn eg o ( 1). 
N ależ y r ó w n ież  p od kr eś lić ,  ż e w ar u n ek ( 3 ) j es t  zn ac zn ie s iln iej -

s zy n iż  zn an y z lit er at u r y [ 1,  5 ]  w ar u n ek ap r oks ym ac yj n ej  s t er o-
w aln oś c i u kł ad u  d yn am ic zn eg o ( 1) b ez og r an ic zeń  n ał oż on yc h  n a 
s t er ow an ie d op u s zc zaln e. W  p r zyp ad ku  b r aku  og r an ic zeń  n a 
s t er ow an ie,  w ar u n ki ap r oks ym ac yj n ej  s t er ow aln oś c i n ie zależ ą  od  
zn akó w  p os zc zeg ó ln yc h  s kł ad ow yc h  w ekt or a Bi, i=1, 2 , 3 ,… .  
  

W n ios ek 2 . 
 
W  p r zyp ad ku  b r aku  og r an ic zeń  n a s t er ow an ie,  t o zn ac zy d la 

V=R2, u kł ad  d yn am ic zn y ( 1) j es t  ap r oks ym ac yj n ie R2-s t er ow aln y 
w  p r zed ziale [0, T ] , T > H  j eż eli 
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dd dx
d
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xixb ππ ,         ( 4 ) 

 
d la  i =  1, 2 , 3 , ... 
 
W ar u n ek ( 4 ) ozn ac za,  ż e p r zyn aj m n iej  j ed n a s kł ad ow a każ d eg o 

w ekt or a Bi, i=1, 2 , 3 ,…  j es t  r ó ż n a od  zer a. 
P on ad t o z w ar u n ku  ( 4 ) b ezp oś r ed n io w yn ika,  ż e p r zy b r aku  

og r an ic zeń  n a s t er ow an ia d op u s zc zaln e m oż n a u zys kać  ap r oks y-
m ac yj n ą  s t er ow aln oś ć  u kł ad u  d yn am ic zn eg o p os t ac i ( 1) n aw et  d la 
p oj ed yn c zyc h  s kalar n yc h  s t er ow ań  d op u s zc zaln yc h  or az d la d o-
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wolnych przedziałów czasowych, zatem również dla  0<T≤H. 
W arunki aproksymacyj nej  sterowalnoś ci dla teg o przypadku 
sf ormułowane są w postaci nastę puj ąceg o wniosku. 
 

W niosek 3 . 
 
U kład dynamiczny ( 1 )  j est aproksymacyj nie R-sterowalny  

w dowolnym przedziale czasowym j eżeli 
 

0sin)(
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 


∫

d dx
d
xixb π .                            ( 5 )  
 

W arunek ( 5 )  oznacza, że pierwsza składowa wektora każdeg o 
Bi ,  i = 1 ,2 ,3 , …  odpowiadaj ąca sterowaniu dopuszczalnemu u1( t )  j est niezerowa. 
 
4. P o d s u m o w a n i e  
 
W  pracy przedstawiono kryteria b adania V-aproksymacyj nej  

sterowalnoś ci w zadanym przedziale [0, T]  dla ab strakcyj neg o 
linioweg o stacj onarneg o układu dynamiczneg o z j ednym stałym 
skupionym opóź nieniem we współrzę dnych stanu. R ozpatrywany 
układ dynamiczny opisany j est równaniem różniczkowym cząst-
kowym typu parab oliczneg o j ednej  zmiennej  przestrzennej   
z zerowymi  warunkami b rzeg owymi typu D irichleta.  
K ryteria sterowalnoś ci uzyskano w oparciu o znane z literatury 

og ólne warunki b adania sterowalnoś ci nieskoń czenie wymiaro-
wych układów dynamicznych przy dodatkowych og raniczeniach 
nałożonych na sterowania dopuszczalne. K ryteria te oparte są na 
spektralnej  dekompozycj i przestrzeni stanów układu dynamiczne-
g o. P rzy wyprowadzaniu warunków wystarczaj ących aproksyma-

cyj nej  sterowalnoś ci wykorzystano również pewne rezultaty ze 
spektralnej  teorii nieog raniczonych  operatorów liniowych.  
R ezultaty przedstawione w pracy mog ą b yć  uog ólnione na  

przypadki innych nieskoń czenie wymiarowych układów dyna-
micznych o parametrach rozłożonych  opisanych liniowymi sta-
cj onarnymi równaniami różniczkowymi cząstkowymi ze skupio-
nymi wielokrotnymi opóź nieniami we współrzę dnych stanu. 
W ymag a to j edynie wyznaczenia odpowiednieg o układu f unkcj i 
własnych linioweg o nieog raniczoneg o operatora różniczkoweg o 
związaneg o z danym równaniem cząstkowym. 
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XIII Sympozjum „Podstawowe Problemy Energoelektroniki,  
Elektromec h aniki i M EC H A T R O N IK I”  PPEEm’  2 0 0 9   
pod patronatem K omitetu Elektrotec h niki PA N  

 
 
 
W  g rudniu 2 009  j uż po raz trzynasty odb yło się  S ympozj um 

„ P odstawowe P rob lemy E nerg oelektroniki, E lektromechaniki  
i M echatroniki”  P P E E m’  2 009 , któreg o tradycj a się g a 1 9 8 1  roku. 
W  trakcie tych lat S ympozj um systematycznie rozszerzało swój  
zakres tematyczny, ob ej muj ąc coraz to nowe pole zainteresowań   
i staj ąc się  powszechnie akceptowanym f orum integ racj i dyna-
micznie rozwij aj ących się  kierunków i specj alnoś ci:  elektrotech-
niki, elektroniki i mikroelektroniki, energ oelektroniki, nanotech-
nolog ii, sensoryki, automatyki, teorii sterowania, rob otyki, energ e-
tyki odnawialnej  i mechatroniki. W  tym roku 4 4  przyj ę tych do 
wyg łoszenia ref eratów skupiono w 9  sesj ach, pokrywaj ących 
nastę puj ącą tematykę :  
1 . M aszyny elektryczne i aktuatory 
2 . U kłady diag nostyki I  
3 . U kłady diag nostyki I I  
4 . E nerg etyka niekonwencj onalna 
5 . M odelowanie w mechatronice 
6 . E nerg oelektronika i napę d 
7 . E dukacj a w mechatronice 
8 . R ob otyka i zag adnienia specj alne 
9 . M ateriały mechatroniczne i ich zastosowanie 
K ażdej  sesj i przewodniczyło dwóch chairmanów, odpowie-

dzialnych za dog łę b ną i wyczerpuj ącą dyskusj ę . W  powyższym 

zakresie oczekiwania org anizatorów zostały całkowicie spełnione, 
alb owiem każdemu ref eratowi towarzyszyły liczne pytania oraz 
wnikliwe uwag i słuchaczy. W iele ważnych – znaj duj ących się  
aktualnie w centrum uwag i – tematów zostało pog łę b ione przez 
prezentacj ę  nie j edneg o, a kilku ref eratów, odnoszących się  do 
różnych aspektów realizacj i zag adnienia, j ak też – do różnorod-
nych możliwych zastosowań  omawianych systemów lub  elemen-
tów. O dnosiło się  to mię dzy innymi do:  zastosowań  akcelerome-
trów piezoelektrycznych i M E M S  w diag nostyce, metod polowych  
w proj ektowaniu aktuatorów, sterowania niekonwencj onalnymi 
rob otami oraz urządzeniami przemysłowych oraz do nowych 
rozwiązań  konstrukcyj nych g eneratorów wiatrowych. T radycj ą 
S ympozj um j est udział reprezentantów przemysłu oraz b ranżo-
wych instytutów naukowo – b adawczych. W  tym roku b yli to 
przedstawiciele:  F U J I  F I L M  C O M P A N Y  z T ilb urg a ( H olandia) :  
A ndre S kib niewski oraz E ng . E ric B oeren, f irmy M ikroma we 
W rześ ni k. P oznania – dr inż. L ech D ług iewicz oraz I nstytutu 
T ele-R adiotechniczneg o w W arszawie – P rof . B arb ara Ś lusarek. 
Z aprezentowano zakres działalnoś ci f irm oraz interesuj ące tematy 
b adawcze.  
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