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S t r e s z c z e n i e  
 

Z ag adni eni a p rezent owane w art y k u le s ą  zwi ą zane z b u dową  zag re-
g owany ch  h i erarch i czny ch  m odeli  dy nam i czny ch  ob i ek t ó w s t erowani a  
o wi elk i ej  zł oż onoś ci . Przeds t awi ono m et ody k ę  t worzeni a m odeli  h i erar-
ch i czny ch  z wy k orzy s t ani em  p rocedu ry  ag reg acj i , s t os u j ą c redu k cj ę  
m odeli  na p os zczeg ó lny ch  p ozi om ach . W  m i ej s ce j edneg o m odelu  wy s o-
k i eg o rzę du  ( m odel p ł as k i , j ednop ozi om owy ) , dzi ę k i  zas t os owanej  m et o-
dy ce, u zy s k u j e s i ę  zb i ó r m odeli  u m i es zczony ch  na p os zczeg ó lny ch  p o-
zi om ach  h i erarch i i . M odele t e rep rezent u j ą  p roces y  dy nam i czne t y p owe 
dla k aż deg o p ozi om u  h i erarch i i  i  p om i j aj ą  s zy b k i e p roces y  dy nam i czne 
i s t ot ne na ni ż s zy ch  p ozi om ach . I m  wy ż s zy  p ozi om  h i erarch i i , m odel 
op i s u j e wolni ej s ze p roces y  oraz ch arak t ery zu j e s i ę  ni ż s zy m  rzę dem .  
W  czę ś ci  p i erws zej  art y k u ł u  p rzeds t awi ono m et odolog i ę  oraz p ods t awowe 
m et ody  t worzeni a m odeli  h i erarch i czny ch . N at om i as t  wy ni k i  redu k cj i  
m odeli  oraz h i erarch i czny  m odel p arowni k a k ot ł a B P-1150 p rzeds t awi ono 
w czę ś ci  dru g i ej  art y k u ł u . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  redu k cj a, ag reg acj a, m odele h i erarch i czne. 
 
H ierarc h ic al  model  c on s t ru c t ion  p rob l ems   
of  c omp l ex  p l an t s  ( P art  I)  

 
A b s t r a c t  

 
T h e p rob lem s  connect ed wi t h  b u i ldi ng  of  ag g reg at ed h i erarch i cal m odels  
of  com p lex  p lant s  are p res ent ed i n t h e p ap er. T h e h i erarch i cal m odel 
b u i ldi ng  m et h odolog y , u s i ng  ag g reg at i on p rocedu re, wi t h  m odel redu ct i on 
on s ep arat e levels  i s  p res ent ed. I ns t ead of  one h i g h  order m odel ( f lat , one 
level m odel)  t h ank s  t o p res ent ed m et h odolog y , we ob t ai n a s et  of  m odels , 
p laced on s ep arat e levels  of  h i erarch y . T h es e m odels  rep res ent  dy nam i cal 
p roces s es  t y p i cal of  each  level and om i t  f as t  dy nam i cal p roces s es  es s ent i al 
f or lower levels . T h e h i g h er level of  t h e h i erarch y  m odels  des cri b e s lower 
dy nam i cal p roces s es  and p os s es s  lower order. T h e m ai n m eans  of  ag g reg at i on 
i s  redu ct i on of  m odels  on s ep arat e levels  of  h i erarch y . I n cons eq u ence of  
redu ct i on, we ob t ai n a lower order m odel, wh i ch  ap p rox i m at e p rop ert i es  of  
ori g i nal h i g h  order m odel, wi t h  a g i ven error. T h e redu ced m odel do not  
t ak e i nt o accou nt  p art  of  dy nam i cal p roces s es  wh i ch  t ak e p lace i n a real 
p lant , and p os s es  a rang e of  adeq u acy . T h e p art  I  of  t h e p ap er cont ai ns  
des cri p t i on of  m et h ods  u s ed du ri ng  h i erarch i cal m odels  b u i ldi ng . C oncret e 
res u lt s  ob t ai ned f or h i erarch i cal m odel of  a once-t h rou g h  s t eam  b oi ler B P-1150 
are p res ent ed i n t h e p art  I I  of  t h e p ap er. 
 
K e y w o r d s :  redu ct i on, ag g reg at i on, h i erarch i cal m odel. 
 
1 .  Ws t ę p  
 
O d  w i el u  l at  m am y d o c z yn i en i a z  bar d z o i n t en s yw n ym  r oz w o-

j em  op r og r am ow an i a s ł u ż ą c eg o d o m od el ow an i a i  s ym u l ac j i   
z ł oż on yc h   obi ekt ó w  s t er ow an i a  or az  w z r os t em   m oc y obl i c z e-
n i ow yc h  kom p u t er ó w ,  w  w yn i ku  c z eg o w  bar d z o s z ybki m  t em p i e 
r oś n i e z ł oż on oś ć  m od el i  m at em at yc z n yc h  obi ekt ó w  s t er ow an i a  
[ 1 ,  2 ,  4 ,  8 ,  1 0 ,  1 1 ] .  S z c z eg ó l n i e i s t ot n y w p ł yw  n a z ł oż on oś ć  m od e-
l i  m a r oz w ó j  p r og r am ó w  d o m od el ow an i a u kł ad ó w  o c z as op r z e-
s t r z en n ej  d yn am i c e z  z as t os ow an i em  m et od y el em en t ó w  s koń c z o-
n yc h .  P r og r am y t aki e au t om at yc z n i e g en er u j ą  z n ac z n ą  l i c z bę  
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el em en t ó w  s koń c z on yc h ,  a u z ys kan e m od el e m at em at yc z n e z a-
w i er aj ą  t ys i ą c e z m i en n yc h  s t an u .  T ak w ys oka z ł oż on oś ć  m od el u  
m at em at yc z n eg o p oc i ą g a z a s obą  d ł u g i e c z as y s ym u l ac j i  kom p u -
t er ow ej ,  z n ac z n e z ap ot r z ebow an i e n a m oc  obl i c z en i ow ą  p r oc es o-
r ó w  or az  p r obl em y n u m er yc z n e w ys t ę p u j ą c e s z c z eg ó l n i e d l a 
m od el i  o d u ż ej  s z t yw n oś c i .  
Z n ac z n a z ł oż on oś ć  m od el i  w s p ó ł c z es n yc h  obi ekt ó w  s t er ow an i a 

p oc i ą g a z a s obą  kon i ec z n oś ć  z as t os ow an i a w i el op oz i om ow ej  
( h i er ar c h i c z n ej )  s t r u kt u r y or az  d ekom p oz yc j ę  n a s z er eg  p r os t s z yc h  
d o z am od el ow an i a p od s ys t em ó w .  P r og r am y s ym u l ac yj n e ( n p .  
MA T L A B /Simulink )  u d os t ę p n i aj ą  t ec h n ol og i ę  bu d ow y m od el i  
h i er ar c h i c z n yc h  p op r z ez  m ec h an i c z n e ł ą c z en i e p od s ys t em ó w   
o u ki er u n kow an ym  d z i ał an i u  ( an g .  C a us ia l ) .  H i er ar c h i c z n a bu d o-
w a m od el i  w  t ym  ś r od ow i s ku  obl i c z en i ow ym  z w i ą z an a j es t  j ed n ak 
w ył ą c z n i e z  f u n kc j on ow an i em  ed yt or a g r af i c z n eg o ( op er ac j e 
z ag n i eż d ż an i a or az  m as kow an i a m od el i  p od s ys t em ó w ) .  W  p am i ę -
c i  kom p u t er a m od el  p r z ec h ow yw an y j es t  w  p os t ac i  j ed n op oz i o-
m ow ej ,  j ako u kł ad  r ó w n ań  r ó ż n i c z kow yc h  z w yc z aj n yc h  or az  
al g ebr ai c z n yc h .  T aki  m od el  j es t  bar d z o z ł oż on y i  t r u d n y d o an al i -
z y z e w z g l ę d u  w ys oki  r z ą d ,  a w yc i ą g an i e w n i os kó w  o w ł aś c i w o-
ś c i ac h  d yn am i c z n yc h  obi ekt u  n a p od s t aw i e t aki eg o m od el u  j es t  
p r akt yc z n i e n i em oż l i w e.  
W i el ow ar s t w ow a kon s t r u kc j a m od el u  w r az  z  d ekom p oz yc j ą  

m od el i  n a p os z c z eg ó l n yc h  p oz i om ac h  h i er ar c h i c z n ej  s t r u kt u r y 
d aj e m oż l i w oś ć  an al i z y w ł aś c i w oś c i  d yn am i c z n yc h  obi ekt u  p r z ez  
z as t os ow an i e p r oc ed u r y ag r eg ac j i .  A g r eg ac j a j es t  p r z ec i w i eń -
s t w em  d ekom p oz yc j i .  J es t  t o p r oc es  kom p on ow an i a f u n kc j on al n ej  
c ał oś c i  z  p od s ys t em ó w  s kł ad ow yc h .  J ed n ym  z  z as ad n i c z yc h  ś r od -
kó w  ag r eg ac j i  j es t  r ed u kc j a m od el i  n a p os z c z eg ó l n yc h  p oz i om ac h  
h i er ar c h i c z n ej  s t r u kt u r y.  P od ej ś c i e t aki e u m oż l i w i a s t w or z en i e 
z r ed u kow an eg o m od el u  h i er ar c h i c z n eg o.  Z aw i er a on  z bi ó r  m od el i  
n a każ d ym  z  p oz i om ó w  h i er ar c h i i ,  c h ar akt er yz u j ą c yc h  s i ę  r ó ż n y-
m i  z akr es am i  ad ekw at n oś c i  or az  d okł ad n oś c i am i  ap r oks ym ac j i  
w ł aś c i w oś c i  d yn am i c z n yc h  obi ekt u  s t er ow an i a.  
P od c z as  r ed u kc j i ,  m od el  p i er w ot n y j es t  ap r oks ym ow an y p r z ez  

m od el  n i ż s z eg o r z ę d u ,  z ap ew n i aj ą c y w ym ag an ą  d okł ad n oś ć  
ap r oks ym ac j i .  O p er ac j a r ed u kc j i  p oz w al a n a w yel i m i n ow an i e 
z ł oż on yc h  z j aw i s k i  p r oc es ó w  d yn am i c z n yc h  n i e m aj ą c yc h  i s t ot -
n eg o z n ac z en i a n a d an ym  p oz i om i e h i er ar c h i i .  Mod el  z r ed u kow a-
n y n i e u w z g l ę d n i a z at em  c z ę ś c i  z j aw i s k m aj ą c yc h  m i ej s c e  
w  obi ekc i e r z ec z yw i s t ym .  C h ar akt er yz u j e s i ę  on  og r an i c z on ym  
z akr es em  ad ekw at n oś c i ,  kt ó r y d l a m od el i  l i n i ow yc h  okr eś l a s i ę  
p r z ez  p r z ed z i ał  c z ę s t ot l i w oś c i ,  w  kt ó r ym  m od el  ap r oks ym u j e 
w ł aś c i w oś c i  obi ekt u  z  z ad an ą  d okł ad n oś c i ą .  D ol n ym  p r z ed z i ał em  
z akr es u  ad ekw at n oś c i  m od el i  obi ekt ó w  s t er ow an i a j es t  c z ę s t ot l i -
w oś ć  z er ow a,  c o z ap ew n i a z g od n oś ć  m od el i  z r ed u kow an yc h   
z  m od el am i  p i er w ot n ym i  d l a s t an u  u s t al on eg o.  
Mod el e m at em at yc z n e z r ed u kow an eg o r z ę d u ,  ad ekw at n e  

w  og r an i c z on ym  p r z ed z i al e c z ę s t ot l i w oś c i  s ą  n i ez bę d n e z e w z g l ę -
d u  n a:  
• s kr ó c en i e c z as u  s ym u l ac j i  kom p u t er ow ej ,  
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• umożliwienie zastosowania modeli w systemach sterowania  
w czasie rzeczywistym, 

• zastosowanie do p rojektowania układó w sterowania. 
 

2. K o n c e p c j a  b u d o w y  m o d e l i  h i e ra rc h i c z n y c h  
 
D ekomp ozycja modelu ob iektu na szereg  p rostszych p odsyste-

mó w jest szeroko stosowaną metodą modelowania złożonych 
ob iektó w i układó w sterowania. P rocedura dekomp ozycji jest 
wykonywana tak dług o, aż b ędzie możliwe i celowe wyznaczenie 
modeli p odsystemó w najniższeg o ( zeroweg o)  p oziomu. N a rys. 1  
p rzedstawiono g raf  ilustrujący schemat dekomp ozycji modelu 
złożoneg o ob iektu sterowania ( wielką literą L oznaczono b ez-
wzg lędną numerację p oziomó w modelu, natomiast małą literą  
l – wzg lędną) .  
 

  
R y s .  1 .  S t r u k t u r a  p oł ą c z e ń  m od e l i  p od s y s t e m ó w  z ł oż on e g o ob i e k t u  s t e r ow a n i a  
F i g .  1 .  T h e  s t r u c t u r e  of  s y s t e m  m od e l  c on n e c t i on s  f or  c om p l e x  p l a n t  m od e l  
 
Z  reg uły p rocedura dekomp ozycji nie jest złożona, a p rog ramy 

symulacyjne ( np . M A T L A B / S i m u li nk )  udostęp niają technolog ię 
b udowy modeli hierarchicznych p rzez mechaniczne łączenie 
p odsystemó w o ukierunkowanym działaniu. I stotą tak skonstru-
owaneg o modelu jest f akt, że jedynie p odsystemy najniższeg o 
p oziomu ( liś cie w drzewie z rys. 1 )  są op isane zestawem ró wnań  
ró żniczkowych oraz alg eb raicznych. N a wszystkich wyższych 
p oziomach model zawiera p odsystemy należące do p oziomu 
niższeg o, z okreś loną strukturą p owiązań  między nimi. N a tej 
p odstawie model na l-tym p oziomie może b yć  p rzedstawiony jako 
zb ió r modeli p odsystemó w p oziomu l− 1  wraz z top olog ią p ołą-
czeń  między tymi p odsystemami: 
 

 l
i
ll PSS ,1−=   dla  i = 1 ,2 ,...,nl, ( 1 )  

 
g dzie: nl – liczb a p odsystemó w na l – tym p oziomie hierarchii,  
Pl – zb ió r p owiązań  między p odsystemami na p oziomie l. 
P oszczeg ó lne p odsystemy na p oziomie l− 1  są układami o ukie-

runkowanym działaniu, p osiadającymi wektor wielkoś ci wejś cio-
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P ołączenia p oszczeg ó lnych p odsystemó w na p oziomie l można 
op isać  ró żnymi metodami, a w szczeg ó lnoś ci [ 1 1 ] : 
• schemat b lokowy ( g raf iczna metoda p rezentacji struktury mo-
delu na p oziomie l ) , 

• zero-jedynkowa macierz p ołączeń . 
D ekomp ozycję modelu na danym p oziomie hierarchii można 
p rzep rowadzić  w dowolny sp osó b , b iorąc p od uwag ę szereg  kryte-
rió w: 

• konstrukcję technolog iczną ob iektu sterowania ( p odział na 
p oszczeg ó lne urządzenia technolog iczne) , 

• stan medió w rob oczych ( np . p ara, woda, czynnik 2 -f azowy itp .)  
• zjawiska f izyczne, chemiczne i inne, mające miejsce w ob iekcie 
sterowania. 

O g ó lnie można p owiedzieć , że to twó rca modelu okreś la p oszcze-
g ó lne p odsystemy oraz def iniuje umowne g ranice między nimi. 
P odstawową cechą modelu hierarchiczneg o jest f akt, że model 

ten zawiera cały szereg  modeli na p oszczeg ó lnych p oziomach 
hierarchii. N a każdym p oziomie mamy do czynienia z modelami 
zag reg owanymi, otrzymanymi na p odstawie zredukowanych 
modeli p odsystemó w niższeg o p oziomu. W  wyniku ag reg acji, 
model daneg o p oziomu uwzg lędnia właś ciwoś ci modeli p oszcze-
g ó lnych p odsystemó w oraz p ołączenia między p odsystemami,  
a w szczeg ó lnoś ci sp rzężenia zwrotne [ 1 0 ] . P onadto model zag re-
g owany na danym p oziomie hierarchii uwzg lędnia tylko te p roce-
sy dynamiczne, któ re są istotne na tym p oziomie i p omija p rocesy 
dynamiczne mające znaczenie na niższym p oziomie hierarchii ( są 
to najczęś ciej p rocesy o większej szyb koś ci) . N p . model matema-
tyczny kotła energ etyczneg o nie b ędzie uwzg lędniał zjawisk 
dź więkowych ( p rzemieszczania się zmian ciś nienia)  mających 
miejsce w rurach ekranowych kotła.  
M odele p odsystemó w na p oszczeg ó lnych p oziomach hierarchii 

p osiadają p recyzyjnie okreś lony zakres adekwatnoś ci, któ ry dla 
modeli zlinearyzowanych jest zdef iniowany p rzez częstotliwoś ć  
g raniczną ωmax. Z akres adekwatnoś ci modelu p odsystemu na 
danym p oziomie hierarchii wynika z zakresó w adekwatnoś ci 
p odsystemó w niższeg o p oziomu oraz wymag ań  związanych np .  
z p rojektowaniem układó w sterowania. J eżeli okaże się, że model 
na danym p oziomie p osiada zb yt niski zakres adekwatnoś ci, nie-
zb ędny do właś ciweg o zap rojektowania układó w sterowania, to 
może okazać  się niezb ędne p oszerzenie zakresó w adekwatnoś ci 
modeli jeg o p odsystemó w. 
 

3. A g r e g a c j a  m o d e l i  
 
P od p ojęciem ag reg acji można rozumieć  wnioskowanie o wła-

ś ciwoś ciach modelu na danym p oziomie hierarchii na p odstawie 
modeli p odsystemó w p oziomu b ezp oś rednio niższeg o oraz top o-
log ii p ołączeń  między nimi [ 1 1 ] . M odele p odsystemó w wyższych 
p oziomó w hierarchii są modelami zag reg owanymi, rep rezentują-
cymi istotne dla daneg o p oziomu właś ciwoś ci modelu. A g reg ację 
modelu można p rzep rowadzać  z zastosowaniem redukcji lub  
ab strakcji modeli na p oszczeg ó lnych p oziomach hierarchii. T ak 
p rzy p omocy jednej jak i drug iej p rocedury, na danym p oziomie 
hierarchii uzyskuje się model o up roszczonej strukturze, w sto-
sunku do modelu uzyskaneg o na p odstawie p ołączenia modeli 
p odsystemó w niższeg o p oziomu.   
W  wyniku redukcji, w modelu zredukowanym zb ió r zmiennych 

wejś ciowych p ozostaje niezmieniony w stosunku do modelu 
p ierwotneg o. N atomiast zmianie uleg ają wsp ó łrzędne stanu tak, 
ab y z założoną dokładnoś cią wielkoś ci wyjś ciowe modelu zredu-
kowaneg o odtwarzały wielkoś ci wyjś ciowe modelu p ierwotneg o 
( rys. 2 )  [ 1 , 2 , 6 , 8 -1 0 , 1 2 , 1 3 ] . 
 

  
R y s .  2 .  I d e a  r e d u k c j i  m o d e l u  
F i g .  2 .  T h e  i d e a  o f  m o d e l  r e d u c t i o n  
 
W  wyniku ab strakcji konstruowany jest model niższeg o rzędu, 

charakteryzujący się innymi wielkoś ciami wejś ciowymi, wyjś cio-
wymi oraz wsp ó łrzędnymi wektora stanu [ 7 ] . C elem ab strakcji 
jest wyznaczenie takieg o p rzekształcenia wektora stanu x w wek-
tor g= P x, ab y nowy model ( nazwany ab strakcją)  p osiadał okre-
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ślone właściwości wtedy i tylko wtedy, gdy model pierwotny 
pos iada określone właściwości. O kreśla s ię to mianem propagacji 
określonej właściwości od makro-modelu (ab s trakcji) do mikro-
modelu (modelu pierwotnego) [ 7 ]  (rys . 3 ). 
 

  
R y s .  3 .  I d e a  a b s t r a k c j i  m o d e l u  
F i g .  3 .  T h e  i d e a  o f  m o d e l  a b s t r a c t i o n  
 
 

4. R e d u k c j a  m o d e l i 
 
Z adanie redukcji modelu liniowego może b yć  przeds tawione 

nas tępują co:  na pods tawie s tab ilnego (lub  nies tab ilnego) modelu 
rzędu n, przeds tawionego w przes trzeni s tanu (3 ), należy wyzna-
czyć  model zredukowany rzędu k (4 ), gdzie k< n taki, ab y określo-
na norma b łędu aproks ymacji | | y(t)-yr(t)| |  przyjmowała wartość  
minimalną .  
 )()()(

)()()(
tutxty
tutxtx

DC
BA

+=

+=&  (3 ) 
  
 )()()(

)()()(
tutxty
tutxtx

rrr

rrrr

DC
BA

+=

+=&    (4 ) 
 
gdzie:  nn×ℜ∈A , kk

r
×ℜ∈A , pn×ℜ∈B , pk

r
×ℜ∈B , nm×ℜ∈C , 

km
r

×ℜ∈C , pm×ℜ∈D , pm
r

×ℜ∈D .  
W ektor s tanu modelu zredukowanego xr jes t zwią zany z wekto-

rem s tanu modelu pierwotnego x nieos ob liwym przeks ztałceniem 
xr=Tx, gdzie macierz T jes t określona mianem macierzy trans -
f ormacji. W  literaturze można znaleź ć  wiele algorytmó w wyzna-
czania tej macierzy [ 1 , 2 , 6 , 8 -1 0 , 1 2 , 1 3 ] . 
I s tnieje cały s zereg metod pozwalają cych  na przeprowadzenie 

redukcji modelu złożonego. W ięks zość  ws pó łcześnie wykorzy-
s tywanych  metod redukcji modeli liniowych  można podzielić  na 
trzy grupy [ 1 , 2 ] :  
• metody b azują ce na dekompozycji S V D  (rozkład względem 
wartości s zczegó lnych ), któ re wykorzys tują  teorię zró wnowa-
żonej realizacji modelu, 

• metody momentó w, któ re opierają  s woje działanie na możliwo-
ści przeds tawienia trans mitancji modelu w pos taci rozwinięcia 
w s zereg L aurenta wokó ł jednego lub  wielu punktó w. Z e wzglę-
dó w numerycznych  najwięks ze znaczenie s pośró d metod mo-
mentó w uzys kały algorytmy b azują ce na wyznaczeniu podprze-
s trzeni K ryłowa, 

• metody łą czą ce zalety ob ydwu grup – S V D -K ryłowa. 
K oncepcja zró wnoważonej realizacji modelu (ang. B a l a nc e d  

R e a l i z a t i o n) umożliwia w pros ty s pos ó b  wydzielenie części domi-
nują cej modelu oraz redukcję modelu poprzez „ ob cięcie”  macie-
rzy opis ują cych  jego dynamikę (ang. B a l a nc e d  T r u nc a t i o n) [ 6 ] . 
M odel można nazwać  zró wnoważonym, jeśli jego gramiany s te-
rowalności P  i ob s erwowalności Q  s ą  identyczne oraz ró wne 
macierzy diagonalnej (zawierają cej na diagonali wartości s zcze-
gó lne H ankela). Z ró wnoważenie układu wymaga wyznaczenia 
odpowiedniego przeks ztałcenia nieos ob liwego xx T→ , s pełnia-
ją cego nas tępują ce ró wnanie [ 1 , 2 ] :  
 

 ( ) ( )ndiag σσ ,,1
11

L=′=′== −− QTTTTPQP  (5 ) 
 
gdzie:  ∫∞ ′′=

0
dtee tt AA BBP , ∫∞ ′ ′=

0
dtee tt AA CCQ . 

M odel zró wnoważony uzys kuje s ię poprzez przeks ztałcenie ma-
cierzy modelu pierwotnego według nas tępują cych  zależności:  
 
 1−

= TATA TBB =
1−

=CTC DD =  (6 ) 
 
Z  modelu zró wnoważonego można nas tępnie wydzielić  pods ys -

tem dominują cy. K ryterium podziału s tanowią  wartości s zczegó l-
ne H ankela, któ re umożliwiają  jednoczes ne określenie gó rnej 
granicy b łędu aproks ymacji. 
U ogó lnieniem metody Balanced Truncation s ą  metody F W  

(ang. F req uency  W eig h ted), wprowadzają ce częs totliwościowe 
f unkcje wagowe (Wi – wejściową  f unkcję wagową  oraz  
Wo – wyjściową  f unkcję wagową ). P rzy odpowiednim dob raniu 
f unkcji wagowych , metoda ta umożliwia znaczne poprawienie 
wynikó w aproks ymacji modelu dla zadanego przedziału częs to-
tliwości. P ierws zą  tego typu metodę zaproponował E nns   
w 1 9 8 4  r., jednakże przeds tawiony algorytm nie gwarantował 
zach owania s tab ilności modelu zredukowanego dla jednoczes nego 
zas tos owania ob u f unkcji wagowych . W ada ta zos tała us unięta  
w algorytmach  zaproponowanych  w pracach  L in i C h iu oraz 
W anga [ 1 3 ] . 
W adą  metod opartych  na dekompozycji S V D  jes t znaczna zło-

żoność  algorytmó w redukcji, gdyż ch arakteryzują  s ię one więks zą  
niż wielomianowa złożonością  ob liczeniową . P omimo s woich  
niewą tpliwych  zalet, do któ rych  w pierws zej kolejności można 
zaliczyć  zach owanie s tab ilności modelu zredukowanego, metody 
te nie s ą  praktycznie wykorzys tywane dla modeli o liczb ie ws pó ł-
rzędnych  s tanu więks zej niż 1 0 4. S powodowane jes t to znaczną  
złożonością  ob liczeniową  oraz niepraktycznością  algorytmó w 
wyznaczania gramianó w. 
W  literaturze [ 1 , 2 ] , dla s ys temó w o liczb ie zmiennych  s tanu 

więks zych  niż 1 0 4, proponowane jes t wykorzys tanie metod mo-
mentó w. C h arakteryzują  s ię one znacznie mniejs zą  złożonością  
ob liczeniową . G łó wnymi wadami tych  metod redukcji jes t jednak 
b rak gwarancji zach owania s tab ilności modelu zredukowanego 
(dla znacznej części opracowanych  algorytmó w). 
R edukcja metodą  momentó w opiera s woje działanie na możli-

wości przeds tawienia trans mitancji modelu w pos taci rozwinięcia 
w s zereg L aurenta wokó ł punktu s =  so (7 ) [ 1 -3 ] . W s pó łczynniki 
tego rozwinięcia (ηi) nazywane s ą  momentami modelu w punkcie 
so. W  wyniku operacji redukcji, z modelu pierwotnego wydzielo-
ne zos taje pierws zych  k momentó w, na pods tawie któ rych  wyzna-
czona zos taje trans mitancja modelu zredukowanego (8 ). 
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M etody S V D -K ryłowa umożliwiają  natomias t zas tą pienie b ar-

dzo czas och łonnego ob liczania gramianó w przez wyznaczenie ich  
aproks ymacji. A lgorytmy aproks ymują ce b azują  na wyznaczeniu 
podprzes trzeni K ryłowa [ 5 ] , metodach  A D I  (ang. alternating  
direction im p licite) [ 5 , 8 ] , S m ith  [ 8 ]  lub  wyznaczają c dekompozy-
cję na b azie f unkcji włas nych  P O D  (ang. P rop er O rth og onal 
D ecom p osition) [ 1 2 ] . A lgorytmy te łą czą  w s ob ie zalety metod 
redukcji S V D  oraz K ryłowa, tj. przy zach owaniu poró wnywalnej  
z metodami K ryłowa złożoności ob liczeniowej, gwarantują  za-
ch owanie s tab ilności modelu zredukowanego. 
O cena zredukowanych  modeli matematycznych  ob iektó w s te-

rowania, uzys kanych  z zas tos owaniem ró żnych  tech nik redukcji, 
wymaga wprowadzenia odpowiednich  miar b łędu aproks ymacji. 
M odele M I M O  częs to ch arakteryzują  s ię znacznymi ró żnicami 
wartości modułó w trans mitancji dla pos zczegó lnych  toró w oraz 
znaczną  zmiennością  modułu trans mitancji w f unkcji częs totliwo-
ści. Z  tego względu zas tos owanie normy H ankela b łędu aproks y-
macji [ 1 , 2 ]  nie zaws ze pozwala poprawnie ocenić  jakość  aprok-
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symacji. Z tego względu w p r acy [ 1 0 ]  wp r owadzon o mak symaln ą  
(9 )  or az ś r edn iok wadr atową  (1 0 )  miar ę b ł ędu ap r ok symacji dla 
zak r esu adek watn oś ci modelu,  k tó r e w zn aczn ie lep szym stop n iu 
umoż liwiają  ocen ę jak oś ci ap r ok symacji ch ar ak ter ystyk  częstotli-
woś ciowych  p r zez modele zr eduk owan e. M iar y te moż n a p r zed-
stawić  n astęp ują cymi zależ n oś ciami:  
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W  wyn ik u wł aś ciwie p r zep r owadzon ej op er acji r eduk cji mode-

lu uzysk uje się model n iż szego r zędu (p r zedstawion y tak ż e  
w p r zestr zen i stan u) ,  p op r awn ie ap r ok symują cy ch ar ak ter ystyk i 
częstotliwoś ciowe modelu p ier wotn ego dla p oszczegó ln ych   
wejś ć  i wyjś ć ,  w zadan ym p r zedziale częstotliwoś ci. M odel tak i 
n ie zawier a op ó ź n ień ,  a otr zyman e macier ze Ar,  Br,  Cr,  Dr n ie 
p ozwalają  n a f izyk aln ą  in ter p r etację wł aś ciwoś ci dyn amiczn ych  
ob iek tu.  
I n n ym p odejś ciem do r eduk cji modeli jest zastosowan ie ap r ok -

symacji ch ar ak ter ystyk  częstotliwoś ciowych  dla p oszczegó ln ych  
wielk oś ci wejś ciowych  i wyjś ciowych  (uk ł ady S I S O ) ,  w zadan ym 
p r zedziale częstotliwoś ci p r zy p omocy tr an smitan cji wymier n ych  
n isk iego r zędu z uwzględn ien iem ewen tualn ych  op ó ź n ień .  
W  ogó ln ym p r zyp adk u model zr eduk owan y ma n astęp ują cą  p o-
stać :  
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gdzie:  ( ) iimi
mi bsbsbsL 01 +++= L ,  ( ) iini

ni asasasM 01 +++= L . 
S top n ie wielomian ó w or az op ó ź n ien ia dob ier an e są  in dywidualn ie 
dla k aż dego sygn ał u wejś ciowego i wyjś ciowego modelu,  b ior ą c 
p od uwagę dok ł adn oś ć  ap r ok symacji or az p r zesł an k i f izyk aln e.  
Zadan ie r eduk cji modelu zł oż on ego moż n a sp r owadzić  w tak im 

p r zyp adk u do wyzn aczen ia wsp ó ł czyn n ik ó w wielomian ó w tr an s-
mitan cji modelu zr eduk owan ego or az czasó w op ó ź n ien ia 
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LLLLLLL ,  n a p od-

stawie min imalizacji b ł ędu ap r ok symacji:  
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gdzie:  N - liczb a p un k tó w n a osi częstotliwoś ci,  dla k tó r ych  wy-
zn aczon o war toś ci tr an smitan cji widmowej modelu zł oż on ego  
or az modelu zr eduk owan ego (p un k ty te p owin n y b yć  r ozmiesz-
czon e r ó wn omier n ie n a logar ytmiczn ej osi częstotliwoś ci) .  
W  k on k r etn ych  p r zyp adk ach  moż e ok azać  się n iezb ędn e wp r o-

wadzen ie wagowych  f un k cji częstotliwoś ciowych  w celu zap ew-
n ien ia wł aś ciwej ap r ok symacji ch ar ak ter ystyk  częstotliwoś cio-
wych  w ok r eś lon ych  p r zedział ach  częstotliwoś ci,  n p .:  φ(ω ) = ω-1. 
U zysk an e tr an smitan cje modelu zr eduk owan ego (1 1 )  moż n a 

in ter p r etować ,  ok r eś lają c stał e czasowe,  częstotliwoś ci wł asn e,  
czasy op ó ź n ień ,  itp . P ozwala to n a lep sze zr ozumien ie wł aś ciwo-
ś ci dyn amiczn ych  ob iek tu. U względn ien ie op ó ź n ień  w modelu 
zr eduk owan ym p ozwala w wielu p r zyp adk ach  n a zn aczn e ogr an i-
czen ie r zędu modelu zr eduk owan ego. 
Ze względu n a zalety i wady ob ydwu metod r eduk cji,  p r awdo-

p odob n ie jest n iezb ędn e zastosowan ie ob ydwu p odejś ć . 
 

5. P o d s u m o w a n i e  
 
D la celó w ster owan ia ob iek tami zł oż on ymi n iezb ędn a jest zn a-

jomoś ć  ich  modeli matematyczn ych ,  k tó r e są  twor zon e p r zez 
modelowan ie zjawisk  zach odzą cych  w ob iek cie. Zł oż on oś ć  two-
r zon ych  modeli stale r oś n ie,  co w zn aczn ym stop n iu utr udn ia 
b ezp oś r edn ie wyk or zystan ie metod i ś r odk ó w p r ogr amowych  
an alizy ob iek tó w or az syn tezy algor ytmó w ster owan ia. Ł atwoś ć  
uzysk iwan ia zł oż on ych  modeli op isują cych  wł aś ciwoś ci ob iek tó w 
ster owan ia p ocią ga za sob ą  k on ieczn oś ć  zastosowan ia h ier ar -
ch iczn ej str uk tur y or az dek omp ozycję n a szer eg p r ostszych  do 
zamodelowan ia p odsystemó w. N a wszystk ich  wyż szych  p ozio-
mach  model h ier ar ch iczn y zawier a p odsystemy n ależ ą ce do p o-
ziomu n iż szego wr az z ok r eś lon ą  top ologią  p owią zań  między 
n imi.  
W ielop oziomowa k on str uk cja modelu daje moż liwoś ć  an alizy 

p r zez zastosowan ie p r ocedur y agr egacji. J edn ym z zasadn iczych  
jej ś r odk ó w jest r eduk cja modelu n a p oszczegó ln ych  p oziomach  
h ier ar ch iczn ej str uk tur y. P odejś cie tak ie umoż liwia stwor zen ie 
z r e d u k o w a n e g o  m o d e l u  h i e r a r c h i c z n e g o ,  zawier ają cego zb ió r  
modeli n a k aż dym z p oziomó w h ier ar ch ii,  ch ar ak ter yzują cych  się 
r ó ż n ymi zak r esami adek watn oś ci or az dok ł adn oś cią  ap r ok symacji 
wł aś ciwoś ci ob iek tu ster owan ia. 
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