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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a r t y k u l e  z a p r e z e n t o w a n o  z a g a d n i e n i a  z w i ą z a n e  z  r e d u k c j ą  z ł o ż o n y c h  
mo d e l i  o b i e k t ó w  s t e r o w a n i a .  Pr z e d s t a w i o n o  p o d s t a w o w e  g r u p y  me t o d  
r e d u k c j i  w r a z  z  o mó w i e n i e m i c h  w a d  i  z a l e t  d l a  c e l ó w  r e d u k c j i  z ł o ż o n y c h  
mo d e l i  o b i e k t ó w  s t e r o w a n i a .  Z a p r o p o n o w a n o  w p r o w a d z e n i e  n o w e j  mi a r y  
b ł ę d u  a p r o k s y ma c j i  d l a  o c e n y  d o k ł a d n o ś c i  a p r o k s y ma c j i  mo d e l u  z r e d u -
k o w a n e g o .  D o b ó r  p a r a me t r ó w  me t o d  r e d u k c j i  p o d  k ą t e m mi n i ma l i z a c j i  t e j  
mi a r y  b ł ę d u  u mo ż l i w i a  u z y s k a n e g o  z n a c z n i e  l e p s z y c h  r e z u l t a t ó w  r e d u k c j i  
n i ż  mi n i ma l i z a c j a  n o r my  H a n k e l a  b ł ę d u  a p r o k s y ma c j i .  
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  r e d u k c j a  mo d e l u ,  mo d e l e  z ł o ż o n e .  
 
P rob l ems  of  a comp l ex  p l an t  model s  redu ct ion  

 
A b s t r a c t  

 
M o d e l  o r d e r  r e d u c t i o n  p r o b l e ms  o f  c o mp l e x  c o n t r o l  mo d e l  a r e  p r e s e n t e d  
i n  t h i s  p a p e r .  T h e  a r t i c l e  p r e s e n t s  b a s i c  me t h o d  g r o u p  o f  c o mp l e x  c o n t r o l  
mo d e l s  r e d u c t i o n .  O u t  o f  t h e  ma n y  me t h o d s  k n o w n  f r o m t h e  l i t e r a t u r e ,  t h e  
me t h o d s  b a s e d  o n  b a l a n c i n g  a  s y s t e m a n d  t h e n  r e d u c i n g  i t  ( S V D  me t h o d )  
h a v e  b e c o me  o f  g r e a t  s i g n i f i c a n c e  [ 1 ,  2,  5 ,  6 ,  1 0 ,  1 1 ,  1 3 ,  1 7 ,  23 ] .  Al s o  
Kr y l o v -b a s e d  a p p r o x i ma t i o n  me t h o d s  a r e  w i d e l y  u s e d ,  w h i c h  a r e  b a s e d  o n  
mo me n t  ma t c h i n g  o f  t h e  i mp u l s e  r e s p o n s e  o f  t h e  r e d u c e d  s y s t e m [ 1 -3 ,  7 ,  
9 ,  20 ] .  M o s t  o f  t h e  M I M O  mo d e l s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  b y  l a r g e  d i f f e r e n c e s  i n  
g a i n  c h a r a c t e r i s t i c  a n d  g a i n  v a r i a b i l i t y  i n  f r e q u e n c y  f u n c t i o n  ( F i g .  1 ) .  T h e  
H a n k e l  n o r m o f  a p p r o x i ma t i o n  e r r o r  ( 4 )  c a n ’ t  b e  u s e d  t o  e s t i ma t e  q u a l i t y  
o f  a p p r o x i ma t i o n  g a i n  c h a r a c t e r i s t i c  ( F i g .  2) .  Au t h o r s  p r o p o s e  i n  t h e  p a p e r  
n e w  a p p r o x i ma t i o n  e r r o r  me a s u r e  f o r  r e d u c e d  mo d e l s  o f  c o n t r o l  o b j e c t s  
( 5 ) .  M i n i mi z i n g  t h i s  a p p r o x i ma t i o n  e r r o r  f o r  s e l e c t i o n  o f  me t h o d  r e d u c t i o n  
p a r a me t e r s  g i v e s  b e t t e r  r e s u l t s  t h a n  mi n i mi z i n g  H a n k e l  n o r m o f  a p p r o x i ma t i o n  
e r r o r  ( T a b .  1 ,  F i g .  2) .  T h e  r e d u c t i o n  r e s u l t s  o f  a  s t r u c t u r a l  mo d e l  o f   
c o mp o n e n t  1 r  ( R u s s i a n  s e r v i c e  mo d u l e )  o f  t h e  I n t e r n a t i o n a l  S p a c e  S t a t i o n  
[ 4 ]  a r e  a l s o  d e s c r i b e d  i n  t h e  p a p e r  [ 4 ] .  
 
K e y w o r d s :  mo d e l  r e d u c t i o n ,  c o mp l e x  mo d e l s .  
 
1 .  Ws t ę p  
 
O d w ielu  lat  w  p r akt yc e in ż yn ier s kiej  m am y do c z yn ien ia z  in -

t en s yw n ym  r oz w oj em  op r og r am ow an ia s ł u ż ą c eg o do m odelow a-
n ia i s ym u lac j i z ł oż on yc h  ob iekt ó w  s t er ow an ia.  W  w yn iku  t eg o  
w  b ar dz o s z yb kim  t em p ie r oś n ie z ł oż on oś ć  m odeli m at em at yc z -
n yc h .  S z c z eg ó ln ie is t ot n y w p ł yw  n a w z r os t  z ł oż on oś c i m odeli 
m at em at yc z n yc h  m a r oz w ó j  p r og r am ó w  do m odelow an ia u kł adó w  
o p ar am et r ac h  r oz ł oż on yc h  z  z as t os ow an iem  m et ody elem en t ó w  
s koń c z on yc h .  P r og r am y t akie au t om at yc z n ie g en er u j ą  t ys ią c e 
elem en t ó w  s koń c z on yc h ,  a w ym iar  u z ys kan yc h  m odeli m at em a-
t yc z n yc h  w  p r z es t r z en i s t an u  c z ęs t o p r z ekr ac z a dz ies ią t ki t ys ięc y 
[ 1 ,  4 ,  2 4 ] .  T ak w ys oka z ł oż on oś ć  m odelu  m at em at yc z n eg o p oc ią -
g a z a s ob ą  dł u g ie c z as y s ym u lac j i kom p u t er ow ej ,  z n ac z n e z ap o-
t r z eb ow an ie  n a  m oc   ob lic z en iow ą   kom p u t er ó w   or az   p r ob lem y 
n u m er yc z n e w ys t ęp u j ą c e s z c z eg ó ln ie dla m odeli o du ż ej  s z t yw n oś c i.  
D la c eló w  s t er ow an ia s ys t em am i n iez b ędn a j es t  z n aj om oś ć  ic h  

m odeli m at em at yc z n yc h ,  kt ó r e s ą  adekw at n e w  z adan ym  p r z edz ia-
le am p lit u d i c z ęs t ot liw oś c i s yg n ał ó w .  W ys oka z ł oż on oś ć  m odelu  
m at em at yc z n eg o w  z n ac z n ym  s t op n iu  u t r u dn ia b ez p oś r edn ie 
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i  I n f o r m a t y k i  P o l i t e c h n i k i  Ś l ą s k i e j .  H a b i l i t a c j a  n a  
U n i w e r s y t e c i e  E l e k t r o t e c h n i c z n y m  w  S a n k t  P e t e r s -
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w ykor z ys t an ie m et od i ś r odkó w  p r og r am ow yc h  an aliz y w ł aś c iw o-
ś c i dyn am ic z yc h  or az  s yn t ez y alg or yt m ó w  s t er ow an ia.  W  w yn iku  
t eg o,  p ods t aw ow ym  s t aj e s ię p r ob lem  w yb or u  odp ow iedn ic h  
m et od r edu kc j i t ak,  ab y p r z y m aks ym aln ym  z ac h ow an iu  adekw at -
n oś c i og r an ic z yć  z ł oż on oś ć  m odelu .  
P odc z as  r edu kc j i,  m odel p ier w ot n y j es t  ap r oks ym ow an y p r z ez  

m odel n iż s z eg o r z ędu ,  kt ó r y z ap ew n ia w ym ag an ą  dokł adn oś ć  
ap r oks ym ac j i.  M odel z r edu kow an y n ie u w z g lędn ia c z ęś c i z j aw is k 
m aj ą c yc h  m iej s c e w  ob iekc ie r z ec z yw is t ym .  C h ar akt er yz u j e s ię on  
og r an ic z on ym  z akr es em  adekw at n oś c i,  kt ó r y dla m odeli lin io-
w yc h  okr eś la s ię p r z ez  p r z edz iał  c z ęs t ot liw oś c i w  kt ó r ym  ap r ok-
s ym u j e w ł aś c iw oś c i ob iekt u  z  z adan ą  dokł adn oś c ią .   
Z adan ie r edu kc j i m odelu  lin iow eg o m oż e b yć  p r z eds t aw ion e 

n as t ęp u j ą c o:  n a p ods t aw ie s t ab iln eg o (lu b  n ies t ab iln eg o)  m odelu  
r z ędu  n (m odel p ier w ot n y) , p r z eds t aw ion eg o w  p r z es t r z en i s t an u  
(1 ) ,  n ależ y w yz n ac z yć  m odel z r edu kow an y r z ędu  k (2 ) ,  g dz ie k<n,  
t aki,  ab y okr eś lon a n or m a b ł ędu  ap r oks ym ac j i | | y(t )  – yr(t ) | |  p r z yj -
m ow ał a w ar t oś ć  m in im aln ą .  
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g dz ie:  nn×ℜ∈A ,  kk

r
×ℜ∈A ,  pn×ℜ∈B ,  pk

r
×ℜ∈B ,  nm×ℜ∈C ,  

km
r

×ℜ∈C ,  pm×ℜ∈D ,  pm
r

×ℜ∈D .   
R edu kc j a m odelu  n ie j es t  op er ac j ą  j edn oz n ac z n ą ,  dlat eg o t eż  

is t n iej e c ał y s z er eg  t ec h n ik p oz w alaj ą c yc h  n a p r z ep r ow adz en ie 
r edu kc j i m odelu  z ł oż on eg o [ 2 ,  6 ,  7 ,  8 ,  1 0 ,  1 1 ,  1 6 ,  1 7 ,  1 8 ,  2 0 ,  2 4 ] .  
 

2. M e t od y  r e d u k c j i  l i n i ow y c h  m od e l i   
z ł oż on y c h  ob i e k t ó w  s t e r ow a n i a  

 
P r ac e n ad z aaw an s ow an ym i m et odam i r edu kc j i m odeli lin io-

w yc h  r oz p oc z ęł y s ię w  koń c u  lat  6 0 .  u b ieg ł eg o s t u lec ia.  Z n ac z n a 
w ięks z oś ć  w c z es n yc h  m et od r edu kc j i op ier ał a s w oj e dz iał an ie n a 
ap r oks ym ac j i w ł aś c iw oś c i m odelu  z a p om oc ą  w ielom ian ó w  (an g .  
p olyn om ial ap p r ox im at ion s )  [ 8 ] .  W ięks z oś ć  w s p ó ł c z eś n ie w yko-
r z ys t yw an yc h  m et od r edu kc j i m odeli lin iow yc h  m oż n a p odz ielić  
n a t r z y g r u p y [ 1 ,  2 ] :  
• m et ody b az u j ą c e n a dekom p oz yc j i S V D  (r oz kł adz ie w z g lędem  
w ar t oś c i s z c z eg ó ln yc h ) .  W ykor z ys t u j ą  on e t eor ię z r ó w n ow aż o-
n ej  r ealiz ac j i m odelu  (an g .  Balanced Realization ) .   

• m et ody m om en t ó w ,  kt ó r e op ier aj ą  s w oj e dz iał an ie n a m oż liw o-
ś c i p r z eds t aw ien ia t r an s m it an c j i m odelu  w  p os t ac i r oz w in ięc ia 
w  s z er eg  L au r en t a w okó ł  j edn eg o lu b  w ielu  p u n kt ó w .  Z e 
w z g lędó w  n u m er yc z n yc h  n aj w ięks z e z n ac z en ie s p oś r ó d w ielu  
m et od m om en t ó w  u z ys kał y alg or yt m y b az u j ą c e n a w yz n ac z e-
n iu  p odp r z es t r z en i K r ył ow a.   
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• metody łączące zalety obydwu grup – S V D -K ryłowa.  
M etody redukcji modelu bazujące na dekompozycji S V D  zapo-

czątkowane zos tały pracami M oore’ a [ 1 7 ] .  K oncepcja zró wnowa-
żonej realizacji modelu była przełomem w dziedzinie redukcji 
liniowych  modeli dynamicznych .  U możliwia ona w pros ty s pos ó b 
wydzielenie częś ci dominującej oraz redukcję modelu poprzez 
„ obcięcie”  macierzy opis ujących  dynamikę modelu w przes trzeni 
s tanó w (ang.  B alanced Truncation) .  K oncepcja zró wnoważonej 
realizacji modelu s tała s ię pods tawą opracowania metody redukcji 
BTA (ang.  B alanced Truncation A pprox imation)  [ 1 7 ] .  D o pod-
s tawowych  zalet tej metody redukcji można zaliczyć  zagwaranto-
wanie zach owania s tabilnoś ci modelu zredukowanego oraz moż-
liwoś ć  os zacowania błędu aproks ymacji.  M etoda ta,  pierwotnie 
opracowana dla liniowych  modeli as ymptotycznie s tabilnych ,  
s tała s ię pods tawą do opracowania metod redukcji modeli nies ta-
bilnych  [ 5 ] .  S tworzono ró wnież wiele modyf ikacji metody BTA 
eliminujących  jej wady np. :  S P A (ang.  S ing ular P erturb ation 
A pprox imation)  [ 5 ,  1 6 ] .  M etoda ta znacznie poprawia aproks yma-
cję ch arakterys tyk częs totliwoś ciowych  dla s tanu us talonego oraz 
nis kich  częs totliwoś ci.  
W  1 9 8 4  roku K .  G lover przeds tawił optymalną metodę redukcji 

względem normy H ankela (ang.  H ank el N orm A pprox imation )  [ 2 ,  
1 1 ]  oraz zależnoś ci umożliwiające os zacowanie jej błędu aprok-
s ymacji.  M etoda H N A gwarantuje dwukrotnie mniejs zy maks y-
malny błąd aproks ymacji niż BTA ,  jednak okupione jes t to więk-
s zą złożonoś cią obliczeniową algorytmu.  
U ogó lnieniem metod BTA oraz H N A s ą metody F W  (ang.  

F req uency  W eig h ted) ,  wprowadzające częs totliwoś ciowe f unkcje 
wagowe (Wi – wejś ciową f unkcję wagową oraz  Wo – wyjś ciową 
f unkcję wagową) .  P rzy odpowiednim dobraniu ws pó łczynnikó w 
wagowych  metoda ta umożliwia znaczne poprawienie wynikó w 
aproks ymacji modelu dla zadanego przedziału częs totliwoś ci.  
P ierws zą tego typu metodę zaproponował E nns  w 1 9 8 4  r.  [ 6 ] ,  
jednakże przeds tawiony algorytm nie gwarantował zach owania 
s tabilnoś ci modelu zredukowanego dla jednoczes nego zas tos owa-
nia obu f unkcji wagowych .  W ada ta zos tała us unięta w algoryt-
mach  zaproponowanych  w pracach  L in i C h iu oraz W anga [ 2 3 ] .  
W prowadzenie wag częs totliwoś ciowych  jes t możliwe ró wnież 

w s pos ó b poś redni,  poprzez modyf ikację zależnoś ci,  z któ rych  
wyznaczane s ą gramiany.  W yró żnić  można dwie metody:  F D  
(ang.  F req uency  D omain)  [ 2 ,  1 0 ] ,  gdy gramiany s ą wyznaczane  
w dziedzinie częs totliwoś ciowej oraz TL BT (ang.  Time Limited 
B alanced Truncation)  [ 1 0 ,  1 3 ]  dla dziedziny czas u.  
O s obną grupę metod s tanowią metody B alanced S toch astic 

Truncation [ 2 ,  1 8 ] ,  wyznaczające gramiany z ró wnań  R iccatiego.  
U możliwiają one wyznaczenie modelu zredukowanego z możli-
woś cią os zacowania jego względnego błędu aproks ymacji.  Zas to-
s owanie metody BS T możliwe jes t jednak wyłącznie dla s tabil-
nych  modeli kwadratowych  [ 2 ] .  
W adą metod opartych  na dekompozycji S V D  jes t znaczna zło-

żonoś ć  algorytmó w redukcji.  P omimo s woich  niewątpliwych  
zalet,  do któ rych  w pierws zej kolejnoś ci można zaliczyć  zach o-
wanie s tabilnoś ci modelu zredukowanego,  metody te nie s ą prak-
tycznie wykorzys tywane dla modeli o liczbie ws pó łrzędnych  s tanu 
więks zej niż 1 0 4.  S powodowane jes t to znaczną złożonoś cią obli-
czeniową oraz niepraktycznoś cią algorytmó w wyznaczania gra-
mianó w dla tak dużych  modeli.  W  literaturze [ 1 ,  2 ]  dla s ys temó w 
o liczbie zmiennych  s tanu więks zej niż 1 0 4,  proponowane jes t 
wykorzys tanie metod momentó w.  C h arakteryzują s ię one znacznie 
mniejs zą złożonoś cią obliczeniową.  G łó wnymi wadami tych  
metod redukcji jes t jednak brak gwarancji zach owania s tabilnoś ci 
modelu zredukowanego (dla znacznej częś ci opracowanych  algo-
rytmó w) .  Zazwyczaj ch arakteryzują s ię one także mniejs zą do-
kładnoś cią aproks ymacji ch arakterys tyki amplitudowo-f azowej  
w poró wnaniu z metodami BT,  a w s zczegó lnoś ci z metodami 
wprowadzającymi wagi częs totliwoś ciowe [ 1 2 ] .  
J edną z najpros ts zych  metod redukcji bazującą na metodzie 

momentó w jes t AW E  (ang.  A sy mptotic W av ef orm E v aluation ) .  
Zaproponowana przez P illage oraz R oh rera w 1 9 9 0  roku [ 2 0 ] ,  
metoda AW E  wykorzys tuje f akt,  że trans mitancję modelu pier-

wotnego,  przeds tawioną w pos taci rozwinięcia as ymptotycznego 
wokó ł dwó ch  punktó w s =  0  oraz s =  ∞  można dobrze aproks y-
mować  wielomianem P ade.  B ezpoś rednie wyznaczenie wartoś ci 
momentó w powoduje jednakże znaczne problemy natury nume-
rycznej.  O granicza to w znacznym s topniu przydatnoś ć  tej metody 
dla celó w redukcji [ 7 ] .  
Znacznie więks ze znaczenie praktyczne os iągnęły algorytmy 

opierające s woje działanie na wyznaczeniu podprzes trzeni K ryło-
wa [ 2 ,  3 ] .  M etody te wymagają wyznaczenia bazy ortonormalnej.  
K las yczna ortogonalizacja G rama-S ch midta jes t jednak mało 
dokładna numerycznie.  D latego też duże znaczenie os iągnęły dwa 
algorytmy:  algorytm Arnoldiego (zmodyf ikowana ortogonalizacja 
G rama-S ch midta)  oraz nies ymetryczny algorytm L anczos a.  W ięk-
s zoś ć  opracowanych  metod opartych  na metodach  momentó w jes t 
zdef iniowana wyłącznie dla modeli o jednym wejś ciu i wyjś ciu,  
gdy wartoś ci momentó w s ą s kalarami.  Zaledwie kilka metod 
zos tało uogó lnionych  na modele o wielu wejś ciach  i wyjś ciach  
(momenty s ą macierzami) .  D o takich  metod można zaliczyć  m. in. :  
M P V L  (ang.  Matrix  P ade v ia Lancz os )  [ 9 ]  oraz metody blokowe 
Arnoldiego oraz L anczos a [ 2 ] .  
D la celó w redukcji wykorzys tano ró wnież przeks ztałcenia  

Fouriera.  Algorytm F M R  (ang.  F ourier Model R eduction )  bazuje 
na iteracyjnym algorytmie wyznaczenia ws pó łczynnikó w Fouriera 
[ 2 4 ] ,  natomias t jej modyf ikacja (R ational K rylov–FM R )  umożli-
wia pominięcie bezpoś redniego wyznaczenia ws pó łczynnikó w 
Fouriera i wyznaczenie baz ortonormalnych  za pomocą algorytmu 
Arnoldiego [ 1 4 ] .  Za trans mitancję dys kretnego modelu zreduko-
wanego przyjmuje s ię pierws zych  m dys kretnoczas owych  ws pó ł-
czynnikó w Fouriera modelu pierwotnego.  O trzymany tą metodą 
model zredukowany dobrze aproks ymuje właś ciwoś ci dynamiczne 
obiektu zwłas zcza dla nis kich  częs totliwoś ci.  Ze względu na brak 
możliwoś ci zas tos owania f iltró w wagowych ,  jes t on jednak za-
zwyczaj mniej dokładny niż model otrzymany za pomocą metod 
f req uency weigh ted.  
O pracowano ró wnież metody łączące dotych czas  dwie oddziel-

ne grupy metod (metody K rylov-S V D ) .  U możliwiają one zas tą-
pienie bardzo czas och łonnego obliczania gramianó w z ró wnań  
L apunowa przez wyznaczenie ich  aproks ymacji [ 2 ,  1 5 ,  1 9 ] .  D la 
modeli o dużej złożonoś ci kolejne wartoś ci włas ne gramianó w 
(σi )  zazwyczaj bardzo s zybko maleją.  G ramiany można zatem 
aproks ymować  z dużą dokładnoś cią za pomocą dodatnio okreś lo-
nych  macierzy nis kiego rzędu.  U możliwia to zas tos owanie itera-
cyjnych  algorytmó w nis kiego rzędu,  o złożonoś ci obliczeniowej  
�(n2)  [ 1 5 ] .  Algorytmy nis kiego rzędu bazują na wyznaczeniu 
podprzes trzeni K ryłowa [ 1 5 ] ,   metodach  AD I  (ang.  alternating  
direction implicite )  [ 1 5 ,  1 9 ] ,  S mith a [ 1 9 ]  lub wyznaczając dekom-
pozycję na bazie f unkcji włas nych  P O D  (ang.  P roper O rth og onal 
D ecomposition )  [ 2 2 ] .  Algorytmy te łączą w s obie zalety metod 
redukcji S V D  oraz K ryłowa (metody S V D -K ryłowa) ,  tj.  przy 
zach owaniu poró wnywalnej z metodami K ryłowa złożonoś ci 
obliczeniowej gwarantują zach owanie s tabilnoś ci modelu zredu-
kowanego.  D la s tabilnych  modeli wys okiego rzędu (n >  5 0 0 )  oraz 
małej liczbie wejś ć  i wyjś ć  (n/p,  n/m >  1 0 0 ) ,  algorytmy nis kiego 
rzędu AD I  oraz S mith a zaimplementowano dla pakietu  
MATLAB / S imulink  w przyborniku L Y AP AC K .  Algorytmy te s ą jednak 
potencjalnie nies tabilne,  co może powodować  znaczne błędy 
aproks ymacji gramianó w,  i uniemożliwiają uzys kanie zadowalają-
cych  rezultató w redukcji.  
 

3. M i a r y  b ł ę d u  a p r o k s y m a c j i  m o d el i   
z r ed u k o w a n y c h  

 
P ods tawowym zadaniem projektanta przed przys tąpieniem do 

redukcji modelu jes t okreś lenie wymagań  s tawianych  modelom 
zredukowanym,  któ re zależą głó wnie od przys złego ich  zas tos o-
wania.  W  s zczegó lnoś ci,  konieczne jes t okreś lenie zakres u ade-
kwatnoś ci oraz błędu aproks ymacji ch arakteryzującego jakoś ć  
aproks ymacji ch arakterys tyk częs totliwoś ciowych .  
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Dla modeli matematycznych obiektów sterowania zakres ade-
kwatnoś ci def iniuje się p op rzez p odanie maksymalnej częstotli-
woś ci,  dla której model p op rawnie ap roksymuje charakterystyki 
częstotliwoś ciowe obiektu. Dla częstotliwoś ci większych od za-
kresu adekwatnoś ci,  bł ą d ap roksymacji modelu zredukowaneg o 
może zatem znacznie wzrosną ć ,  nie wp ł ywają c neg atywnie na 
ocenę p rzydatnoś ci modelu dla celów sterowania. C elem redukcji 
jest więc wyznaczenie modelu zredukowaneg o o jak najniższym 
rzędzie,  który będzie się charakteryzował  okreś lonym bł ędem 
ap roksymacji dla zadaneg o zakresu adekwatnoś ci.  
M etody redukcji,  bazują ce na dekomp ozycji S V D,  umożliwiają  

oszacowanie normy bł ędu ap roksymacji modelu zredukowaneg o. 
M odel zredukowany metodą  BTA lub S P A charakteryzuje się 
normą  �∞ bł ędu ap roksymacji mniejszą  niż p odwojona suma 
wartoś ci H ankela,  która zostaje odrzucona ( dla metody H N A bł ą d 
ten jest dwukrotnie mniejszy)  [ 2 ,  1 1 ] . 
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Z  literatury znane są  również oszacowania bł ędów ap roksyma-

cji dla metod wp rowadzają cych wag i częstotliwoś ciowe. Z ależno-
ś ci te wp rowadzają  dodatkowe wsp ół czynniki p ochodzą ce od 
wartoś ci H ankela f unkcji wag owych. N ie istnieje jednak żadna 
zależnoś ć ,  która umożliwiał aby oszacowanie wartoś ci bł ędu 
ap roksymacji dla og raniczoneg o zakresu częstotliwoś ci.  
M odele M I M O  mog ą  charakteryzować  się znacznymi różnica-

mi wartoś ci moduł ów transmitancji dla p oszczeg ólnych torów 
oraz p odleg ać  znacznej zmiennoś ci moduł u transmitancji w f unk-
cji częstotliwoś ci. Z  teg o wzg lędu p orównanie wartoś ci norm 
H ankela bł ędu ap roksymacji modeli zredukowanych ( 4 )  nie zaw-
sze p ozwala p op rawnie ocenić  jakoś ć  ap roksymacji charakterystyk 
częstotliwoś ciowych. 
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g dzie:  ( ) 1σσ =A  dla *
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UA 


= r ,  ( )rr diag σσ ,,1 L=Σ ,  

rσσσ ≥≥≥ L21 . 
Z nacznie bardziej rep rezentatywne wyniki daje p orównanie 

bł ędów wzg lędnych modelu zredukowaneg o. J ako kryterium 
oceny jakoś ci ap roksymacji modelu zredukowaneg o można wy-
brać  bł ą d maksymalny lub ś redniokwadratowy ( 5 ) ,  który dla 
szerokieg o zakresu adekwatnoś ci jest bardziej miarodajny niż 
wartoś ć  maksymalna bł ędu. 
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g dzie:  p,m – liczba wejś ć / wyjś ć  modelu,  N − liczba p unktów 
ap roksymacji,  G(x,y) – transmitancja modelu p omiędzy wejś ciem x 
a wyjś ciem y modelu 
 

4. Z as t o s o w an i e  r e d u k c j i  n a p r z y k ł ad z i e   
m o d e l u  m o d u ł u  1 R  M i ę d z y n ar o d o w e j   
S t ac j i  K o s m i c z n e j  

 
M iędzynarodowa S tacja K osmiczna jest zł ożonym obiektem 

sterowania. P ierwotne modele matematyczne każdeg o z moduł ów 
mog ą  zawierać  do kilkuset zmiennych stanu. M odele p oszczeg ól-
nych p odsystemów są  wykorzystywane p rzez ukł ady sterowania,   
a w szczeg ólnoś ci p rzez system nawig acji oraz kontroli p oł ożenia 
stacji. Z e wzg lędu na mał ą  wydajnoś ć  obliczeniową  zainstalowa-
nych na stacji systemów komp uterowych,  wymag ane jest zasto-

sowanie modeli oraz ukł adów sterowania o mał ej zł ożonoś ci. 
K onieczna jest zatem op eracja redukcji modeli p oszczeg ólnych 
p odsystemów. 
W  rozdziale p rzedstawiono wyniki redukcji dla moduł u 1 R  

( zawierają ceg o elementy Z a r j a ,  U ni t y oraz Z w i e z d a ) ,  który jest 
szeroko wykorzystywany w celach p orównawczych dla różnych 
metod oraz alg orytmów redukcji [ 2 ,  1 2 ] . O p racowany model 
MIMO stacji kosmicznej zawiera 3  wejś cia,  3  wyjś cia oraz n= 2 7 0  
zmiennych stanu [ 4 ] . W szystkie p rzedstawione modele zreduko-
wane zawierają  k = 3 0  zmiennych stanu i op racowane został y p od 
ką tem minimalizacji bł ędu ap roksymacji dla zakresu adekwatnoś ci 
ω <  1 0  rad/ s. 
N a rys. 1  p rzedstawiono największe wartoś ci szczeg ólne modu-

ł u transmitancji oraz bł ędu ap roksymacji w f unkcji częstotliwoś ci 
dla modeli zredukowanych uzyskanych metodą  B T A  oraz metody 
F W  ( oznaczenie F W 1)  dla której f iltry wag owe dobrano tak,  aby 
zminimalizować  normę �∞ bł ędu ap roksymacji ( 4 )  w zakresie 
adekwatnoś ci modelu. W  T ab. 1  p odano wartoś ci bł ędów ap rok-
symacji dla modeli uzyskanych za p omocą  różnych technik reduk-
cji dla cał ej dziedziny częstotliwoś ci oraz zakresu adekwatnoś ci 
modelu zredukowaneg o. 
 

 
 

 
 
Rys. 1. N a j w i ę k sz e  w a r t o ś ci  sz cz e g ó l n e  m o du ł u  t r a n sm i t a n cj i  o r a z  b ł ę du   

a p r o k sym a cj i  m o de l u  z r e du k o w a n e g o  
F i g . 1. T h e  l a r g e st  si n g u l a r  v a l u e  o f  t h e  f r e q u e n cy r e sp o n se ,  ( a )  o f  t h e  r e du ce d 

syst e m s,  ( b )  o f  t h e  e r r o r  syst e m s o f  t h e  st r u ct u r a l  m o de l  
 
 

T a b . 1. W z g l ę dn e  n o r m y H a n k e l a  o r a z  ś r e dn i o k w a dr a t o w y b ł ą d w z g l ę dn y m o de l i  
z r e du k o w a n ych  

T a b . 1. Re l a t i v e  e r r o r  n o r m s a n d r e l a t i v e  m e a n  sq u a r e  f o r  t h e  st r u ct u r a l  m o de l  [ 12 ] 
 

 B T A  F W 1 F W 2 RK  F M R 
�∞ [ * 10 -3] 3 , 8 9  8 4 , 9  6 6 , 1 13 3 , 8  8 5 6 , 3  
�∞ [ * 10 -3] 

dl a  ω < 10  r a d/ s 
1, 2 5  0 , 6 7 8  3 , 6 8  13 3 , 8  8 5 6 , 3  

∆6 5 7 5 , 8  4 8 7 , 1 1, 15  0 , 5 6 6  12 , 6 7  
 
P orównanie wartoś ci norm �∞ bł ędów ap roksymacji nie umoż-

liwia jednak oceny dokł adnoś ci ap roksymacji charakterystyk 
częstotliwoś ciowych,  zwł aszcza dla torów 2 nd ->  3 th ( rys. 2 )  oraz 
3 th-> 2 nd,  o znacznie mniejszej wartoś ci moduł u transmitancji  
w p orównaniu do p ozostał ych torów modelu. M ał a wartoś ć  modu-
ł u transmitancji tych torów p owoduje,  że jakoś ć  ich ap roksymacji 
ma minimalny wp ł yw na dobór p arametrów f unkcji wag owych dla 
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metody FW ( model F W 1)  lub  na w yb ó r  zmiennyc h  s tanu c zę ś c i 
dominują c ej modelu dla metody B T A . 
 

  
R y s .  2 .  M o d u ł  t r an s m i t an c j i  m o d el u  p i er w o t n eg o  o r az  m o d el i  z r ed u k o w an y c h   

d l a t o r u  2 n d  i n p u t  ->  3 r d  o u t p u t  
F i g .  2 .  C o m p ar i s o n  o f  t h e g ai n  c h ar ac t er i s t i c  ( 2 n d  i n p u t  ->  3 r d  o u t p u t  )  o f  t h e 

o r i g i n al  s y s t em  an d  r ed u c ed  o r d er  s y s t em  
 

Z nac znie lep s ze r ezultaty r edukc ji moż na uzys kać  dob ier ają c  
p ar ametr y r edukc ji p od ką tem minimalizac ji zap r op onow anej 
p r zez autor ó w  w zg lę dnej miar y b ł ę du ap r oks ymac ji. N a r ys . 2  
p r zeds taw iono r ó w nież  c h ar akter ys tykę  c zę s totliw oś c iow ą  modelu 
zr edukow aneg o uzys kaneg o w  w yniku zas tos ow ania metody FW 
( F W 2)  or az R K  ( ang . R ational K r ylov )  z f unkc jami w ag ow ymi 
dob r anymi p od ką tem minimalizac ji ś r edniokw adr atow eg o b ł ę du 
ap r oks ymac ji. 
 
5. P o d s u m o w a n i e  
 
I ntens yw ny r ozw ó j op r og r amow ania s ł uż ą c eg o do modelow a-

nia i s ymulac ji zł oż onyc h  ob iektó w  s ter ow ania p ow oduje w zr os t 
zł oż onoś c i modeli matematyc znyc h . D uż a zł oż onoś ć  modeli  
w  znac znym s top niu utr udnia b ezp oś r ednie w ykor zys tanie metod  
i ś r odkó w  p r og r amow yc h  analizy ob iektó w  or az s yntezy alg or yt-
mó w  s ter ow ania. Z  teg o p ow odu koniec zne jes t zas tos ow anie 
r edukc ji tw or zonyc h  modeli matematyc znyc h . 
N ajlep s ze r ezultaty r edukc ji modeli matematyc znyc h  ob iektó w  

s ter ow ania o okr eś lonym zakr es ie adekw atnoś c i moż na uzys kać  
p op r zez odp ow iedni dob ó r  p ar ametr ó w  metod r edukc ji. 
O c ena zr edukow anyc h  modeli matematyc znyc h  ob iektó w  s te-

r ow ania,  uzys kanyc h  z zas tos ow aniem r ó ż nyc h  tec h nik r edukc ji 
or az r ó ż nyc h  w ar toś c i p ar ametr ó w  r edukc ji,  w ymag a w p r ow adze-
nia odp ow iednic h  miar  b ł ę du ap r oks ymac ji. Z e w zg lę du na og r a-
nic zony zakr es  adekw atnoś c i modelu zr edukow aneg o,  miar y te 
p ow inny okr eś lać  w ar toś ć  b ł ę du ap r oks ymac ji dla zakr es u ade-
kw atnoś c i uw zg lę dniają c  r ó ż nic ę  w ar toś c i moduł u tr ans mitanc ji 
dla p os zc zeg ó lnyc h  tor ó w  modelu. D ob r e r ezultaty r edukc ji moż -
na uzys kać  dob ier ają c  p ar ametr y r edukc ji p od ką tem minimaliza-
c ji ś r edniokw adr atow eg o w zg lę dneg o b ł ę du ap r oks ymac ji. 
P ow aż nym p r ob lemem p r aktyc znym jes t w yb ó r  alg or ytmu 

op tymalizac ji p ar ametr ó w  dla metod r edukc ji,  któ r y umoż liw ia 
minimalizac ję  b ł ę du ap r oks ymac ji modelu zr edukow aneg o  
w  zadanym zakr es ie adekw atnoś c i. W ys tę p ow anie w ielu eks tr e-
mó w  lokalnyc h  b ł ę du ap r oks ymac ji w  f unkc ji p ar ametr ó w  p o-
s zc zeg ó lnyc h  metod r edukc ji p ow oduje,  ż e alg or ytmy b azują c e na 
lokalnyc h  w ł aś c iw oś c iac h  f unkc ji s ą  mał o p r zydatne do w yzna-
c zenia minimum f unkc ji. K oniec zne jes t uż yc ie metod op tymali-
zac ji g lob alnej np . alg or ytmó w  ew oluc yjnyc h  [ 2 1 ] . 
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