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Streszczenie

W artykule za pomoca metody aksjomatycznej przedstawiono podstawy
rozszerzonej algebry algorytmow. Algebra ta obejmuje operacje sekwen-
cjonowania, eliminowania, zrdwnoleglenia, rewersowania oraz cykliczne-
go sekwencjonowania, eliminowania i zrownoleglenia, wykonywane na
unitermach. Podano definicj¢ algorytmu, do jakiego ma zastosowanie
rozszerzona algebra algorytmow. Istotg¢ zdefiniowanych operacji rozsze-
rzonej algebry algorytméw zilustrowano za pomoca rysunkow. Na przy-
ktadzie pokazano jej zastosowanie. Opis pordwnano z opisem algorytmow,
otrzymywanym za pomoca klasycznej algebry algorytmow.

Slowa kluczowe: uniterm, operacja, sekwencjonowanie, cykliczne se-
kwencjonowanie, eliminowanie, cykliczne eliminowanie, zrownoleglenie,
cykliczne zrownoleglenie, rewersowanie, algebra algorytmow.

The expansion of algorithm algebra
Abstract

Very often algorithms are described verbally or like a unit - diagram.
The well known methods offering algorithms are: Post [1], Turing [2],
Aho-Ullman-Hopcroft [3] or Schonhage [4] virtual machines, recursive
functions (calculus A, Church) [5], Markov algorithms [6], b-complexes of
Kolmogorov (Kolmogorov machine) [7], Krinitski universal algorithms
[8], and algorithm algebra [9]. It is obvious that verbal methods, and
methods of unit - diagram, as well as, algorithm methods [1] - [8] are
depicted by the intuition, not formally. Only by means of the algorithm
algebra, the algorithm description is getting into the formulae form, on
abstract and meaningful levels. The transformation and investigation
of their trustworthiness can be made on formulae of algorithms with
minimization target, by the specific operations. These advantages of
algebra algorithms beyond other methods of algorithm description make
a ground for it’s using. Classical algorithm algebra [9] manipulates over
conditional uniterms, which are delivered only two meanings (e.g. “yes”
and “no” or “0” and ”1”).Very often conditional uniterm can deliver more
than two meanings. For example, automation systems are operated in
a plenty of regimes. Score parameters are controlled in checking systems.
It is possible to describe the algorithms which contain more than 2
conditions by means of classical algebra algorithms. These formulae —
algorithms are complicated for apprehension. To avoid possible mistakes,
the expansion of the algorithm algebra is presented in the paper.

Keywords: uniterm, operation, sequencing, elimination, paralleling,
reversing, cyclic sequencing, cyclic elimination, cyclic paralleling.

1. Wprowadzenie

Systemy pomiarowe, automatyki i kontroli powinny funkcjo-
nowaé zgodnie z algorytmami zaimplementowanymi w nich
sprzgtowo, programowo lub sprzgtowo i programowo. Algorytmy
ich dziatania wymagaja $cisle okreslonej kolejnosci operacji.

Najczesciej algorytmy okres§la si¢ werbalnie lub w postaci
schematow blokowych. Istnieja takze znane metody opisu algo-
rytmow, takie jak metody wirtualnych maszyn Posta [1], Turinga
[2], Aho-Ullmana-Hopcrofta [3], Schonhage [4], funkcji rekur-
sywnych (rachunek A, Churcha) [5], algorytmow Markova [6],

b-kombleksow Kotmogorowa (maszyna Kolmogorova) [7], uni-
wersalnych algorytméw Krinitskiego [8] oraz algebra algorytmow
[9]. Algorytmy tworzone tymi metodami, za wyjatkiem [9], sg
opisywane intuicyjnie, a nie formalnie.

Algebra algorytméw ma zalety, ktore wyrdzniaja ja sposrod in-
nych metod. Za jej pomoca otrzymuje si¢ opisy algorytmdow
w postaci formul, na poziomie abstrakcyjnym jak i tresciowym.
Formuty algorytméw moga by¢ minimalizowane formalnie, przy
wykorzystaniu wtasciwosci operacji. Przeprowadzono sprawdze-
nie poprawnosci tych przeksztatcen.

Klasyczna algebra algorytmow [9] operuje jednak tylko uniter-
mami warunkowymi, przyjmujacymi tylko dwie wartosci (tak, nie
lub 0 i 1). Dosy¢ czgsto zdarza sig¢, ze uniterm warunkowy moze
przyjmowaé wigcej niz dwie wartosci. Np. wyniki otrzymane
z badan moga naleze¢ do kilku zakres6w pomiarowych, w auto-
matyce czesto systemy funkcjonuja w wielu rezimach (w maszy-
nach drukarskich steruje si¢ predkoscig poczatkowa, biegu jato-
wego 1 szeregiem predkosci roboczych), w systemach kontroli
najczegsciej kontroluje si¢ dziesiatki parametrow. Za pomoca
zasobow klasycznej algebry algorytméw mozna opisac algorytmy,
ktdre zawierajg unitermy warunkowe z kilkoma wartosciami. Taki
algorytm—formuta jest jednak skomplikowany i trudny do odczy-
tania. W pracy rozszerzono definicj¢ algebry algorytmow w celu
usuniecia tej wady.

2. Podstawowe pojecia algebry algorytmow

Wprowadzone zostana oznaczenia pojeé i operacji, na jakich
jest oparta algebra algorytmow.
1. Alfabet algebry algorytmow tworza:

1.1. Unitermy. To pojecie oznacza symbole i znaki, na ktorych
wykonywane sa operacje. Na przyktad unitermami s 1, 7, 13, a,
k, 1, x, v, z, y=x, y=kx, y>x, y=x2, z=x&y, z=xvy, p:=q, 0+1, xv,
fwy), A®), Fx,p.2).

Unitermy, ktore nie zaleza od zadnej zmiennej, dzielg si¢ na
state (np. 0, 2, n, m, ...), parametry (np. a, k, |) i zmienne (np. x, y,
z). Dla oznaczenia statych, z indeksami lub bez, wykorzystuje si¢
symbol c¢. Parametry, z indeksami lub bez, oznacza si¢ poczatko-
wymi literami alfabetu tacinskiego. Do oznaczenia zmiennych,
z indeksami lub bez, uzywa si¢ koncowych liter alfabetu tacin-
skiego.

Unitermy, ktdre zaleza od co najmniej jednej zmiennej, dziela si¢
na przedmiotowe (np. p:=q, y=x, y=atkx, y=x’, z7=x&y, y=x+z)
i abstraktowe (np. A, F(x), S(1,x), R(x,y), P(x,y,z)), ktore oznaczamy
wielkimi literami alfabetu facinskiego z indeksami lub bez nich.

1.2. Znaki operacji: M- sekwencjonowania; - elimi-
nowania; - zréwnoleglenia; - rewersowania; ¢ - sekwen-
cjonowania cyklicznego; ﬁ - eliminowania cyklicznego;
@ - zréwnoleglenia cyklicznego; = rowna sig;
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1.3. Niezwiazane operacjami cyklu unitermy-zmienne, wspol-
czynniki i state, z indeksami lub bez nich, oznaczane matymi
literami z poczatku alfabetu tacinskiego:

1 I
a, b, c,cy ..., ¢ C,C, o, C,C s

1.4. Zwiazane operacjami cyklu unitermy-zmienne, z indeksami
lub bez nich, oznaczane matymi literami z konca alfabetu tacin-
skiego:

X, Y, 2o 21y s 2 2Lz .2 Z o

1.5. Unitermy abstraktowe niezalezne oraz zalezne od jednej lub
wielu zmiennych, z indeksami lub bez nich, oznaczane wielkimi
literami alfabetu tacinskiego:

P(a), P(ab), ...;

1.6. Unitermy warunkow, przyjmujacych dwie lub wigcej warto-
$ci, wystepujacych z indeksami lub bez nich, oznaczane mata
litera u alfabetu facinskiego:

i.
U, Up, Uy, ..., U Uy,
1.7. * - uniterm pusty;

1.8. Nawiasy okragle, otwierajacy i zamykajacy — stosowane
w unitermach (np. F(x), S(1,x), R(x,y), P(x,,2), (u - 7)).

Klamrowy nawias otwierajacy ({) — stosowany w opisie opera-
cji eliminowania.

Przecinek (,) — znak rozdzielajacy unitermy przemienne.

Srednik (;) — znak rozdzielajacy unitermy nieprzemienne.

Dwukropek (:) — znak rozdzielajacy unitermy przemienne lub
nieprzemienne.

¢, — oznaczenie konca cyklu ze zmienng x.

2. Operacje algebry algorytméw
2.1. ,,Réwna si¢” nazywamy operacj¢ posiadajaca nastepujace
wlasciwosci:
Tozsamosci: A =4, 1)
Symetrycznosci: je$li A=B,to B=A4, 2)
Tranzytywnosci: je§li A=BorazB=3S, to A=S. 3)
2.2. Sekwencjonowaniem nazywamy operacj¢ posiadajaca naste-

pujace wlasciwosci:
Pochtaniania unitermu:

58 =45 4)

5 = § %)
Przemiennosci:
N N
R § =S8R (6)
Lacznosci:

RS.T=RST (7

A:B.A.C =A.B.C 8)

2.3. Eliminowaniem nazywamy operacj¢ posiadajaca nastepujace
wlasciwosci:
Wyboru unitermu o dwu wartosciach warunku:

| I i, Jesli u=t

A:B u-? = 9
L Jesliu# 1,
gdzie #; - warto$¢ unitermu warunkowego u.
Wyboru unitermu o warunku wielowartosciowym:
'S
R, jadli w = vy,
p—— S Jedli w=vy,
RS Zrw-2 = % . (10)
\Z’ Jesliw=vy
gdzie v, vy, ... , v,.; —warto$ci unitermu warunkowego w.
Wyboru unitermu pustego o warunku wielowartosciowym:
* jesli w = vy,
_ 5 jedli w=v,
Fr S f W2 = . 11
Z, jesliw = v, 5
Pochtaniania unitermu:
A;A ;u-7 = 4 (12)
Pochtaniania unitermu o warunku wielowarto§ciowym:
I I
S;8; ;8 w-? =8 (13)
Wyboru warunku wielowartosciowego:
L tt 1 I ' —_—
R S;u;-?2 R, S;u:-7 ;u-7 = RS wy-2;,u5-2;u3-7
! il
L L : '
R:S: i Ziw-? ; R;8: :Z;w-? ruy-2 = (14)
| | | |
| 1 | 1
=R S:. ;2 w2 = RS Zw-?

Pochtaniania unitermow:

I { 1 e |
A B;C; u-? ;u-? = A, Cu-7?,
f | f |
A:Bu-? ;C;u-? = A;C;u-2?,

L | (15)

—
A:B: Z:w2 CK . Mw? = A:C;K:.  Mw-?

L |
I |
AB; .. ;Z; Q;L;..;M; w?;u-? = AB;. . ;Z;M; u?.
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Rozdzielnosci:
|—| r/’_\‘\
TN TN f——
R;S;,R; T;u-? = R;S; T, u-72
L N ’/——_——_—_\
R S;T,R,P,O;,u-? = R;S;T; PQ u? ,
| . 16
; 1 —
R;S;P;S;u-?2 = R;P; u-?;8
| | ey
Ve— == ! [ — !

RS, F.P;u-? ;T

—_— '
A B, Cou,-?;,D; B; C;u-? ;uz-?2 =

amn

b )

\
I [ ]
A, D ouz-? ) B;Coouy-?; ua-? mz-?

2.4. Zréwnolegleniem nazywamy operacj¢ posiadajaca nastgpu-
jace wlasciwosci:
Pochtaniania unitermu:

1
g5 =5 (18)

Pochtaniania pustego unitermu:

8t =8 (19)
Przemiennosci:
RS =S R (20)
Lacznosci:
I|S._R|.TI=|R.IS._TII ey

Wyniesienia unitermu poza operacj¢ zrownoleglenia:

N N 1

R:S: R:T = R:5:7T,

I 1

Y s |

R:T:8:T =R:8:T (22)

2.5. Rewersowaniem nazywamy operacj¢ posiadajacg nastepuja-
ce wlasciwosci:
Przestawiania unitermow w sekwencji:

RS =S R (23)

Przestawiania uniterméw w eliminowaniu:

—
RS u? = R:S:u?= S:R:u? (24)

Przestawiania unitermow w zrownolegleniu:

R:S =8:R (25)

R:S = R:S§ (26)

RS u-?=R:S:u-? 27)
1 1
R:S=R:S (28)

Przestawiania unitermow w eliminowaniu o warunku wielowar-
tosciowym w:

Wyboru unitermu na podstawie warunku rewersywnego:

— A, jesli u+1t,
A;B; u-? =
B, jesliu =t
(30)
R jesliw =v,;

S jesti w =y,
R:;S,.;Z w-?=

Zjejli W=7y,

2.6. Sekwencjonowaniem cyklicznym, eliminowaniem cyklicz-
nym i zrownolegleniem cyklicznym nazywamy operacje posia-
dajace nastepujace wlasciwoscei:

Rewersowanie zmiennej zwigzane;j:

A _
cx RS u -2 = a@x R S; u-?
- L e p——
PxR:S:u.-?=Dx RS: w-? (31)
| e | —_—

OxR: S u-? = @xi:?.'ur—?

gdzie x —zmienna zwiazana, a R i S - unitermy, bedace w zasiggu
operacji;
Podwdjnego rewersowania:

T —

TxR; 8 u,-? =qx R S; u-? ,

A A
LR S: w-? = PxR:S: w7 (32)
A
OxF; S u,-? = Ox F 8 u-? .
Cykl pusty:
| —

gx S -7 =8
—_
ot S u-? =8 (33)

—_
x* S w2 =8
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3. Indukcyjna definicja algorytmu

3.1. Jesli S'i R sa unitermami, to

N T
S:R . S!R
s algorytmami.
3.2.Jesli A, B, ..., Z sa unitermami lub algorytmami, a u, w sg

unitermami warunkowymi i liczba wartosci w jest rowna liczbie
uniterméw eliminowania przy warunku w, to

I 1 F |
A:B:u-?. B:A:u-? A B i Ziw-?
sq algorytmami.

33.Jeslid, B, Q, L, ..., T sgunitermami lub algorytmami, a u, w
sa unitermami warunkowymi i liczba wartosci w jest rowna liczbie
uniterméw eliminowania przy warunku w, to

_ .
-— i

A B, A:B, A:B, 4, B;u-? ,4;B;u-7,

'S

| |
| | -
oL .,TTw-?,00L .., TTw-?,

=
O L...T:w-7

s algorytmami.
3.4. Jesli M i N sa unitermami lub algorytmami, x jest zmienng

zwiazang z operacja cyklu, a u, — warunkiem zwigzanym z opera-
cja cyklu, to

i |
Ox M; N uz-?

&x M, Noue-?, 2 xMNu-?,

k | [ i A
Tx M N u-7, 7 XM N wu-?, Ox M N u-?

A

ax M:N: u.-7?

Ny E— B
cx M N u-?,  x M N u-?

2

sa algorytmami.

3.5. Jesli F, S, T sa unitermami lub algorytmami, takimi ze F' = S,
aS=T,to F =T jest algorytmem.

3.6. Algorytmem jest tylko takie wyrazenie, ktore mozna przed-
stawi¢ w postaci skonczonej liczby realizacji operacji przedsta-
wionych w punktach 3.1-3.5.

Algebra algorytméw jest nauka o wlasciwosciach operacji se-
kwencjonowania, eliminowania, zréwnoleglenia, rewersowania
oraz operacji cyklicznych przeprowadzanych na unitermach
i algorytmach.

4. Przyktad wykorzystania rozszerzonej
algebry algorytmow

Na platforme Microsoft Visual Studio .NET w jezyku C# istnie-
je instrukcja switch [10] zawierajanca etykiety case z warunkami
oraz blokami kodu, wykonywanymi przy wykonaniu warunkéw.
Instrukcja switch za pomoca klasycznej algebry algorytméw [9]
moze by¢ opisana nastepujaco

— !
D:E; K LM N wi=2; - 2; w3 -2 g =7 ) s=7

Stosujac do tej formuty eliminowanie przy warunku &, przyjmu-
jacym pie¢ wartosci, otrzymujemy wyrazenie

1 |
I 1
D E; KL M; N, k-7

ktore, w poréwnaniu z poprzednia formuta, zawiera 5 razy mniej
znakdw operacji eliminowania.

5. Przyktady intuicyjnego wyjasnienia operacji

Dla intuicyjnego wyjasnienia operacji rozszerzonej algebry al-
gorytmow stosujemy schematy blokowe.

1. Operacja ,,rowna si¢” jest operacja klasyczna i nie wymaga
specjalnego wyjasnienia.

2. Operacja sekwencjonowania jest przeznaczona dla opisywania

kolejek, co zostato pokazane na rys. 1, gdzie najpierw zmiennej
X przypisuje si¢ wartos¢ 5, a potem przypisuje si¢ ja do y.

a)

b)

y=x lub x=3:v=x

Rys. 1. Fragment schematu blokowego algorytmu (a) i jego opis za pomoca
operacji sekwencjonowania (b)

Fig. 1. A part of the block diagram of an algorithm (a), and its description
by the sequencing operation (b)

3. Na rys. 2 przedstawiono fragment schematu blokowego algo-
rytmu z blokiem warunkowym (a) i jego opis za pomoca opera-
cji eliminowania (b)

a)
b)
Z=X/F
Z)=x
l | ;
=X Z=x (r#0)-? lub FrQ-?

Rys. 2. Fragment schematu blokowego algorytmu (a) i jego opis za pomoca,
operacji eliminowania (b)

Fig.2. A part of the block diagram of an algorithm (a), and its description
by the elimination operation (b)
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4. Operacja zrownoleglenia przeznaczona jest do opisu procesow
réwnolegtych, co pokazano na rys. 3.

a)
4
| | y=sinx | | | z=cos t |
v
b)
y=smx
y=mnx; z=cost lub z=cost

Rys. 3. Fragment schematu blokowego algorytmu réwnoleglego (a) i jego opis
za pomoca operacji zrdwnoleglenia (b)

Fig. 3. A part of the block diagram of parallell algorithm (a), and its description
by the paralleling operation (b)

S. Istota operacji rewersowania polega na przestawianiu uniter-
mow. Po wykonaniu operacji pierwszy uniterm staje si¢ ostat-
nim, a ostatni - pierwszym (patrz rys. 4). Rewersowanie opera-
¢ji eliminowania i zréwnoleglenia ma ten sam sens co rewerso-
wanie operacji sekwencjonowania.

a)

b)
""-_._-__-"'\
y=stgxrz=clgp = z=ctgp y=tgx

Rys. 4. Fragment schematu blokowego algorytmu (a) i jego opis za pomoca
operacji rewersowania (b)

Fig. 4. A part of the block diagram of an algorithm (a), and its description
by the reversing operation (b)

6. Operacje cyklicznego sekwencjonowania, eliminowania i zrow-
noleglenia przeznaczone sa do opisu cykli.

6. Formuta algorytmu Euklidesa

Algorytm zostat stworzony przez Euklidesa w trzecim wieku
naszej ery. Uwaza si¢ Ze to jest pierwszy algorytm. Jest przezna-
czony do znalezienia najwigkszego wspdlnego dzielnika dwoch
liczb naturalnych. Formulq algorytmu Euklidesa jest wzdér (34).
W formule tej wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

x« - wprowadzenie pierwszej liczby, a y«— - wprowadzenie
drugiej liczby, (x eN)-?- sprawdzenie, czy wprowadzona liczba x
jest liczba naturalna, oraz (yeN)-? — sprawdzenie, czy wprowa-
dzona liczba y jest liczba naturalna, komunikaty: K; —x nie jest
liczba naturalna, K, — x jest mniejsze od zera, K3 — y nie jest liczba
naturalna, K, — y jest mniejsze od zera, Ks — x jest mniejsze lub
réwne y, r=x/y — znalezienie reszty z dzielenia x przez y.

Po wprowadzeniu x i y oraz wykonaniu sprawdzenia warunkow
szuka si¢ reszty z dzielenia x przez y. Jezeli reszta rdwna si¢ zero
(r=0), to y jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem (n=y).
W przeciwnym przypadku liczbie x przypisuje si¢ warto$¢ y,
a liczbie y — wartos¢ reszty, i ponownie oblicza si¢ reszte z dziele-
nia (cykl z(r#£0)).

PAK vol. 56, nr 2/2010

X

>
| |
I 1

ve— ;K3 (x>0}-.‘i ;K (xeN)-?

H]

|

:

! I
(10 Ks; (x>y) -2 Ky, (v>0)-7 ; K;; (yeN)-?

r=x/y

s

n=y;{ [ x=y; (r=0)-?

Ceraip (34

7. Wnioski

1. Klasyczna algebre algorytmdéw rozszerzono przez wprowadze-
nie aksjomatow operacji eliminowania z unitermem warunko-
wym, przyjmujacym wigcej niz dwie wartosci. Tymi aksjoma-
tami sa: wybdr i pochtanianie unitermu, wybo6r warunku wielo-
wartosciowego, pochtanianie uniterméw, wybor unitermow na
podstawie warunku rewersywnego, zwiazek pomiedzy warun-
kiem rewersywnym i nierewersywnym.

2. Zastosowanie wielowartosciowej operacji eliminowania uprasz-
cza i zwigksza przejrzystos¢ opisywanych formut algorytméw.

8. Literatura

[1] Post E.L.: Finite Combinatory Processes Formulation 1. Journal of
Symbolic Logic, 1, pp. 103-105, 1936. Reprinted in The Undecidable,
pp. 289ft.

[2] Turing A.M.: On computable numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem. Proceedings of London Mathematical Society,
series 2, vol. 42 (1936-1937), pp. 230-265; correction, ibidem, vol. 43,
pp. 544-546. Reprinted in [13 Davis M., pp. 155-222] and available
online at http://www.abelard.org/turpap2/tp2-ie.asp

[3] Aho A.V., Hopcroft J.E., Ullman J.D.: The design and analysis of
computer algorithms. Addison-Wesley Publishing Company, 1974.

[4] Schonhage A.: Universelle Turing Speicherung. In J. Dérr and G.
Hotz, Editors, Automatentheorie und Formale Sprachen, Bibliogr.
Institut, Mannheim, 1970, pp. 369-383.

[5] Church A.: An unsolvable problem of elementary number theory.
American Journal of Mathematics, vol. 58 (1936), pp. 345-363.

[6] Markov A.A.: Theory of algorithms (in Russian). Editions of Academy
of Sciences of the USSR, vol. 38, 1951, pp. 176-189; translated into
English in American Mathematical Society Transactions, 1960, series
2, 15, pp. 1-14.

[7] Kolmogorov A.N.: On the concept of algorithm (in Russian). Uspekhi
Mat. Nauk 8:4 (1953), pp. 175176; translated into English in Uspensky
V.A., Semenov A.L.: Algorithms: Main Ideas and Applications,
Kluwer, 1993.

[8] Krinitski N.A.: Algorithms around us (in Russian). Mir, Moscow,
1988; also translated to Spanish (Algoritmos a nuestro alrededor).

[9] Owsiak W., Owsiak A., Owsiak J.: Teoria algorytmow abstrakcyjnych
i modelowanie matematyczne systemow informacyjnych. Wyd. Pol.
Opolskiej, Opole, 2005.

[10]Perry S.C.: C#1 .NET. Wyd. Helion, Gliwice, 2006.

otrzymano / received: 21.09.2009

przyjeto do druku / accepted: 04.01.2010 artykul recenzowany



