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S t r e s z c z e n i e  
 

L i n earyz ac j a n i el i n i ow yc h  ró w n ań  ró ż n i c z k ow yc h  j est  z ag ad n i en i em  
i st ot n ym  w  an al i z i e oraz  syn t ez i e n i el i n i ow yc h  ró w n ań  st an u. I st n i ej e 
sz ereg  m et od  l i n earyz ac j i ,  k t ó re p row ad z ą  d o uk ł ad u l i n i ow eg o,  st an ow i ą -
c eg o ap rok sym ac j ę  uk ł ad u n i el i n i ow eg o. Z  uw ag i  n a ró ż n e w ł asn oś c i  
p osz c z eg ó l n yc h  m et od  l i n earyz ac j i  n i ez w yk l e w aż n y j est  d ob ó r m et od y  
w  c el u osi ą g n i ę c i a j ak  n aj l ep sz yc h  w yn i k ó w . W  p rac y z ap rop on ow an e 
z ost an ą  k ryt eri a um oż l i w i aj ą c e sk l asyf i k ow an i e m et od  l i n earyz ac j i . R oz -
w aż an i a z ap rez en t ow an e z ost an ą  n a p rz yk ł ad z i e n i el i n i ow eg o m od el u 
ob w od u el ek t ryc z n eg o. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  n i el i n i ow e ró w n an i e st an u,  m et od y l i n earyz ac j i ,  k ryt eri a 
p oró w n aw c z e. 
 
C l as s i f i c ati o n  c r i ter i a f o r  l i n ear i s ati o n   
m eth o d s  

 
A b s t r a c t  

 
L i n eari sat i on  of  n on -l i n ear d i f f eren t i al  eq uat i on s i s a si g n i f i c an t  p rob l em  
i n  an al ysi s an d  syn t h esi s of  n on -l i n ear st at e eq uat i on s. T h ere are m an y 
m et h od s of  l i n eari sat i on  [ 1 -7 ]  t h at  c on v ert  t h e n on -l i n ear st at e eq uat i on  ( 1 )  
i n t o t h e l i n ear f orm  d esc ri b ed  b y eq uat i on  ( 2) . U p  t o n ow  t h ere h as b een  
c reat ed  n ei t h er c l assi f i c at i on  of  t h ese m et h od s n or c om p ari son  m ec h an i sm s. 
C ri t eri a p rop osed  i n  t h e p ap er are:  t h e l i n ear ap p roxi m at i on  ac c urac y,  t h e 
c ost ,  t h e c om p l exi t y of  l i n eari sat i on  p roc ess an d  ab i l i t y f or d yn am i c s 
i n v est i g at i on s,  st ab i l i sat i on  an d  syn t h esi s. T h e l i n ear ap p roxi m at i on  ac c urac y 
i s a m axi m um  d i f f eren c e b et w een  t h e n on -l i n ear eq uat i on  sol ut i on  an d  i t s 
l i n ear ap p roxi m at i on  or t h e m ean -sq uare error i n  t h e d ef i n ed  t i m e i n t erv al . 
T h ere c an  b e used  an  ab sol ut e or a rel at i v e v al ue. T h e c ost  d et erm i n es  
a t i m e n eed ed  t o p erf orm  c om p ut at i on s w i t h  use of  t h e l i n ear m od el  on  
c om p ut ers of  t h e sam e c al c ul at i on  ef f i c i en c y. I n  t h i s c ase t h ere c an  b e al so 
used  a rel at i v e v al ue. A c om p l exi t y i s a t erm  usual l y d esc ri b i n g  t h e al g ori t h m  
an d  i t s i m p l em en t at i on . I n  t h i s c ase t h e c om p l exi t y d esc ri b es t h e am oun t  
of  w ork  n eed ed  t o ob t ai n  t h e l i n ear ap p roxi m at i on . T h e m easure d ep en d s 
on  t h e n um b er of  t ran sf orm at i on s an d  t h ei r c om p l exi t y f or t h e sam e  
n um b er of  st at e v ari ab l es. T h e l ast  c ri t eri on  sh ow s t h e ran k  of  t h e l i n ear 
ap p roxi m at i on  f or usi n g  i t  f or i n v est i g at i on  of  syst em  d yn am i c s,  st ab i l i z at i on  
of  n on -l i n ear syst em  an d  c h an g i n g  i t s d yn am i c s ( syn t h esi s) . O n  t h e b asi s 
of  p art i al  c ri t eri a t h ere i s d et erm i n ed  t h e g l ob al  c ri t eri on  ( 1 0 ) ,  d esc ri b i n g   
a p art i c ul ar l i n eari sat i on  m et h od . T h e c on si d erat i on s are i l l ust rat ed  b y t h e 
exam p l e of  an  el ec t ri c al  c i rc ui t  w i t h  t h e n on -l i n ear st at e eq uat i on . 
 
K e y w o r d s :  n on l i n ear st at e eq uat i on ,  l i n eari sat i on  m et h od s,  c l assi f i c at i on  
c ri t eri a. 
 
1 .  Ws tę p  
 
W ię k s zoś ć  zj aw is k  f izyc zn yc h  zac h odząc yc h  w  p r zyr odzie  op i-

s an a j e s t  za p om oc ą m at e m at yc zn yc h  m ode l i n ie l in iow yc h .  S t o-
s ow an e  j e s t  do t e g o c e l u  n as t ę p u j ąc e  r ó w n an ie , zw an e  r ó w n an ie m  
s t an u  
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 00,,, xxuxx == tttft&  ( 1 )  
g dzie  ( ) nRt ∈x  j e s t  w e k t or e m  zm ie n n yc h  s t an u , ( ) mRt ∈u  j e s t  
w e k t or e m  w ym u s ze ń , a 0x  j e s t  w e k t or e m  w ar u n k ó w  p oc ząt k o-
w yc h .  

M oż n a zar yzyk ow ać  s t w ie r dze n ie , ż e  t o w ł aś n ie  n ie l in iow y 
c h ar ak t e r  t yc h  zj aw is k  j e s t  m ot or e m  w s ze l k ic h  zac h odząc yc h   
w  n at u r ze  zm ian .  A n al iza u k ł adó w  f izyc zn yc h , m aj ąc yc h  c h ar ak -
t e r  n ie l in iow y, j e s t  zat e m  b ar dzo is t ot n a w e  w s zys t k ic h  p r ak t yc z-
n ie  dzie dzin ac h  t e c h n ik i.  O dn os ząc  s ię  do zag adn ie ń  z dzie dzin y 
e l e k t r ot e c h n ik i, n ie l in iow oś c i w ys t ę p u j ą zar ó w n o p r zy op is ie  
e l e m e n t ó w  c zy u k ł adó w  e l e k t r yc zn yc h  j ak  r ó w n ie ż  s t an ó w  n ie -
u s t al on yc h  w  ob w odac h  e l e k t r yc zn yc h .  N ie  zos t ał y j e dn ak  dot ąd 
op r ac ow an e  og ó l n e  zas ady r ozw iązyw an ia r ó w n ań  n ie l in iow yc h .  
A n al iza dyn am ik i u k ł adó w  n ie l in iow yc h  z m at e m at yc zn e g o p u n k -
t u  w idze n ia j e s t  zag adn ie n ie m  zł oż on ym  i c zę s t o t ak ż e  n ie j e dn o-
zn ac zn ym .  W yzn ac zan ie  ob s zar u  s t ab il n oś c i za p om oc ą f u n k c j i 
L ap u n ow a w ym ag a b ar dzo s k om p l ik ow an yc h  ob l ic ze ń  [ 1 , 2 ] .  
S zc ze g ó l n ie  t r u dn o j e s t  ot r zym ać  r ozw iązan ie  dl a du ż e j  l ic zb y 
zm ie n n yc h  s t an u .  M e t ody n u m e r yc zn e , k t ó r e  u m oż l iw iaj ą ot r zy-
m an ie  r ozw iązan ia p r zyb l iż on e g o w  p os t ac i dys k r e t n e j , n ie  daj ą 
og ó l n yc h  in f or m ac j i o j e dn ozn ac zn oś c i r ozw iązan ia i zak r e s ie  
s t ab il n oś c i u k ł adu .  
Z ag adn ie n ia zw iązan e  z l in e ar yzac j ą n ie l in iow yc h  r ó w n ań  r ó ż -

n ic zk ow yc h  w ys t ę p u j ą w  l it e r at u r ze  t e c h n ic zn e j  od w ie l u  l at  [ 1 -7 ] .  
B adan ia n ad n ią ob e j m u j ą zar ó w n o r ó w n an ia o p oc h odn yc h  zw y-
c zaj n yc h , j ak  t e ż  o p oc h odn yc h  c ząs t k ow yc h .  T e or e t yc zn e  p od-
s t aw y an al izy i s yn t e zy u k ł adó w  l in iow yc h  zos t ał y op r ac ow an e  
j e s zc ze  w  X I X  i X X  w ie k u  i s ą dos k on al e  zn an e .  W  p e w n yc h  
p r zyp adk ac h  p r zyb l iż e n ie  l in iow e  p ozw al a zde f in iow ać  p ods t a-
w ow e  p r ob l e m y zw iązan e  z b adan ie m  dyn am ik i u k ł adó w  n ie l i-
n iow yc h .  O k r e ś l e n ie  ob s zar u  s t ab il n oś c i p op r ze z an al izę  w ar t oś c i 
w ł as n yc h  m ac ie r zy p r zyb l iż e n ia l in iow e g o j e s t  zag adn ie n ie m  
og ó l n ie  zn an ym  i s t an ow i p ie r w s zy k r ok  w  an al izie  s t ab il n oś c i 
u k ł adu  n ie l in iow e g o.  N as t ę p n ym  k r ok ie m  j e s t  s t ab il izac j a u k ł a-
dó w  n ie l in iow yc h .  W  dal s ze j  k ol e j n oś c i l in e ar yzac j a u m oż l iw ia 
s yn t e zę  u k ł adu  n ie l in iow e g o za p om oc ą j e g o l in iow e g o p r zyb l iż e -
n ia.  
 

2 .  Meto d y  l i n ear y z ac j i  – p r z eg l ą d  
 
W  l it e r at u r ze  t e c h n ic zn e j  m oż n a zn al e ź ć  w ie l e  r ó ż n or odn yc h  

m e t od l in e ar yzac j i, u m oż l iw iaj ąc yc h  u zys k an ie  l in iow e j  ap r ok s y-
m ac j i n ie l in iow e g o r ó w n an ia s t an u  ( 1 )  [ 1 -7 ] :  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 00, xxBvAxx =+= ttt& , ( 2 )  
 
g dzie  ( )tv  j e s t  n ow ym  w ym u s ze n ie m .  
N aj b ar dzie j  zn an ą m e t odą j e s t  l in e ar yzac j a p op r ze z r ozw in ię c ie  

w  s ze r e g  T ayl or a w ok ó ł  p u n k t u  r ó w n ow ag i [ 1 ] , k t ó r a j ak k ol w ie k  
n ie  w ym ag a zł oż on yc h  p r ze k s zt ał c e ń , j e dn ak  s t an ow i dok ł adn e  
p r zyb l iż e n ie  j e dyn ie  w  b l is k im  s ąs ie dzt w ie  p u n k t u  r ó w n ow ag i.  
M e t odam i, k t ó r e  p r ow adzą do dok ł adn e g o p r zyb l iż e n ia l in iow e g o 
w  c ał e j  p r ze s t r ze n i s t an u  s ą m . in .  l in e ar yzac j a op t ym al n a [ 1 , 3 , 4 ]  
or az l in e ar yzac j a g l ob al n a [ 5 , 6 , 7 ] .  P ie r w s za z t yc h  m e t od b azu j e  
n a an al izie  b ł ę du  ś r e dn iok w adr at ow e g o m ię dzy p r aw ą s t r on ą 
r ó w n an ia n ie l in iow e g o a j e j  l in iow ym  p r zyb l iż e n ie m .  M e t oda t a 
j e s t  j e dn ak  b ar dzo k os zt ow n a, s zc ze g ó l n ie  dl a w ię k s ze j  l ic zb y 
zm ie n n yc h  s t an u .  L in e ar yzac j a g l ob al n a op ar t a j e s t  n a zam ian ie  
zm ie n n yc h  s t an u , s p e ł n iaj ąc e j  w ar u n k i dyf e om or f izm u  g l ob al n e g o 
i w p r ow adze n iu  n ie l in iow e g o s p r zę ż e n ia zw r ot n e g o.  I s t n ie j ą t ak ż e  
m e t ody, t ak ie  j ak  m e t oda p r os t e j  op t ym al n e j  [ 7 ]  l u b  m e t oda f u n k -
c j i op is u j ąc e j  [ 7 ] , k t ó r e  n ie  odn os zą s ię  b e zp oś r e dn io do n ie l in io-
w e g o r ó w n an ia s t an u , l e c z l in e ar yzu j ą n ie l in iow e  c h ar ak t e r ys t yk i 
r ze c zyw is t yc h  e l e m e n t ó w  w ys t ę p u j ąc yc h  w  u k ł adzie .   
 
3 .  Wy b ó r  m eto d y  l i n ear y z ac j i  
 
M e t od l in e ar yzac j i j e s t  w ie l e  i n ie  s p os ó b  j e s t  om ó w ić  w s zys t -

k ic h .  N ie  zos t ał a t e ż  j ak  dot ąd s t w or zon a ic h  k l as yf ik ac j a an i 
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mechanizmy pozwalające na stwierdzenie, która z dwóch porów-
nywanych metod jest lepsza dla konkretneg o przypadku . M etody 
róż nią się  mię dzy sob ą zarówno rezu ltatami w sensie dokł adno-
ś ci otrzymaneg o za ich pomocą przyb liż enia, jak też  zł oż onoś cią 
oraz innymi cechami. D lateg o też  pojawił a się  potrzeb a opraco-
wania kryteriów, które pozwolą na precyzyjne porównywanie 
metod linearyzacji i okreś lenie ich cech za pomocą wartoś ci 
liczb owych. 
 
4. K r y t e r i a  p o r ó w n a w c z e  
 
W  pracy przedstawione zostaną cztery cząstkowe kryteria po-

równawcze dla metod linearyzacji oraz g lob alne kryteriu m, wy-
znaczane na podstawie kryteriów cząstkowych. W artoś ć  normy 
okreś lającej kryteriu m g lob alne jest miarą wartoś ci danej metody 
linearyzacji. N ależ y zaznaczyć , ż e dwa spoś ród czterech kryteriów 
cząstkowych, a co za tym idzie takż e oparte na nich kryteriu m 
g lob alne, wyznaczane są dla konkretnej wartoś ci kroku  cał kowa-
nia. 
 

a)  D okł adnoś ć  przyb liż enia linioweg o 
 

P ierwszym i podstawowym kryteriu m oceny metod linearyzacji 
jest okreś lenie dokł adnoś ci przyb liż enia linioweg o. J est ona wyra-
ż ona za pomocą wartoś ci maksymalnej róż nicy ( max,i∆ )  mię dzy 
rozwiązaniem modelu  nielinioweg o a jeg o liniowym przyb liż e-
niem lu b  też  wartoś cią b ł ę du  ś redniokwadratoweg o w zdef iniowa-
nym przedziale czasowym. 
 

 LiNLiNii xx ,,1max, max −=∆
≤≤

 ( 3 )  
 
U kł ad u zyskany dzię ki linearyzacji jest u kł adem liniowych 

równań  róż niczkowych. D o jeg o rozwiązania stosowana jest 
najczę ś ciej metoda R u ng eg o-K u tty I V  rzę du  z zadanym krokiem 
cał kowania [ 8 ] . O trzymu jemy rozwiązanie w f ormie dyskretnej,  
w ś ciś le zdef iniowanych chwilach czasowych;  dotyczy to również  
równania nielinioweg o. B ł ąd aproksymacji, czyli dokł adnoś ć  
przyb liż enia linioweg o 1x  def iniu jemy na podstawie analizy 
normy maksimu m wzg lę dem róż nicy wektorów rozwiązań  oraz na 
podstawie analizy normy opartej na b ł ę dzie ś redniokwadratowym. 
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A b y znormalizować  to kryteriu m, sprowadzamy wartoś ć  b ez-

wzg lę dną do wartoś ci z przedział u  ( ]1,0 . W artoś ć  wzg lę dna 1
, irelx  

odnosi się  do dokł adnoś ci dla najwię kszeg o rozważ aneg o kroku  
cał kowania 1

maxx , czyli takiej, dla której rozb ież noś ć  mię dzy 
rozwiązaniem równania nielinioweg o a jeg o liniowym przyb liż e-
niem jest najwię ksza. 
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1
1

, ∈=  ( 5 )  
 

b )  K oszt ( czas ob liczeń )  
 
K olejnym kryteriu m charakteryzu jącym metodę  linearyzacji 

jest jej koszt, czyli czas potrzeb ny na wykonanie ob liczeń  za 
pomocą modelu  linioweg o. K oszt ob liczeń  okreś lony jest poprzez 
wzg lę dny lu b  b ezwzg lę dny czas realizacji alg orytmu  na tym 
samym kompu terze lu b  też  na kompu terach o jednakowej wydaj-
noś ci ob liczeniowej. C zas b ezwzg lę dny 2x , wyraż ony w seku n-
dach, moż e nie b yć  dostatecznym wyznacznikiem z u wag i na 
róż ne implementacje alg orytmów, róż ne moż liwoś ci optymalizo-
wania kodu  wynikoweg o czy też  ob liczenia na róż nych platf or-

mach prog ramowych ( M athematica, M atlab , implementacje  
w ję zyku  C ) . Z  teg o wzg lę du  wprowadzona został a miara wzg lę d-
na 2

, irelx , u zależ niona od czasu  ob liczeń  dla najmniejszeg o rozwa-
ż aneg o kroku  cał kowania 2

maxx . 
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irel =  ( 6 )  
 

c)  Z ł oż onoś ć  procesu  linearyzacji 
 
Z ł oż onoś ć  ob liczeniowa jest terminem związanym z teorią ob li-

czeń  [ 9 ] . G ł ównym jej celem jest okreś lenie iloś ci zasob ów po-
trzeb nych do rozwiązania prob lemów ob liczeniowych. R ozważ a-
nymi zasob ami są takie wielkoś ci jak czas, pamię ć  lu b  liczb a 
procesorów. Z ł oż onoś ć  okreś lona zostaje dla daneg o alg orytmu , 
opisu jąceg o rozwiązanie okreś loneg o prob lemu . Z ł oż onoś ć  mo-
ż emy podzielić  na czasową lu b  pamię ciową. M iarą zł oż onoś ci 
czasowej jest liczb a operacji podstawowych w zależ noś ci od 
rozmiaru  wejś cia ( np. rozmiarów macierzy, iloś ci zmiennych 
stanu ) . P omiar rzeczywisteg o czasu  zeg aroweg o jest mał o u ż y-
teczny ze wzg lę du  na silną zależ noś ć  od sposob u  realizacji alg o-
rytmu , u ż yteg o kompilatora oraz maszyny na której alg orytm 
wykonu jemy. D lateg o w charakterze czasu  wykonania rozpatru je 
się  zwykle liczb ę  operacji podstawowych ( dominu jących) . O pera-
cjami podstawowymi mog ą b yć  na przykł ad:  podstawienie, po-
równanie lu b  prosta operacja arytmetyczna. Z ł oż onoś ć  pamię cio-
wa jest z kolei miarą iloś ci wykorzystanej pamię ci. J ako tę  iloś ć  
najczę ś ciej przyjmu je się  u ż ytą pamię ć  maszyny ab strakcyjnej ( na 
przykł ad liczb ę  komórek pamię ci maszyny R A M )  w f u nkcji roz-
miaru  wejś cia. M oż liwe jest również  ob liczanie rozmiaru  potrzeb -
nej pamię ci f izycznej wyraż onej w b itach lu b  b ajtach. W  og ólnym 
przypadku  zł oż onoś ć  ob liczeniowa charakteryzu je jakoś ć  kodu  
napisaneg o przez prog ramistę  i wyg enerowaneg o przez kompila-
tor, szyb koś ć  sprzę tu , na którym prog ram jest wykonywany, roz-
miar danych wejś ciowych oraz u ż yty alg orytm. 
W  przypadku  naszeg o kryteriu m nie chodzi jednak o zł oż o-

noś ć  ob liczeniową. K aż da metoda linearyzacji wymag a pewneg o 
nakł adu  pracy, jaki trzeb a wykonać  w celu  u zyskania przyb liż e-
nia linioweg o. W prowadzona zatem został a miara liczb owa, 
okreś lająca poziom skomplikowania metody. M iara ta zależ na 
jest od:  
-   iloś ci przekształ ceń  przy tej samej liczb ie zmiennych stanu , 
- skomplikowania tychż e przekształ ceń  ( liczenie pochodnych 
cząstkowych oraz np. przekształ cenia toż samoś ciowe charakte-
ryzu ją się  mniejszym stopniem zł oż onoś ci niż  liczenie wartoś ci 
cał ek oznaczonych, które realizowane jest zazwyczaj nu me-
rycznie) . 
Z ł oż onoś ć  procesu  linearyzacji 3x  zdef iniowana został a za po-

mocą heu rystycznie wyb ranej wartoś ci z przedział u  ( ]1,0 , wynika-
jącej z przyję tej metody linearyzacji modelu  nielinioweg o z wag ą 
u zależ nioną od dokł adnoś ci przyb liż enia linioweg o oraz kosztu  
ob liczeń , przy czym mniejsza wartoś ć  oznacza mniejszą zł oż o-
noś ć . 
 

d)  Z dolnoś ć  do b adania dynamiki, stab ilizacji oraz zmiany  
dynamiki ( syntezy)  

 
O statnie kryteriu m cząstkowe pokazu je nam, w jakim stopniu  

przyb liż enie liniowe, u zyskane daną metodą, moż e b yć  u ż yteczne 
do b adania dynamiki, stab ilizacji u kł adów nieliniowych oraz 
zmiany ich dynamiki ( syntezy) . M oż liwoś ć  stab ilizacji i zmiany 
dynamiki ( syntezy)  jest zdef iniowana za pomocą heu rystycznie 
wyb ranej wartoś ci z przedział u  ( ]1,0 , wynikającej z adaptacji 
znanych alg orytmów ob liczeniowych przeznaczonych do b adania 
u kł adów liniowych, przy czym mniejsza wartoś ć  oznacza wię kszą 
zdolnoś ć  do stab ilizacji oraz syntezy. 
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e) G l o b a l n e k r yt er iu m  k l a s yf ik a c yj n e 
 
K r yt er iu m  g l o b a l n e G w yz n a c z a  w a r t o ś ć  l ic z b o w ą ,  c h a r a k t er y-

z u j ą c ą  d a n ą  m et o d ę  l in ea r yz a c j i. M ia r ą  p r z yd a t n o ś c i m et o d y j es t  
n o r m a  w ek t o r a ,  k t ó r eg o  el em en t a m i s k ł a d o w ym i s ą  w a r t o ś c i 
w yz n a c z o n e p o p r z ez  k r yt er ia  c z ą s t k o w e:  
 

 { }Txxxx 4321
,,,=X  ( 7 ) 

 
G l o b a l n e k r yt er iu m  o b l ic z en io w e G z d ef in io w a n e j es t  z a  p o m o c ą  
n o r m y m a k s im u m  maxG  o r a z  n o r m y eu k l id es o w ej  eukG . 
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5. P r z y k ł a d  o b l i c z e n i o w y  
 
D o  z o b r a z o w a n ia  p o w yż s z yc h  r o z w a ż a ń  w yk o r z ys t a n y z o s t a n ie 

m o d el  o b w o d u  el ek t r yc z n eg o ,  z a w ier a j ą c y s il n ik  p r ą d u  s t a ł eg o  
z a s il a n y z  g en er a t o r a  s ł o n ec z n eg o  [ 1 0 ] . Z m ien n e s t a n u  w  t ym  
u k ł a d z ie t o  k o l ej n o  n a p ię c ie g en er a t o r a ,  p r ą d  w ir n ik a  o r a z  p r ę d -
k o ś ć  o b r o t o w a  s il n ik a . 
 
 

  
R y s .  1 .   S c h em a t  ob w od u  el ek t r y c z n eg o z  s i l n i k i em  p r ą d u  s t a ł eg o  

z a s i l a n y m  z  g en er a t or a  s ł on ec z n eg o 
F i g .  1 .   E l ec t r i c a l  c i r c u i t  w i t h  a  D C  m ot or  s u p p l i ed  b y  a  s ol a r   

g en er a t or   
 
U k ł a d  o p is a n y j es t  p o n iż s z ym  n iel in io w ym  r ó w n a n iem  s t a n u  [ 1 0 ] :  
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W s p ó ł c z yn n ik i u k ł a d u  o p a r t e s ą  n a  j eg o  p a r a m et r a c h  f iz yc z n yc h :  
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P r z eb ieg i z m ien n yc h  s t a n u  d l a  z n a m io n o w yc h  w a r t o ś c i p a r a m e-

t r ó w  p r z ed s t a w io n e z o s t a ł y n a  r ys . 2 . 
 

  
R y s .  2 a .   W y k r es  p r z eb i eg u  z m i en n ej  s t a n u  1x  d l a  w a r t oś c i  z n a m i on ow y c h  
F i g .  2 a .   T h e s t a t e v a r i a b l e 1x  f or  t h e r a t ed  v a l u es  
 
 

  
R y s .  2 b .   W y k r es  p r z eb i eg u  z m i en n ej  s t a n u  2x  d l a  w a r t oś c i  z n a m i on ow y c h  
F i g .  2 b .   T h e s t a t e v a r i a b l e 2x  f or  t h e r a t ed  v a l u es  
 
 

  
R y s .  2 c .   W y k r es  p r z eb i eg u  z m i en n ej  s t a n u  3x  d l a  w a r t oś c i  z n a m i on ow y c h  
F i g .  2 c .   T h e s t a t e v a r i a b l e 3x  f or  t h e r a t ed  v a l u es  
 
R ó w n a n ie ( 1 1 ) z o s t a ł o  p o d d a n e l in ea r yz a c j i z a  p o m o c ą  d w ó c h  

m et o d . W  w yn ik u  l in ea r yz a c j i o p t ym a l n ej  o t r z ym a n o  l in io w e 
r ó w n a n ie j ed n o r o d n e p o s t a c i ( ) ( )tt Axx =&  
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L i n eary z ac j a g lob aln a n i eli n i ow eg o m od elu  p ow y ż s z eg o ob w o-

d u  elek t ry c z n eg o z os t ał a p rz ed s t aw i on a w  p rac y  [ 1 1 ] .  Z as t os ow a-
n i e w ari an t u  u og ó ln i on eg o li n eary z ac j i  g lob aln ej  d op row ad z i ł o d o 
n as t ę p u j ą c eg o li n i ow eg o p rz y b li ż en i a:  
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g d z i e f u n k c j e 321 ,, ggg  s ą  n ow y m i  w y m u s z en i am i  [ 1 1 ] .  
 
R ó w n an i a s t an u  ( 1 3 )  i  ( 1 4 )  roz w i ą z an o n u m ery c z n i e m et od ą  

R u n g eg o-K u t t y  I V  rz ę d u  z e s t ał y m  k rok i em  c ał k ow an i a oraz  
p oró w n an o z  roz w i ą z an i em  ró w n an i a n i eli n i ow eg o ( 1 1 ) ,  w y z n a-
c z aj ą c  w art oś c i  k ry t eri ó w  c z ą s t k ow y c h  i  w  k on s ek w en c j i  k ry t e-
ri u m  g lob aln eg o d la k aż d ej  z  m et od  li n eary z ac j i .  W y n i k i  p rz ed -
s t aw i on e s ą  w  t ab eli  1 :  
 
Tab. 1.  P o r ó w n an i e  d w ó c h  m e t o d  l i n e ar y z ac j i  n a p o d s t aw i e  z d e f i n i o w an y c h  

k r y t e r i ó w  
Tab. 1.  C o m p ar i s o n  o f  bo t h  l i n e ar i s at i o n  m e t h o d s  bas e d  o n  t h e  d e f i n e d   

c r i t e r i a 
 

D o k ład n o ś ć  K o s z t  
ł 

G L  O P T G L  O P T 

sh 710−=  1, 7 3 2  1, 7 3 2  0 , 0 3 0 7 8  0 , 0 0 0 6 8  

sh 810−=  0 , 0 8 2 4  1, 7 3 2  0 , 0 4 5 0 9  0 , 0 0 14 7  

sh 910−=  0 , 0 0 8 1 1, 7 3 2  0 , 0 6 3 7 8  0 , 0 10 4 4  

sh 1010−=  0 , 0 0 0 8  1, 7 3 2  0 , 15 2 6 8  0 , 10 0 1 

sh 1110−=  0 , 0 0 0 7  1, 7 3 2  1 1 

… 

 
Z ło ż o n o ś ć  U ż y t e c z n o ś ć  K r y t e r i u m  g l o bal n e  

G L  O P T G L  O P T G L  O P T 

0 , 2  0 , 1 0 , 1 0 , 5  1,7466 1,8 0 5 5  

0 , 2  0 , 1 0 , 1 0 , 5  0 ,2 3 5 6 1,8 0 5 5  

0 , 2  0 , 1 0 , 1 0 , 5  0 ,2 3 2 5  1,8 0 5 5  

0 , 2  0 , 1 0 , 1 0 , 5  0 ,2 70 7 1,8 0 8 3  

… 

0 , 2  0 , 1 0 , 1 0 , 5  1,0 2 47 2 ,0 63 9  
 
 
N ależ y  od n ot ow ać ,  ż e w art oś c i  k ry t eri ó w  c z ą s t k ow y c h  ok reś la-

j ą c y c h  z ł oż on oś ć  p roc es u  li n eary z ac j i  oraz  u ż y t ec z n oś ć  m et od y  
d la s t ab i li z ac j i  oraz  s y n t ez y  z os t ał y  ok reś lon e a priori n a p od s t a-
w i e w y n i k ó w  d ot y c h c z as ow y c h  p rac .  P rz ed s t aw i on e n a ry s .  3  
p oró w n an i e g lob aln eg o k ry t eri u m  d la ob u  m et od  p oz w ala j ed n o-
z n ac z n i e ok reś li ć ,  k t ó ra m et od a lep i ej  n ad aj e s i ę  d la b ad an eg o 
p rz y k ł ad u  oraz  j ak i  z ak res  k rok u  c ał k ow an i a p oz w ala u z y s k ać  
op t y m aln e rez u lt at y .  D la lep s z eg o z ob raz ow an i a c h arak t eru  z m i an  
w art oś c i  d y s k ret n e g lob aln eg o k ry t eri u m  z os t ał y  z ap rok s y m ow an e 
w i elom i an em  d ru g i eg o s t op n i a.  
 

  
R y s . 3 .  P o r ó w n an i e  d w ó c h  m e t o d  l i n e ar y z ac j i  n a p o d s t aw i e  g l o bal n e g o  k r y t e r i u m  
F i g . 3 .  C o m p ar i s o n  o f  bo t h  l i n e ar i s at i o n  m e t h o d s  bas e d  o n  t h e  g l o bal  c r i t e r i o n  
 

 
6. Wn i o s k i  
 
Z  p oró w n an i a ob u  m et od  w y n i k a,  ż e d la k aż d ej  z  b ad an y c h  

w art oś c i  k rok u  c ał k ow an i a m et od a li n eary z ac j i  g lob aln ej  d aj e 
lep s z e rez u lt at y  n i ż  li n eary z ac j a op t y m aln a.  Z ak res  z m i an  k rok u  
c ał k ow an i a u w aru n k ow an y  j es t  t y m ,  ż e d la sh 710−>  roz w i ą z a-
n i e u z y s k an e z a p om oc ą  li n eary z ac j i  g lob aln ej  roz b i eg a s i ę ,  a d la 

sh 1110−<  k os z t  ob li c z eń  roś n i e li n i ow o,  n i e d aj ą c  j ed n oc z eś n i e 
s p od z i ew an ej  p op raw y  d ok ł ad n oś c i .  W  t ok u  d als z y c h  p rac  n ależ y  
roz w aż y ć  d ok ł ad n i ej s z y  s p os ó b  ok reś len i a w art oś c i  k ry t eri ó w  
c z ą s t k ow y c h  t rz ec i eg o oraz  c z w art eg o,  op i s u j ą c eg o z ł oż on oś ć  
p roc es u  li n eary z ac j i  oraz  z d oln oś ć  d o s t ab i li z ac j i  oraz  s y n t ez y .  
 
A u t or p rag n i e p od z i ę k ow ać  p rof .  A n d rz ej ow i  J ord an ow i  z a p o-

ś w i ę c on y  c z as  i  c en n e u w ag i  w  t ok u  p rac y  n ad  n i n i ej s z y m  art y k u -
ł em .  P rac ę  w y k on an o w  ram ac h  p rac y  s t at u t ow ej  n r S / W E / 3 / 0 8 .  
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