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Streszczenie

Linearyzacja nieliniowych réwnan rézniczkowych jest zagadnieniem
istotnym w analizie oraz syntezie nieliniowych réwnan stanu. Istnieje
szereg metod linearyzacji, ktére prowadza do uktadu liniowego, stanowia-
cego aproksymacje¢ uktadu nieliniowego. Z uwagi na rdzne wiasnosci
poszczego6lnych metod linearyzacji niezwykle wazny jest dobor metody
w celu osiagnigcia jak najlepszych wynikow. W pracy zaproponowane
zostang kryteria umozliwiajace sklasyfikowanie metod linearyzacji. Roz-
wazania zaprezentowane zostana na przykladzie nieliniowego modelu
obwodu elektrycznego.

Stowa kluczowe: nieliniowe rownanie stanu, metody linearyzacji, kryteria
poréwnawcze.

Classification criteria for linearisation
methods

Abstract

Linearisation of non-linear differential equations is a significant problem
in analysis and synthesis of non-linear state equations. There are many
methods of linearisation [1-7] that convert the non-linear state equation (1)
into the linear form described by equation (2). Up to now there has been
created neither classification of these methods nor comparison mechanisms.
Criteria proposed in the paper are: the linear approximation accuracy, the
cost, the complexity of linearisation process and ability for dynamics
investigations, stabilisation and synthesis. The linear approximation accuracy
is a maximum difference between the non-linear equation solution and its
linear approximation or the mean-square error in the defined time interval.
There can be used an absolute or a relative value. The cost determines
a time needed to perform computations with use of the linear model on
computers of the same calculation efficiency. In this case there can be also
used a relative value. A complexity is a term usually describing the algorithm
and its implementation. In this case the complexity describes the amount
of work needed to obtain the linear approximation. The measure depends
on the number of transformations and their complexity for the same
number of state variables. The last criterion shows the rank of the linear
approximation for using it for investigation of system dynamics, stabilization
of non-linear system and changing its dynamics (synthesis). On the basis
of partial criteria there is determined the global criterion (10), describing
a particular linearisation method. The considerations are illustrated by the
example of an electrical circuit with the non-linear state equation.

Keywords: nonlinear state equation, linearisation methods, classification
criteria.

1. Wstep

Wigkszos¢ zjawisk fizycznych zachodzacych w przyrodzie opi-
sana jest za pomoca matematycznych modeli nieliniowych. Sto-
sowane jest do tego celu nastgpujace rownanie, zwane rdwnaniem

stanu
x(r)= £ (x(e)u(r).r). x(0)=x, (M
gdzie X(t)e R" jest wektorem zmiennych stanu, u(t)e R™ jest

wektorem wymuszen, a X, jest wektorem warunkéw poczatko-
wych.

Mozna zaryzykowal stwierdzenie, ze to wlasnie nieliniowy
charakter tych zjawisk jest motorem wszelkich zachodzacych
w naturze zmian. Analiza uktadow fizycznych, majacych charak-
ter nieliniowy, jest zatem bardzo istotna we wszystkich praktycz-
nie dziedzinach techniki. Odnoszac si¢ do zagadnien z dziedziny
elektrotechniki, nieliniowosci wystgpuja zaré6wno przy opisie
elementow czy ukladow elektrycznych jak réwniez standéw nie-
ustalonych w obwodach elektrycznych. Nie zostaty jednak dotad
opracowane ogélne zasady rozwiazywania réwnan nieliniowych.
Analiza dynamiki uktadéw nieliniowych z matematycznego punk-
tu widzenia jest zagadnieniem ztozonym i czgsto takze niejedno-
znacznym. Wyznaczanie obszaru stabilnos$ci za pomoca funkcji
Lapunowa wymaga bardzo skomplikowanych obliczen [1, 2].
Szczegolnie trudno jest otrzymac rozwigzanie dla duzej liczby
zmiennych stanu. Metody numeryczne, ktére umozliwiaja otrzy-
manie rozwigzania przyblizonego w postaci dyskretnej, nie dajg
og6Inych informacji o jednoznaczno$ci rozwigzania i zakresie
stabilno$ci uktadu.

Zagadnienia zwigzane z linearyzacja nieliniowych réwnan réz-
niczkowych wystepuja w literaturze technicznej od wielu lat [1-7].
Badania nad nia obejmujg zaréwno réwnania o pochodnych zwy-
czajnych, jak tez o pochodnych czastkowych. Teoretyczne pod-
stawy analizy i syntezy uktadow liniowych zostaty opracowane
jeszeze w XIX i XX wieku i sa doskonale znane. W pewnych
przypadkach przyblizenie liniowe pozwala zdefiniowac podsta-
wowe problemy zwiazane z badaniem dynamiki uktadéw nieli-
niowych. Okreslenie obszaru stabilnosci poprzez analiz¢ wartosci
wlasnych macierzy przyblizenia liniowego jest zagadnieniem
ogo6lnie znanym i stanowi pierwszy krok w analizie stabilno$ci
uktadu nieliniowego. Nastgpnym krokiem jest stabilizacja ukta-
dow nieliniowych. W dalszej kolejnosci linearyzacja umozliwia
synteze uktadu nieliniowego za pomoca jego liniowego przyblize-
nia.

2. Metody linearyzacji — przeglad

W literaturze technicznej mozna znalez¢ wiele réznorodnych
metod linearyzacji, umozliwiajacych uzyskanie liniowej aproksy-
macji nieliniowego réwnania stanu (1) [1-7]:

x(r)= Ax(7)+Bv(7), x(0)=x,, )

gdzie V(t) jest nowym wymuszeniem.

Najbardziej znang metoda jest linearyzacja poprzez rozwinigcie
w szereg Taylora wokol punktu rownowagi [1], ktora jakkolwiek
nie wymaga ztozonych przeksztatcen, jednak stanowi doktadne
przyblizenie jedynie w bliskim sasiedztwie punktu réwnowagi.
Metodami, ktére prowadza do doktadnego przyblizenia liniowego
w calej przestrzeni stanu sa m.in. linearyzacja optymalna [1, 3, 4]
oraz linearyzacja globalna [5, 6, 7]. Pierwsza z tych metod bazuje
na analizie bledu $redniokwadratowego migdzy prawa strona
réwnania nieliniowego a jej liniowym przyblizeniem. Metoda ta
jest jednak bardzo kosztowna, szczegodlnie dla wigkszej liczby
zmiennych stanu. Linearyzacja globalna oparta jest na zamianie
zmiennych stanu, spetniajacej warunki dyfeomorfizmu globalnego
i wprowadzeniu nieliniowego sprzgzenia zwrotnego. Istnieja takze
metody, takie jak metoda prostej optymalnej [7] lub metoda funk-
cji opisujacej [7], ktore nie odnosza si¢ bezposrednio do nielinio-
wego rownania stanu, lecz linearyzuja nieliniowe charakterystyki
rzeczywistych elementéw wystepujacych w uktadzie.

3. Wyboér metody linearyzacji

Metod linearyzacji jest wiele i nie sposob jest omowi¢ wszyst-
kich. Nie zostala tez jak dotad stworzona ich klasyfikacja ani
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mechanizmy pozwalajace na stwierdzenie, ktdra z dwdch porow-
nywanych metod jest lepsza dla konkretnego przypadku. Metody
r6znia si¢ migdzy soba zarowno rezultatami w sensie doktadno-
$ci otrzymanego za ich pomocg przyblizenia, jak tez ztozonoscia
oraz innymi cechami. Dlatego tez pojawita si¢ potrzeba opraco-
wania kryteriow, ktére pozwola na precyzyjne poréwnywanie
metod linearyzacji i okreslenie ich cech za pomoca wartosci
liczbowych.

4. Kryteria porownawcze

W pracy przedstawione zostang cztery czastkowe kryteria po-
réwnawcze dla metod linearyzacji oraz globalne kryterium, wy-
znaczane na podstawie kryteridow czastkowych. Wartos¢ normy
okreslajacej kryterium globalne jest miara wartosci danej metody
linearyzacji. Nalezy zaznaczy¢, ze dwa sposrdd czterech kryteriow
czastkowych, a co za tym idzie takze oparte na nich kryterium
globalne, wyznaczane sg dla konkretnej wartosci kroku catkowa-
nia.

a) Doktadnos¢ przyblizenia liniowego

Pierwszym i podstawowym kryterium oceny metod linearyzacji
jest okreslenie doktadnosci przyblizenia liniowego. Jest ona wyra-
zona za pomocg wartosci maksymalnej réznicy (A, ) migdzy

i, max
rozwigzaniem modelu nieliniowego a jego liniowym przyblize-
niem lub tez wartoscig bledu sredniokwadratowego w zdefiniowa-
nym przedziale czasowym.

A =max|x; yy — X, 1 3)

max TGN

Uktad uzyskany dzigki linearyzacji jest ukladem liniowych
rownan rézniczkowych. Do jego rozwiazania stosowana jest
najczesciej metoda Rungego-Kutty 1V rzedu z zadanym krokiem
catkowania [8]. Otrzymujemy rozwiazanie w formie dyskretne;j,
w $cisle zdefiniowanych chwilach czasowych; dotyczy to rowniez
rownania nieliniowego. Blad aproksymacji, czyli dokladnos¢
przyblizenia liniowego x' definiujemy na podstawie analizy
normy maksimum wzgledem réznicy wektoréw rozwiazan oraz na
podstawie analizy normy opartej na bledzie sredniokwadratowym.

xl — i=1 i=1 (4)

Aby znormalizowaé to kryterium, sprowadzamy warto$¢ bez-
wzgledna do wartosci z przedziatu (0,1]. Wartos¢ wzgledna x|

rel,i
odnosi si¢ do doktadnosci dla najwigkszego rozwazanego kroku
catkowania x! ., czyli takiej, dla ktorej rozbiezno$¢ miedzy
rozwiazaniem rownania nieliniowego a jego liniowym przyblize-
niem jest najwicksza.
1 x;

—i,ie[L,N] 5)

max

X

rel,i —

b) Koszt (czas obliczen)

Kolejnym kryterium charakteryzujacym metode linearyzacji
jest jej koszt, czyli czas potrzebny na wykonanie obliczen za
pomocg modelu liniowego. Koszt obliczen okreslony jest poprzez
wzgledny lub bezwzgledny czas realizacji algorytmu na tym
samym komputerze lub tez na komputerach o jednakowej wydaj-
nosci obliczeniowej. Czas bezwzgledny x?, wyrazony w sekun-
dach, moze nie by¢ dostatecznym wyznacznikiem z uwagi na
rézne implementacje algorytmoéw, rézne mozliwosci optymalizo-
wania kodu wynikowego czy tez obliczenia na réznych platfor-
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mach programowych (Mathematica, Matlab, implementacje

w jezyku C). Z tego wzgledu wprowadzona zostata miara wzgled-
2

na x

rel,i >

uzalezniona od czasu obliczen dla najmniejszego rozwa-

zanego kroku catkowania x>

max *

Xregs =5 ©)

¢) Ztozonos¢ procesu linearyzacji

Ztozono$¢ obliczeniowa jest terminem zwigzanym z teorig obli-
czen [9]. Gtoéwnym jej celem jest okreslenie ilosci zasobow po-
trzebnych do rozwiazania probleméw obliczeniowych. Rozwaza-
nymi zasobami sa takie wielkosci jak czas, pamigé lub liczba
procesorow. Ztozonos$é okreslona zostaje dla danego algorytmu,
opisujacego rozwiazanie okreslonego problemu. Ztozonos¢ mo-
zemy podzieli¢ na czasowa lub pamigciowa. Miara zlozonosci
czasowe] jest liczba operacji podstawowych w zaleznosci od
rozmiaru wejscia (np. rozmiardw macierzy, ilosci zmiennych
stanu). Pomiar rzeczywistego czasu zegarowego jest mato uzy-
teczny ze wzgledu na silng zalezno$¢é od sposobu realizacji algo-
rytmu, uzytego kompilatora oraz maszyny na ktorej algorytm
wykonujemy. Dlatego w charakterze czasu wykonania rozpatruje
si¢ zwykle liczbe operacji podstawowych (dominujacych). Opera-
cjami podstawowymi moga by¢ na przyktad: podstawienie, po-
rownanie lub prosta operacja arytmetyczna. Ztozonos¢ pamigcio-
wa jest z kolei miarg ilosci wykorzystanej pamigci. Jako te ilo$¢
najczescie] przyjmuje si¢ uzyta pamieé maszyny abstrakcyjnej (na
przyktad liczbe komorek pamigci maszyny RAM) w funkcji roz-
miaru wejscia. Mozliwe jest rowniez obliczanie rozmiaru potrzeb-
nej pamigci fizycznej wyrazonej w bitach lub bajtach. W ogdlnym
przypadku ztozonos¢ obliczeniowa charakteryzuje jako$¢ kodu
napisanego przez programist¢ i wygenerowanego przez kompila-
tor, szybko$¢ sprzetu, na ktorym program jest wykonywany, roz-
miar danych wejsciowych oraz uzyty algorytm.

W przypadku naszego kryterium nie chodzi jednak o ztozo-
no$¢ obliczeniowa. Kazda metoda linearyzacji wymaga pewnego
naktadu pracy, jaki trzeba wykona¢ w celu uzyskania przyblize-
nia liniowego. Wprowadzona zatem zostala miara liczbowa,
okreslajaca poziom skomplikowania metody. Miara ta zalezna
jest od:

- ilosci przeksztatcen przy tej samej liczbie zmiennych stanu,

- skomplikowania tychze przeksztalcen (liczenie pochodnych
czastkowych oraz np. przeksztalcenia tozsamosciowe charakte-
ryzuja si¢ mniejszym stopniem ztozonosci niz liczenie wartosci
catek oznaczonych, ktore realizowane jest zazwyczaj nume-
rycznie).

Ztozono$¢ procesu linearyzacji x* zdefiniowana zostata za po-
moca heurystycznie wybranej wartosci z przedziatu (0,1], wynika-
jacej z przyjetej metody linearyzacji modelu nieliniowego z waga
uzalezniong od doktadnosci przyblizenia liniowego oraz kosztu
obliczen, przy czym mniejsza warto$¢ oznacza mniejsza ztozo-
nos¢.

d) Zdolnos¢ do badania dynamiki, stabilizacji oraz zmiany
dynamiki (syntezy)

Ostatnie kryterium czastkowe pokazuje nam, w jakim stopniu
przyblizenie liniowe, uzyskane dang metoda, moze by¢ uzyteczne
do badania dynamiki, stabilizacji uktadow nieliniowych oraz
zmiany ich dynamiki (syntezy). Mozliwos¢ stabilizacji i zmiany
dynamiki (syntezy) jest zdefiniowana za pomoca heurystycznie
wybranej warto$ci z przedziatu (0,1], wynikajacej z adaptacji
znanych algorytmdéw obliczeniowych przeznaczonych do badania
uktadow liniowych, przy czym mniejsza warto§¢ oznacza wieksza
zdolnos$¢ do stabilizacji oraz syntezy.
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e) Globalne kryterium klasyfikacyjne

Kryterium globalne G wyznacza wartosé liczbowa, charaktery-
zujaca dang metode linearyzacji. Miara przydatnosci metody jest
norma wektora, ktérego elementami sktadowymi sg wartosci
wyznaczone poprzez kryteria czastkowe:

X:{xl,xz,x3,x4}r @)

Globalne kryterium obliczeniowe G zdefiniowane jest za pomoca
normy maksimum G, oraz normy euklidesowej G, .

G =[X],.,, =maxfs ®)
4 \2
Geuk = HX cu/f = (XI) (9)
i=1
G = Gmax + G (10)

2

5. Przyklad obliczeniowy

Do zobrazowania powyzszych rozwazan wykorzystany zostanie
model obwodu elektrycznego, zawierajacy silnik pradu statego
zasilany z generatora stonecznego [10]. Zmienne stanu w tym
uktadzie to kolejno napigcie generatora, prad wirnika oraz pred-
kos¢ obrotowa silnika.
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Rys. 1. Schemat obwodu elektrycznego z silnikiem pradu statego
zasilanym z generatora stonecznego

Fig. 1.  Electrical circuit with a DC motor supplied by a solar
generator

Uktad opisany jest ponizszym nieliniowym réwnaniem stanu [10]:

- ax,
X =—ae™ —a,x, +u
Xy = A3X) — AyX, — AsX3 an

X3 = agXy — a7X;3
%(0)=V,0, %(0)=0, x;(0)=0

Wspotezynniki uktadu oparte sg na jego parametrach fizycznych:

I 1 1 R,
G =", A=, A3 =", dy =——
C C L L (12)
K, K, K, Iy+1,
As=—", Qg =—>, A; =——, U=
L J J C

Przebiegi zmiennych stanu dla znamionowych wartosci parame-
trow przedstawione zostaly na rys. 2.

175

25

i
NN

19,5 T T T T T T T T T 1
0o 0,02 0,04 0,06 0,08 t[S] 0,1

Rys. 2a. Wykres przebiegu zmiennej stanu x; dla wartodci znamionowych
Fig. 2a. The state variable x; for the rated values
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Rys. 2b. Wykres przebiegu zmiennej stanu X, dla warto$ci znamionowych

Fig. 2b. The state variable x, for the rated values
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Rys. 2¢c. Wykres przebiegu zmiennej stanu x; dla warto$ci znamionowych

Fig. 2c. The state variable x; for the rated values

Roéwnanie (11) zostato poddane linearyzacji za pomocg dwoch
metod. W wyniku linearyzacji optymalnej otrzymano liniowe
réwnanie jednorodne postaci )k(t)z Ax(t
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X —1466.31 —1919.04 —20.5118| x;
X, |= 10 -120.45 -5 X, (13)
X5 0 500 -100 | x;

x,(0)=22.15, x,(0)=0, x;(0)=0

Linearyzacja globalna nieliniowego modelu powyzszego obwo-
du elektrycznego zostala przedstawiona w pracy [11]. Zastosowa-
nie wariantu uogolnionego linearyzacji globalnej doprowadzito do
nastepujacego liniowego przyblizenia:

P2 0 1 0Tz 1 0 0fglxu)
2= 0 0 1z [+0 1 0)&u)| 14
z — 4 —(a4—a3) e R 001 §3(x,u

an,,

7(0)=V,,, 2(0)=-ae""", z,(0)=aV,,

gdzie funkcje g,,g,,g; sa nowymi wymuszeniami [11].

Roéwnania stanu (13) i (14) rozwiazano numerycznie metoda
Rungego-Kutty IV rzedu ze stalym krokiem calkowania oraz
poréwnano z rozwigzaniem réwnania nieliniowego (11), wyzna-
czajac wartosci kryteriow czastkowych i w konsekwencji kryte-
rium globalnego dla kazdej z metod linearyzacji. Wyniki przed-
stawione sa w tabeli 1:

Tab. 1. Pordéwnanie dwoch metod linearyzacji na podstawie zdefiniowanych

kryteriow
Tab. 1. Comparison of both linearisation methods based on the defined
criteria
Doktadnosé Koszt
: GL OPT GL OPT
h=10"s 1,732 1,732 0,03078 0,00068
h=10"s 0,0824 1,732 0,04509 0,00147
h=10"s 0,0081 1,732 0,06378 0,01044
h=10"s 0,0008 1,732 0,15268 0,1001
h=10"s 0,0007 1,732 1 1
Ztozonos$é Uzyteczno$¢ Kryterium globalne
GL OPT GL OPT GL OPT
0,2 0,1 0,1 0,5 1,7466 1,8055
0,2 0,1 0,1 0,5 0,2356 1,8055
0,2 0,1 0,1 0,5 0,2325 1,8055
0,2 0,1 0,1 0,5 0,2707 1,8083
0,2 0,1 0,1 0,5 1,0247 2,0639

Nalezy odnotowaé, ze warto$ci kryteridéw czastkowych okresla-
jacych ztozonos$¢ procesu linearyzacji oraz uzyteczno$é¢ metody
dla stabilizacji oraz syntezy zostaty okreslone a priori na podsta-
wie wynikdéw dotychczasowych prac. Przedstawione na rys. 3
poréwnanie globalnego kryterium dla obu metod pozwala jedno-
znacznie okreslié, ktéra metoda lepiej nadaje si¢ dla badanego
przyktadu oraz jaki zakres kroku catkowania pozwala uzyskac
optymalne rezultaty. Dla lepszego zobrazowania charakteru zmian
wartosci dyskretne globalnego kryterium zostaty zaproksymowane
wielomianem drugiego stopnia.
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h=10"-4 h=10"-5 h=10"-6 h=10~-7 h=10"-8

Rys. 3. Poréwnanie dwoch metod linearyzacji na podstawie globalnego kryterium
Fig.3. Comparison of both linearisation methods based on the global criterion

6. Wnioski

7 poréwnania obu metod wynika, ze dla kazdej z badanych
wartos$ci kroku catkowania metoda linearyzacji globalnej daje
lepsze rezultaty niz linearyzacja optymalna. Zakres zmian kroku

catkowania uwarunkowany jest tym, ze dla #>107" s rozwiaza-
nie uzyskane za pomoca linearyzacji globalnej rozbiega sig, a dla
h<107""s koszt obliczen ro¢nie liniowo, nie dajac jednoczesnie

spodziewanej poprawy doktadnosci. W toku dalszych prac nalezy
rozwazy¢ dokladniejszy sposob okreslenia wartosci kryteriow
czastkowych trzeciego oraz czwartego, opisujagcego ztozonosé
procesu linearyzacji oraz zdolno$¢ do stabilizacji oraz syntezy.

Autor pragnie podzigkowac prof. Andrzejowi Jordanowi za po-
$wigcony czas i cenne uwagi w toku pracy nad niniejszym artyku-
fem. Prace wykonano w ramach pracy statutowej nr S/WE/3/08.
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