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Streszczenie

Sformutowano i rozwiagzano problem stabilizacji dodatnich liniowych
uktadéw dyskretnych niecatkowitego rzedu za pomoca macierzy sprzgze-
nia zwrotnego od wektora stanu tak, aby uklad zamknigty byt dodatni
i asymptotycznie stabilny. Podano warunki konieczne i wystarczajace
istnienia rozwiazania problemu oraz procedur¢ komputerowa wyznaczania
tej macierzy sprzg¢zenia zwrotnego. Procedurg tg zilustrowano na przykta-
dzie numerycznym.

Stowa Kkluczowe: algorytm komputerowy, liniowe uktady dyskretne
niecatkowitego rz¢du, dodatnio$¢, stabilizacja, sprz¢zenie zwrotne.

Computer algorithm for stabilization of
fractional discrete-time linear systems

Abstract

The problem of finding a gain matrix of the state-feedback of fractional
discrete-time linear systems such that the closed-loop system is positive
and asymptotically stable is formulated and solved. Necessary and sufficient
conditions for the solvability of the problem are established. A procedure
for computation of the gain matrix is given and illustrated by numerical
example.

Keywords: computer algorithm, linear discrete-time fractional systems,
positivity, stabilization, state-feedback.

1. Wprowadzenie

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanu, odpowiedzi
i warunki poczatkowe przyjmuja wartosci nieujemne. Przyktadami
takich uktadow sg procesy w reaktorach chemicznych, w wymien-
nikach ciepta, w kolumnach destylacyjnych, itp. Z uktadami taki-
mi czesto spotykamy si¢ w technice, ekonomii, medycynie, itp.
Literatura dotyczaca uktadow dodatnich jest dos¢ bogata [3, 4, 6].

Problem stabilnosci asymptotycznej dodatnich uktadéw niecat-
kowitego rzedu byt rozpatrywany w pracach [1, 2, 5-9]. Metody
stabilizacji dodatnich uktadéw niecatkowitego rzgdu zostaty
przedstawione w pracach [7, 8, 9].

W pracy tej zostanie przedstawiony komputerowy algorytm
wyznaczania macierzy sprzgzenia zwrotnego od wektora stanu
liniowych dyskretnych uktadow niecatkowitego rzedu tak, aby
uktad zamkniety byt dodatni i asymptotycznie stabilny. Propono-
wany algorytm dziatajacy w $rodowisku MATLAB moze znalez¢
zastosowanie przy rozwiazywaniu probleméw praktycznych
w obszarze regulacji, automatyki, robotyki, itp.

Praca ma nastepujaca strukture. W punkcie 2 podane sg warunki
konieczne i wystarczajace stabilno$ci asymptotycznej dodatnich
uktadow niecatkowitego rzgdu. W punkcie 3 podano warunki
konieczne i wystarczajace stabilizacji dodatnich uktadow niecat-
kowitego rzgdu za pomoca sprzezenia zwrotnego od wektora
stanu. W punkcie 4 przedstawiono procedure pozwalajaca spraw-
dzi¢ czy dany uklad jest dodatni i stabilny asymptotycznie oraz

dobra¢ macierz sprzezenia zwrotnego tak, aby uktad zamknigty
byt dodatni i asymptotycznie stabilny. Punkt 5 zawiera podsumo-
wanie pracy.

2. Stabilnos¢ dodatnich liniowych uktadow
niecatkowitego rzedu

Skorzystajmy z definicji réznicy wstecznej niecatkowitego rzeg-
du w postaci [10]

a k J o
Axp= XD ey, keZ,={0,1,2,.. (1)
j=0 J
przy czym a€R, n—1<a<neN={12,...} jestrzedem rozni-
cy wstecznej oraz
1 dla j=0

a .
[jJ: a(a—l)..J.fa—] +1) dla j>0 @

Rozpatrzmy liniowy dyskretny uktad niecatkowitego rzedu opi-
sany rownaniami

Aaxk+1:Axk +Buk, k€Z+ (33)
Vi :ka +Duk (3b)
przy czym x;, € R", u, e R™, y, e R? sg odpowiednio wek-

torem stanu, wymuszenia i odpowiedzi, a 4eR™", BeR™",

CeRP" DeRP™.
Korzystajac z (1) mozemy réwnania (3) napisa¢ w postaci

k+1
Xl = AogXp + X X+ Buy, keZ, (42)
J=2
Vi :ka +Duk (4b)
gdzie:
A, =A+1,a,

(4c)

i+ a
;=1 ‘[j]
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Korzystajac z (2), mozna pokaza¢ [8, 10], ze ¢, >0, dla
k=12,...
Niech R bedzie zbiorem nxm macierzy o elementach nie-

ujemnych oraz R” =R™! .

Definicja 2.1 [4] Ukfad opisany réownaniami (4) nazywamy
(wewnetrznie) dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego

xo € R i dla kazdego ciagu wymuszen u, eRY, keZ,,

zachodzi x;, € R oraz y, e RY dlawszystkich ke Z, .

Twierdzenie 2.1 [10] Dyskretny uktad niecatkowitego rzedu
(4) jest dodatni dla 0 < <1 wtedy i tylko wtedy, gdy

G nxn
A, e R,

BeR™™,
(%)
CeRP™,

pxm
D e Ry

Twierdzenie 2.2 [7, 10] Rozwiazanie rownania (4a) dla warun-
ku poczatkowego x, ma posta¢

k=1
xp =D pxg + _Zi)q)kfileui (6)
i

gdzie @, okreslone jest nastgpujaca zaleznoscia rekurencyjna

k+l i+ &
Q= (A+1L,a)@p + 2 (D)7 - [0y (7

i=2 1
dla q)o :]n .

Definicja 2.2 [7] Dodatni uktad niecatkowitego rzgdu (4) na-
zywamy asymptotycznie stabilnym wtedy, gdy rozwiazanie

X ZCDk.XO (8)

réwnania (4a) dla B =0 spelnia warunek Ilim x;, =0 dla kazde-
—0
go xp e Ry .
Z (2) i (4c) wynika, ze wspotezynniki ¢ silnie malejg wraz ze

wzrostem j. W praktyce zaklada sig, ze j jest ograniczone przez
pewna liczbe naturalng #. W takim przypadku rownanie (4a) przyj-
muje postac
h+l
xk+1:Aaxk+ Z2ijk,j+1+Buk, kGZJr (9)
J=

Dodatni uktad niecatkowitego rzedu (4a) nazywamy stabilnym
praktycznie wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (9) jest asymptotycz-
nie stabilny.

Definicja 2.2° Dodatni uktad niecatkowitego rzedu (4a) nazy-
wamy asymptotycznie stabilnym wtedy, gdy uktad jest stabilny
praktycznie dla & — oo .

Latwo jest wykazac, ze definicje 2.2 1 2.2° sa rownowazne. Za-
uwazmy, ze dodatni uktad niecatkowitego rzedu (4a) jest uktadem
z rosnaca liczba opdznien. Jak wiadomo [2, 5] stabilno$¢ asympto-

tyczna dodatniego uktadu dyskretnego z opdznieniami nie zalezy
od liczby i wielkosci opdznien, a tylko od sumy macierzy stanu.

Twierdzenie 2.3 [7] Dodatni uklad dyskretny niecatkowitego

rzedu (4a) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
dodatni liniowy uktad dyskretny

p— — 0
X = Axy, A:Aa+'2cj[,, (10)
Jj=

jest asymptotycznie stabilny.
W pracy [22] udowodniono, ze

Ye;=0 (11)

ch=1—a (12)

Podstawiajac (12) do (10) otrzymujemy
A=A+1, (13)

Stosujac do uktadu (10), ktérego macierz stanu ma postaé (13)
twierdzenie podane w [2, 5] otrzymujemy:

Twierdzenie 2.4 [7] Dodatni uktad dyskretny niecatkowitego
rzedu (4a) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spetniony jeden z ponizszych rownowaznych warunkéw:

1) Wszystkie minory gtéwne macierzy I, — A sa dodatnie
2) Wszystkie wspotczynniki wielomianu charakterystycznego

det[]nzfA]:z" +an_12"_l +...+ajz+ag (14)
macierzy A=A -1 , sa dodatnie

3. Stabilizacja dodatnich liniowych uktadow
niecatkowitego rzedu za pomoca
sprzezenia zwrotnego od wektora stanu

Rozpatrzmy uktad niecatkowitego rzedu (4a) ze sprz¢zeniem
zwrotnym od wektora stanu

ukZka,keZ+ (15)

przy czym K € R"™ jest macierza sprzezenia zwrotnego.
Macierz sprzgzenia zwrotnego dobieramy tak, aby uklad za-
mknigty

k+1
X1 = (g + BK)xy + _chjxk—jﬂ (16)
=

byt dodatni i asymptotycznie stabilny.
Twierdzenie 3.1 Uktad zamknigty niecatkowitego rzedu opisa-
ny réwnaniem (16) jest dodatni i asymptotycznie stabilny wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje macierz diagonalna

A =diag[y ... 4, (17)

oelementach 4, >0, k=1,...,n imacierz D € R"™" taka, ze
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(A+1,a)A +BD e R™ (18a)

[AA +BD]l, <0 (18b)

gdzie 1, =[1 1]T e R" (oznacza transpozycje).

Macierz sprzg¢zenia zwrotnego K dana jest zaleznoscig

K = DA™ (19)
Dowoéd. Wykazemy, ze uktad zamkniety (16) jest dodatni wte-

dy i tylko wtedy, gdy spelione sa warunki (18). Korzystajac
z zaleznosci (19) oraz (4c) otrzymujemy

Ay, +BK = (A+I,a)+BDA" =[(4+1,2)A + BDIA™! e R"™"

(20)
gdyz jest spelniony warunek (18a).
Biorac pod uwage, ze
KAl, = DA’IAI,, =Dl,iAl, =21 (21)

i korzystajac z (18) otrzymujemy
(4+BK —I)A=[(A+],)A+BD—-A]l,, =(AA+BD)1,, <0 (22)

gdyz jest spelniony warunek (18b).

Zgodnie z twierdzeniem 3.1 uktad zamknigty niecalkowitego
rzedu (16) jest wigc asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest spetniony warunek (18b).

Uwaga. Jezeli uktad niecatkowitego rzedu (4a) nie jest stabilny

oraz istnieja macierz diagonalna (17) i macierz D € R"™", spel-
niajace warunki (18), to mozna dobra¢ macierz sprzgzenia zwrot-
nego K tak, aby uklad zamknig¢ty byl dodatni i asymptotycznie
stabilny.

4. Procedura i przykiad numeryczny

Stosujac ponizsza procedure sprawdzamy najpierw czy rozpa-
trywany uktad jest dodatni i asymptotycznie stabilny.

Procedura

Krok 1. Sprawdzamy warunki dodatnios$ci uktadu

nxn
A+1,0x e R,

phxm
BeRY

Krok 2. Sprawdzamy:
1) czy wszystkie minory gléwne macierzy 4 sa dodatnie, lub
2) czy wszystkie wspotczynniki wielomianu charaktery-stycznego

det[]nz—A]:Z" +an_1zn_l +...taz+ay (23)

macierzy A sa dodatnie.

Jezeli powyzsze warunki sa spelnione, to uktad jest dodatni
i asymptotycznie stabilny. Jezeli warunki te nie sa spetnione, to
kontynuujemy procedur¢ i dobieramy macierz sprzg¢zenia zwrot-
nego tak, aby uktad zamknigty byt dodatni i asymptotycznie sta-
bilny.
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Krok 3. Wybieramy macierz diagonalng A:diag[/ll .../1,,],

A >0, k=1,...,n oraz macierz D € R"™" spekiajace warunki

AA + BD € R™"
(AA+BD)1, <0

Krok 4. Korzystajac z zaleznosci (19) wyznaczamy macierz
sprzezenia zwrotnego

K = DA™

Krok 5. Sprawdzamy czy uktad zamkniety jest dodatni
A, = (A, + BK) e R™"

Krok 7. Sprawdzamy czy uklad zamknigty jest asymptotycznie
stabilny, czyli np. czy wszystkie wspolczynniki wielomianu cha-
rakterystycznego (23) sa dodatnie.

Sie¢ dziatan algorytmu przedstawiono na rys. 1, gdzie poszcze-
gdlne bloki oznaczaja:
1 — wprowadzenie macierzy A, B i rz¢du uktadu o
2 — sprawdzenie dodatniosci uktadu
3 — wyznaczenie macierzy sprzezenia zwrotnego K
4 — sprawdzenie stabilnosci asymptotycznej uktadu zamknigtego

Tak

Rys. 1. Schemat algorytmu
Fig. 1. Algorithm diagram

Na podstawie przedstawionych w rozdziale 2 i 3 rozwazan, zo-
stal opracowany program komputerowy dziatajacy w srodowisku
programowym MATLAB. Kod zrédlowy programu w formie m-
pliku dostepy jest pod adresem e-mail autorow.

Program przeznaczony jest do badania stabilnosci asymptotycz-
nej oraz stabilizacji za pomoca sprzgzenia zwrotnego od wektora
stanu dodatnich uktadéw dyskretnych niecatkowitego rzedu. Po
uruchomieniu programu zostaje wyswietlony jego opis. Nastepnie
uzytkownik wprowadza dane w postaci macierzy stanu oraz rz¢du
uktadu (1). W kolejnym kroku program sprawdza czy rozpatrywa-
ny uktad jest dodatni (2). Jezeli warunki dodatnio$ci nie sa spet-
nione program wraca do momentu, gdzie uzytkownik wprowadza
dane. Dalej program bada czy uktad jest stabilny asymptotycznie.
Uzytkownik ma do wyboru dwa kryteria badania stabilno$ci
asymptotycznej. Jezeli rozpatrywany uktad spetnia jedno z kryte-
riéw, pojawia si¢ odpowiedni komunikat i praca programu jest
przerywana. Jezeli uktad nie spetnia zadnego z kryteriéw to pro-
gram wykonuje kolejne polecenia. Uzytkownik wprowadza za-
kres, w jakim beda szukane warto$ci macierzy spehiajacych
warunki (18). Nastepnie program dobiera odpowiednie macierze
i wyznacza macierz sprz¢zenia zwrotnego K. Dalej program spraw-
dza dodatnios¢ i stabilno$é asymptotyczng uktadu zamknigtego.
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Przyklad numeryczny

Wezmy ukiad dany réwnaniem:

05 04 057 [0l
X = X u
L7106 —04[ kT |1alk

Uktad jest dodatni, gdyz

ale nie jest asymptotycznie stabilny, poniewaz wielomian charak-
terystyczny uktadu

z+04 0.5

det[lnz—A]:{ 0 04}=22+0.82—0,14
— VL. z+0.

ma jeden wspolczynnik ujemny.
Program dobiera odpowiednie warto$ci macierzy:

el
D=[-17 -02]

Wynikiem dziatania programu komputerowego jest nastepujaca
macierz sprz¢zenia zwrotnego:

K =[-0425 -0.0667]

Uktad zamkniety jest dodatni, gdyz macierz

0.0575 0.4933] .,
A, = (4, +BK) = ’

0.005  0.0067 *

Jest rowniez stabilny asymptotycznie, poniewaz wielomian cha-
rakterystyczny uktadu zamknigtego

z—0.0575
—0.005

=22 40.93582+0.2158

—0.4933
z—0.0067

det[l,z - 4,]|= {

ma wszystkie wspdtczynniki dodatnie.
5. Podsumowanie

Zostal sformutowany i rozwigzany problem stabilizacji dodat-
nich liniowych uktadéw dyskretnych niecatkowitego rzedu za
pomocg macierzy sprzgzenia zwrotnego od wektora stanu tak, aby
uktad zamknigty byt dodatni i asymptotycznie stabilny. Na pod-
stawie rozwazan zostal opracowany program komputerowy umoz-
liwiajacy rozwiazanie tego problemu przy uzyciu srodowiska
programowego MATLAB. Przydatnos¢ programu wzrasta wraz ze
wzrostem wymiaru macierzy 4 badanego uktadu. Umozliwia on
szybkie wyznaczenie macierzy sprz¢zenia zwrotnego K, dla ukfa-
dow o dowolnym wymiarze macierzy A.
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