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S t r e s z c z e n i e  
 

W  celu  roz d z ielenia sk ł ad owych  k sz tał tu  od  sk ł ad owych  f alistoś ci i ch ro-
p owatoś ci stosu j e się  f iltry cyf rowe d olnop rz ep u stowe. W  p racy op raco-
wano m etod ę  f iltracj i p rof ili walcowoś ci z aob serwowanych  m etod ą  „ k lat-
k i” . W yk orz ystu j e ona tz w. p od ej ś cie f u nk cj onał owe. Poz wala to na 
elim inacj ę  ef ek tu  b rz eg oweg o oraz  z ap ewnia, ż e w p u nk tach  p rz ecię cia 
traj ek torii sk anowania wartoś ci p rom ienia p rz ef iltrowanych  p rof ili ok rą -
g ł oś ci i p rostoliniowoś ci są  ró wne. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  walcowoś ć , m etod a p om iarowa k latk i, f iltracj a p rof ilu . 
 
T h e ore t ic al  b ac k g roun d  of  c y l in d ric it y  prof il e  
e v al uat ion  of  rot ary  part s b y  m e an s  
of  b ird -c ag e  m e asurin g  m e t h od  
P art  2 :  A f un c t ion al  approac h  t o  
prof il e  f il t e rin g  

 
A b s t r a c t  

 
I t is assu m ed  th at rou g h ness, waviness and  f orm  constitu te th e g eom etrical 
su rf ace stru ctu re. T h e com p onents of  f orm  with  th e long est waveleng th s 
can now b e ex tracted  u sing  d ig ital low-p ass f ilters. I n th e case of  cylind rical 
su rf aces, th e assessm ent of  f orm  req u ires th at a p rof ile b e f iltered  with  th e 
aim  of  elim inating  th e waviness and  rou g h ness constitu ents. T h e f iltration 
p rocess selected  f or a p rof ile reg istered  with  th e b ird -cag e m eth od  sh ou ld  
p rovid e f iltration b oth  rou nd ness and  straig h tness p rof iles. Ad d itionally, it 
is log ical req u iring  th e valu es of  th e rad ii of  th e f iltered  rou nd ness and  
straig h tness p rof iles b e eq u al at th e p oints of  intersection of  th e scanning  
traj ectories. T h e p rof iles u nd er stu d y were f iltered  u sing  th e so called  
f u nctional ap p roach , wh ich  was introd u ced  to su rf ace m etrolog y b y Krystek  
[ 2, 3 ]  and  f u rth er d evelop ed  b y oth er research ers [ 7 ] . Accord ing  to th e 
ap p roach , a f iltered   p rof ile is m od eled  as a sp line, wh ich  assu m es  
a req u ired  sm ooth  f orm  d u e to local stresses p rop ortional to th e valu e of   
a d eviation. T h e m aj or ad vantag e of  th e f u nctional ap p roach  is th e elim ination 
of  th e b ou nd ary ef f ect, wh ich  occu rs d u ring  f iltration of  straig h tness 
p rof iles. Alth ou g h  it is relatively sim p le to d irectly g eneraliz e th e f u nctional 
ap p roach  to th e f iltration of  a cylind ricity p rof ile reg istered  with  th e b ird -
cag e m eth od  ( 26 ) , th e p rob lem  is very d if f icu lt to solve b ecau se of  its 
d im ension. T h eref ore, sim p lif ied  ap p roach  h as b een ap p lied . F irst, we 
f iltered  each  p rof ile sep arately u sing  th e p re-d eterm ined  m eth od s f or 
rou nd ness and  straig h tness p rof iles. S u b seq u ently, we f iltered  th e p rof iles 
b y introd u cing  ad d itional eq u ality cond itions ( 3 3 ) , wh ich  assu red  p rof ile 
continu ity at th e p oints of  intersection of  th e cylind er scanning  traj ectories. 
T h e p rop osed  two-step  f iltration alg orith m  can b e com b ined  with  th e 
p roced u re of  p rof ile m atch ing  d iscu ssed  in R ef . [ 1] . 
 
K e y w o r d s :  cylind ricity, b ird -cag e m eth od , p rof ile f iltering . 
 
1 .  Wprowad ze n ie  
 
P r z yj m u j e się, ż e c h r opow atoś ć , f alistoś ć  i k sz tał t tw or z ą str u k tu -

r ę g eom etr yc z n ą pow ier z c h n i. W  c elu  w yod r ęb n ien ia sk ł ad ow yc h  
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k sz tał tu  o n aj w ięk sz yc h  d ł u g oś c iac h  f al stosu j e się ob ec n ie d oln o-
pr z epu stow e f iltr y c yf r ow e. J est oc z yw iste, ż e w  c elu  oc en y 
k sz tał tu  pow ier z c h n i w alc ow yc h  z aob ser w ow an y pr of il r ó w n ież  
w ym ag a f iltr ac j i w  c elu  od r z u c en ia sk ł ad ow yc h  f alistoś c i i c h r o-
pow atoś c i. Z astosow an a m etod a f iltr ac j i pr of ilu  z aob ser w ow an eg o 
m etod ą k latk i pow in n a z apew n ić  f iltr ac j ę z ar ó w n o pr of ili ok r ąg ł o-
ś c i j ak  i pr ostolin iow oś c i. D od atk ow o log ic z n e j est w pr ow ad z en ie 
w ym ag an ia, b y w  pu n k tac h  pr z ec ięc ia tr aj ek tor ii sk an ow an ia 
w ar toś c i pr om ien ia pr z ef iltr ow an yc h  pr of ili ok r ąg ł oś c i i pr ostoli-
n iow oś c i b ył y r ó w n e.  
I stn iej e b og ata liter atu r a d otyc z ąc a f iltr ac j i pr of ili ok r ąg ł oś c i  

i pr ostolin iow oś c i. B r ak  j est n atom iast pr ac  om aw iaj ąc yc h  f iltr ac j ę 
pr of ili w alc ow oś c i, w  sz c z eg ó ln oś c i pr of ili z m ier z on yc h  m etod ą 
k latk i. P on iew aż  m etod a pom iar ow a k latk i j est k om b in ac j ą m eto-
d y pr z ek r oj ó w  popr z ec z n yc h  i w z d ł u ż n yc h  n a w stępie om ó w im y 
m etod y pom iar u  pr of ili ok r ąg ł oś c i i pr ostolin iow oś c i. 
W  pr ac y stosu j em y oz n ac z en ia w pr ow ad z on e w  c z ęś c i pier w -

sz ej  ar tyk u ł u  [ 1 ] .  
 

2 .  P od st awy  f il t rac j i prof il i ok rą g łoś c i  
i prost ol in iowoś c i 

 
N a w stępie r oz w aż ym y pr of il ok r esow y )(ϕr  ok r eś lon y n a 

pr z ed z iale ]2,0[ π . N iec h  Nirr ii ,...,1),( =ϕ=  b ęd z ie d ysk r etn ym  
pr of ilem  ok r ąg ł oś c i z ar ej estr ow an ym  z e stał ym  od stępem  pr ó b -
k ow an ia N/2π=ϕ∆ . Filtrem dyskretnym liniowym stacjonarnym 
n az yw am y od w z or ow an ie f

ii rr →  opisan e z a pom oc ą r ó w n an ia  
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g d z ie ih  j est pew n ym  c iąg iem  ok r esow ym  o ok r esie N . C iąg  ih  
n az yw am y f u nkcją  wag i lu b  odp owiedz ą  imp u lsową  f iltr u . R ó w -
n an ie f iltr u  m oż n a r ó w n ież  z apisać  w  d z ied z in ie c z ęstotliw oś c i 
w yz n ac z aj ąc  d ysk r etn ą tr an sf or m atę F ou r ier a c iąg ó w  ir , f

ir , ih , 
( z  d ef in ic j i ∑

=
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 1,...,0),()()( −== NkkRkHkR f

f .               ( 2 ) 
 
F u n k c j ę )(kH f  n az yw am y f u nkcją  p rz ejś cia f iltru  lu b  transmi-

tancją . J eś li f u n k c j a w ag i j est f u n k c j ą par z ystą iiNi hhh ==
−−

, to 
f u n k c j a )(kH f  pr z yj m u j e w ar toś c i r z ec z yw iste i f iltr  n ie w pr o-
w ad z a pr z esu n ięc ia f az ow eg o pr of ilu . F iltr  tak i n az yw am y f iltrem 
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z korekcją fazy. Dla profili okresowych, sposób implementacji 
filtru  wykorzystu ją cy równanie ( 2 )  jest zd ecyd owanie najprostszy.  
W ł asnoś ci filtru  zd eterminowane są  przez transmitancję  filtru  

)(kH f . Obecnie najczę ś ciej stosowany jest fi l t r G au s s a, d la 
któreg o 

2/,...,0,)(
2

2ln
NkekH ck

k

f ==




−  

 
)()( kNHkH ff −=  d la pozostał ych k .  ( 3 )  

 
Z wróć my u wag ę , ż e 2/1)( =cf kH . S kł ad owa wid ma o nu me-

rze k , d la której tł u mienie filtru  jest równe 2/1  nosi nazwę  s kł a-
d ow ej od ci ę ci a fi l t ru  ( ang . cu t off com p on en t ) . M oż na również  
stosować  filtry, d la których 
 
 




≤
−−∪∈= .2/h  pozostalyc dla   0

]1,[],0[ dla    1)(
Nk

NkNkk
kH cc

f        ( 4 )  
 
F iltr ten nie zmienia skł ad owych profilu  o nu merach 

ckk ≤ , 
natomiast cał kowicie tł u mi skł ad owe 

ckk > . F iltr taki nazywamy 
fi l t rem  od ci n ającym  ( w literatu rze stosowana jest również  nazwa 
fi l t r F ou ri era) . 
Z ag ad nienie filtracji profili nieokresowych okreś lonych na od -

cinku  ],0[ Hz∈  jest znacznie bard ziej zł oż one. Dlateg o na wstę -
pie rozważ my przypad ek, g d y ],[ ∞−∞∈z . P rzyjmijmy, ż e 

∞−∞== ,...,),( izrr ii  bę d zie d yskretnym profilem prostolinio-
woś ci otrzymanym w wyniku  próbkowania profilu  cią g ł eg o ze 
stał ym od stę pem próbkowania z∆ . W  tym przypad ku  od powied -
nikami równań  filtru  ( 1 ) , ( 2 )  są  równania 
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 ]2,0[),()()( π∈ΩΩΩ=Ω RHR f ,               ( 6 )  

 
g d zie Ω  jest u normowaną  pu lsacją  ką tową , )(ΩfR , )(ΩR , 

)(ΩfH  są  transformatami F ou riera cią g ów ir , f
ir , ih , ( z d efinicji 

∑∞
−∞=

Ω−=Ω
i

ij
ierR )( ) .  

R ozważ my obecnie przypad ek profilu  prostoliniowoś ci okre-
ś loneg o na od cinku  ],0[ Hz∈ . N iech Nizrr ii ,...,1),( ==  bę d zie 
cią g iem d yskretnych próbek profilu , g d zie )1/()1( −−= NiHzi . 
W  przypad ku  filtrów profili prostoliniowoś ci najczę ś ciej stosowa-
na implementacja filtru  wykorzystu je d efinicję  ( 5 ) . P ierwszym 
moż liwym u proszczeniem jest przyję cie, ż e operacja su mowania 
( 5 )  przeprowad zana jest w skoń czonym zakresie, czyli  
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d la od powied nio d obranej wartoś ci K . Z  reg u ł y liczba K  jest tak 
d obrana, by 0≈ih  d la Ki ≥ . N p. d la filtru  G au ssa, d la któreg o 
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g d zie 
cλ  jest d ł u g oś cią  fali od cię cia filtru  ( ang . cutoff length )  

przyjmu je się  zK c ∆λ= /  ponieważ  )(zh  szybko zanika d la 
2/cz λ≥  i np. 

 
 

 )0(1039417.1)( 6hh c

−⋅≅λ .                         ( 9 )  
 
Z wróć my u wag ę , ż e su ma ( 7 )  nie moż e być  wyznaczona d la 

każ d ej próbki o współ rzę d nej z  leż ą cej w przed ziale  ],0[ H ,  
a jed ynie d la próbek, których ind eksy należ ą  d o przed ział u  

],1[ KNK −+ . Dlateg o np. w pomiarach chropowatoś ci po-
wierzchni normy zalecają  zarejestrowanie profilu  d ł u ż szeg o o d wa 
od cinki elementarne niż  wymag ane d o analizy pię ć  od cinków 
elementarnych. Dod atkowe od cinki sł u ż ą  d o rozbieg u  filtrów i nie 
są  wykorzystywane w d alszej analizie profilu . C zę sto jed nak 
zarejestrowany profil jest zbyt krótki, aby moż na był o zrezyg no-
wać  ze skrajnych od cinków. T en sam problem pojawia się  przy 
próbach opracowania alg orytmów filtracji profili powierzchni 
obrotowych.  
W  literatu rze istnieje kilka rozwią zań  pozwalają cych wyelimi-

nować  efekt brzeg owy. N ajwcześ niejsze rozwią zania należ ą  d o 
K rystka [ 2 , 3 ] , który zaproponował  zastosowanie d o filtracji profi-
lu  tzw. pod ejś cie fu nkcjonał owe. P rofil przefiltrowany mod elowa-
ny jest w postaci g ię tkiej listwy ( ang . s p li ne ) , która pod  wpł ywem 
lokalnych naprę ż eń  proporcjonalnych d o wartoś ci od chył ki profilu  
zaobserwowaneg o przyjmu je wł aś ciwy g ł ad ki kształ t. P od stawy 
matematyczne metod  filtracji wykorzystu ją cych krzywe typu  
spline zawarte są  w pracach [ 4 -6 ] . W ad ą  teg o pod ejś cia jest zł e 
u waru nkowanie zad ania optymalizacji ( i zwią zaneg o z nim rów-
nania linioweg o)  w przypad ku , g d y od stę p próbkowania profilu  
jest d u ż o mniejszy od  d ł u g oś ci od cię cia filtru . W  pracy [ 7 ]  zapro-
ponowano mod yfikację  poleg ają cą  zastosowaniu  d o aproksymacji 
profilu  przefiltrowaneg o cią g ł ych fu nkcji sklejanych trzecieg o 
rzę d u  ( ang . cub i c s p li nes ) , w których od leg ł oś ci pomię d zy wę zł a-
mi fu nkcji jest d u ż o wię ksza od  od stę pu  próbkowania profilu . 
Dzię ki temu  współ czynnik u waru nkowania problemu  staje się  
niezależ ny od  od stę pu  próbkowania. 
W  pracy [ 8 ]  d o eliminacji efektu  brzeg oweg o wykorzystano fil-

try reg resyjne. W  filtrze reg resyjnym wartoś ć  profilu  przefiltro-
waneg o w każ d ym pu nkcie powierzchni wyznaczana jest 
w wyniku  lokalnej aproksymacji profilu  za pomocą  wielomianu  
od powied nieg o rzę d u  ( zwykle pierwszeg o lu b d ru g ieg o) . K ryte-
riu m wykorzystywanym przy aproksymacji profilu  jest su ma 
waż ona kwad ratów róż nic pomię d zy wartoś ciami profilu  obser-
wowaneg o od  wielomianu  aproksymu ją ceg o. Od powied nie wł a-
snoś ci filtru  otrzymu je się  przez od powied ni d obór fu nkcji wag i.  
Obecnie zarówno filtr typu  spline jak i filtr reg resyjny są  opisa-

ne w d oku mentach normalizacyjnych [ 9 , 1 0 ] . W  tym opracowaniu  
d o filtracji profili walcowoś ci zarejestrowanych metod ą  klatki 
zastosu jemy pewne u og ólnienie pod ejś cia zaproponowaneg o 
przez K rystka. 
 
3. F u n k c j o n a ł o w e  p o d e j ś c i e  d o  z a g a d n i e n i a  

f i l t r a c j i  
 
W yobraź my sobie cienką  g ię tką  listwę  ( ang . s p li ne ) , na którą  

d ział ają  sił y proporcjonalne d o lokalneg o od chylenia profilu  
],0[),( Hzzr ∈ . W ówczas listwa przyjmie kształ t )(zrf , d la któ-

reg o fu nkcjonał   
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osią g a minimu m, g d zie 
z'γ  jest pewnym współ czynnikiem zależ -

nym od  współ czynnika sprę ż ystoś ci listwy. P ierwszy skł ad nik 
fu nkcjonał u  ( 1 0 )  ma g warantować , by profil przefiltrowany )(zrf  
od powied nio d obrze aproksymował  profil zaobserwowany )(zr . 
Dru g i skł ad nik nazywany ener gi ą  z gi ę ci a  k r z yw ej  jest kosztem 
g warantu ją cym od powied nią  „ w olnoz m i ennoś ć ”  syg nał u  przefil-
trowaneg o. P arametr 

z'γ  d obiera się  tak, aby u zyskać  ż ą d ane 
pasmo przenoszenia filtru . W  d alszej czę ś ci rozd ział u  skł ad nik 
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zależny od poc h odnyc h  f unkc j i  fr  nazyw ać  b ę dzi em y kosztem 
zg i ę c i a . M ożna pokazać , że j eś li  zakres  c ał kow ani a w  ( 1 0 )  ob ej -
m uj e c ał ą  pros t ą  rzec zyw i s t ą  R , t o t rans m i t anc j a f i lt ru c i ą g ł eg o 
ot rzym aneg o z w arunku m i ni m um  f unkc j onał u ( 1 0 )  j es t  ró w na 
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Z at em , ab y uzys kać  żą daną  dł ug oś ć  f ali  odc i ę c i a f i lt ru 

cλ , dla 
kt ó rej  t ł um i eni e f i lt ru j es t  ró w ne 5 0 %  należy przyj ą ć  

444 )2/(/1 πλ=ω=γ ccz
. 

D ys kret nym  odpow i edni ki em  f unkc j onał u ( 1 0 )  b ę dzi e f unkc j o-
nał  
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g dzi e s ym b ol ix

2∇  oznac za i loraz ró żni c ow y drug i eg o rzę du 
c i ą g u ix  zdef i ni ow any przez 
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2 2 −+ +−=∇ iiii xxxx .                  ( 1 3 )  

 
P oró w nuj ą c  ( 1 0 )  i  ( 1 2 )  w i dać , że przy m ał ym  odc i nku pró b ko-

w ani a z∆  pow i ni en zac h odzi ć  zw i ą zek 4/' zzz ∆γ=γ . B ardzi ej  
dokł adny rezult at  w yznac zono w  prac y [ 2 ] :  
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Z  w arunkó w  koni ec znyc h  opt ym alnoś c i  ot rzym uj em y ukł ad 

ró w nań  
 

 0),...,,( 21 =
∂

∂
f
j

f
M

ff

r
rrrJ , Mj ,...,2,1= ,             ( 1 5 )  

 
kt ó ry m ożem y zapi s ać  w  zw art ej  pos t ac i  m ac i erzow ej  
 

 rrA =
fl ,                         ( 1 6 )  

 
g dzi e 
 

 ll ΓIA zM γ+= ,                              ( 1 7 )  
 

 ,

121
2541
14641

14641
1452

121





















−
−−

−−

−−
−−

−

= OOOOO
lΓ      ( 1 8 )  

 
T

Mrrr ]...[ 21=r , 
              ( 1 9 )  

Tf
M

fff rrr ]...[ 21=r . 
 
N a rys unku 1  przeds t aw i ono przeb i eg i  prof i lu przef i lt row aneg o 

na t le przykł adow eg o zaob s erw ow aneg o prof i lu pros t oli ni ow oś c i  
dla ki lku w yb ranyc h  w art oś c i  dł ug oś c i  f ali  odc i ę c i a f i lt ru. W i -
doc zny j es t  b rak ef ekt u b rzeg ow eg o. 
 
 

  

  

  

  
R y s .  1 .   P rz eb i eg i  p ro fi l u  p rz efi l t ro w a n eg o  n a  t l e p rz y k ł a d o w eg o  z a o b s erw o w a n eg o   

p ro fi l u  p ro s t o l i n i o w o ś c i  d l a  p rz y k ł a d o w y c h  w a rt o ś c i  cλ  
F i g .  1 .   T h e p l o t s  o f fi l t ered  p ro fi l e a g a i n s t  a  b a c k g ro u n d  o f t h e m ea s u red   

s t ra i g h t n es s  p ro fi l e fo r d i fferen t  v a l u es  o f cλ  
 
A nalog i c zny alg oryt m  f i lt rac j i  m ożna w yprow adzi ć  dla prof i li  

okres ow yc h  )( ii rr ϕ= , Ni ,...,1= . W  t ym  przypadku odpow i ed-
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nim funkcjonałem definiującym przebieg przefiltrowany jes t 
funkcjonał 

 ( ) ∑∑
=

ϕ

=
∇γ+−=

N

i

f
i

N

i

f
ii rrrJ

1

22

1

2 )(22
1 .             ( 2 0 ) 

 
przy czym w definicji ilorazó w ró ż nicowych  zakłada s ię , ż e 

Nii rr += . Z  warunkó w koniecznych  optymalnoś ci otrzymujemy 
obecnie 

 rrA =
fc                          ( 2 1 ) 

 
dla  

 c
N

c ΓIA ϕγ+= ,                              ( 2 2 ) 
 

 





















−−
−−

−−

−−
−−

−−

=

64114
46411
14641

14641
11464
41146

OOOOO
cΓ ,     ( 2 3 ) 

 
T

Nrrr ]...[ 21=r , 
 ( 2 4 ) 

Tf
N

fff rrr ]...[ 21=r . 
 
J eś li 

ck  jes t ż ądanym numerem s kładowej odcię cia filtru, to na-
leż y przyjąć 

 .)2/(sin16
1

4
ckϕ

γϕ ∆
=                     ( 2 5 ) 

 
N a rys unku 2  przeds tawiono przebiegi profilu przefiltrowanego 

na tle przykładowego zaobs erwowanego profilu okrągłoś ci dla 
kilku wybranych  wartoś ci numeró w s kładowych  odcię cia filtru. 
 

  

  

  

  
R y s .  2 .   P r z e b i e g i  p r of i l u  p r z e f i l t r ow a n e g o n a  t l e  p r z y k ł a dow e g o z a ob s e r w ow a n e g o  

p r of i l u  ok r ą g ł oś c i  dl a  r ó ż n y c h  w a r t oś c i  ck  
F i g .  2 .   T h e  p l ot s  of  f i l t e r e d p r of i l e  a g a i n s t  a  b a c k g r ou n d of  t h e  m e a s u r e d  

r ou n dn e s s  p r of i l e  f or  di f f e r e n t  v a l u e s  of  ck  
 

 
4. F i l t r ac j a p r o f i l i  w al c o w o ś c i   

z ao b s e r w o w an y c h  m e t o d ą  k l at k i  
 
N ajpros ts zą metodą filtracji profili walcowoś ci zaobs erwowa-

nych  metodą klatki jes t oddzielne przefiltrowanie kolejnych  profili 
np. za pomocą metody omó wionej w poprzednim punkcie. J ednak 
wadą takiej metody bę dzie nieciągłoś ć otrzymanego profilu. J es t 
zrozumiałe, ż e w punktach  przecię cia s ię  trajektorii s kanowania 
wartoś ci promienia profili przekrojó w poprzecznych  i wzdłuż nych  
nie bę dą dokładnie takie s ame. S ytuacja taka bę dzie miała miejs ce 
nawet wtedy, gdy profil zaobs erwowany bę dzie ciągły ( po doko-
naniu dopas owania profili). N as zym celem bę dzie opracowanie 
takiej metody filtracji, któ ra zagwarantuje ciągłoś ć profilu.  
N a ws tę pie podamy bezpoś rednie uogó lnienie filtró w wykorzy-

s tujących  podejś cie funkcjonałowe. N iech  cf
ijr , 

cNi ,...,2,1= , 
cMj ,...,2,1=  i f

ijr
l , 

ll
MjNi ,...,2,1,,...,2,1 ==  oznaczają wartoś ci 

promienia profilu przefiltrowanego. W  celu wyznaczenia profilu 
przefiltrowanego zdefiniujmy funkcjonał 
 

 

( )
( ) ∑ ∑∑∑

∑∑∑∑
−

= == =

= =

ϕ

= =

∇γ+−+

∇γ+−=
1

2 1

22

1 1

2

1 1

22

1 1

2

)(22
1

)(22
1

l ll l

lll

M

j

N

i

f
ijj

z
M

j

N

i

f
ijij

M

j

N

i

cf
iji

M

j

N

i

cf
ij

c
ij

rrr

rrrJ
c cc c

.    ( 2 6 ) 
 

oraz dla zapewnienia ciągłoś ci profilu zaż ądamy, by s pełnione 
były ograniczenia ró wnoś ciowe 
 
 f

jn
cf
mi mn

rr l
=   dla 

cMmNn ,...,2,1,,...,2,1 ==
l

.    ( 2 7 ) 
 
W  dals zej czę ś ci przyjmiemy oznaczenie 
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 cf
mi

cf
mn n

rr
df

~
= , f

jn
f
mn m

rr ll
df

~
= .                  ( 2 8 )  

 
Zag adnienie m inim al iz ac j i ( 2 6 )  w z g l ę dem  cf

ijr , f
ijr
l  z  og r anic z e-

niam i ( 2 7 )  r oz w iąz uj em y def iniuj ąc  f unkc j ę  L ag r ang e’ a 
 

 ( )∑∑
= =

−+=
l

l

N

n

M

m

f
mn

cf
mnmn

c

rrlJL
1 1

~~                        ( 2 9 )  
 

g dz ie mnl  s ą w s p ół c z ynnikam i L ag r ang e’ a. Z w ar unków  koniec z -
nyc h  op t ym al noś c i ot r z ym uj em y ukł ad r ów nań  
 

 ,0=
∂
∂

cf
ijr
L  

cNi ,...,2,1= , 
cMj ,...,2,1= ,                ( 3 0 )  

 
 ,0=

∂
∂

f
ijr
L
l

 
ll

MjNi ,...,2,1,,...,2,1 == ,               ( 3 1 )  

 
 ,0=

∂
∂

mnl
L  

cMmNn ,...,2,1,,...,2,1 ==
l

.  ( 3 2 )  

 
C h oc iaż  ot r z ym ane uog ól nienie od s t r ony t eor et yc z nej  nie j es t  

s kom p l ikow ane, t o j ednak p r akt yc z ne r oz w iąz anie ot r z ym aneg o 
ukł adu j es t  w  z as adz ie niem oż l iw e z e w z g l ę du na l ic z bę  z m ien-
nyc h . I s t ot nie, z w r óć m y uw ag ę , ż e l ic z ba t a w ynos i 

ccc MNMNMN
lll

++ , a w ię c  p r z ykł adow o dl a t yp ow yc h  w ar t o-
ś c i l ic z by p r óbek w  p r z ekr oj u 102==

l
MNc  i l ic z by p r z ekr oj ów  

10==
l

NM c
 l ic z ba z m iennyc h  w ynos i p onad 2 0  0 0 0 .  

Z t eg o w z g l ę du z as t os uj em y p odej ś c ie up r os z c z one p ol eg aj ąc e 
na z as t os ow aniu nas t ę p uj ąc eg o al g or yt m u:  
 

KROK 1 . W  p ier w s z ym  kr oku dokonuj em y f il t r ac j i każ deg o p r of il u 
oddz iel nie w ykor z ys t uj ąc  op is ane al g or yt m y f il t r ac j i dl a p r of il i 
p r os t ol iniow oś c i i okr ąg ł oś c i. W  w yniku f il t r ac j i ot r z ym uj em y 
p r of il  p r z ef il t r ow any cf

ijr , f
ijr
l .  

 
KROK 2 . W yz nac z am y w ar t oś c i ś r ednie p r om ienia w  p unkt ac h  
p r z ec ię c ia t r aj ekt or ii s kanow ania 
 

( )fmncf
mnmn rr l~~

2
1~ +=ρ   dl a 

l
Nn ,...,2,1= , 

cMm ,...,2,1= .    ( 3 3 )  
 

KROK 3 . P ow t ar z am y p r oc es  f il t r ac j i oddz iel nie dl a każ deg o p r of i-
l u w p r ow adz aj ąc  dodat kow e w ar unki r ów noś c iow e:  
a)  cf

mnmn r~~ =ρ  dl a p r of il i okr ąg ł oś c i, 
b)  f

mnmn r l~~ =ρ  dl a p r of il i p r os t ol iniow oś c i. 
 
P oz os t aj e s f or m uł ow ać  z adanie f il t r ac j i p r of il i okr es ow yc h   

i nieokr es ow yc h  z  dodat kow ym i z ał oż eniam i r ów noś c iow ym i. 
R oz w aż m y dl a p r z ykł adu p r of il  p r os t ol iniow oś c i jr , l

Mi ,...,1= . 
Zał óż m y, ż e p r of il  p r z ef il t r ow any f

jr  p ow inien w  p unkt ac h  p r of i-
l u o indeks ac h  

mj  p r z yj m ow ać  w ar t oś c i 
mρ~ , g dz ie 

cMm ,...,1= . 
D ef iniuj em y f unkc j ę  L ag r ang e’ a 
 

( ) ∑∑∑
=

−

==

−+∇+−=
cM

m
m

f
mm

M

j

f
j

z
M

j

f
jj rlrrrL

1

1

2

22

1

2 )~~()(22
1 ργ ll , f

j
f

m m
rr

df
~

= . ( 3 4 )  
 
Z w ar unków  koniec z nyc h  op t ym al noś c i ot r z ym uj em y 
 

 111 rrA =
fl ,                         ( 3 5 )  

 
g dz ie 
 

 



−

−=
0P
PAA

l

l

1 , 

















ρ−

ρ−=
cM

~

~
1

1
M

r

r , 
















=

cM

f

f

l

l
M

1
1

r

r     ( 3 6 )  

 
i g dz ie l

MM cR ×
∈P  j es t  m ac ier z ą, w  kt ór ej  el em ent y o indeks ac h  

),( mjm , 
cMm ,...,1=  s ą r ów ne 1 , a p oz os t ał e el em ent y s ą r ów ne 

z er u.  
P r z eds t aw iony al g or yt m  dw uet ap ow ej  f il t r ac j i m oż e być  p oł ą-

c z ony z  p r oc edur ą dop as ow ania p r of il i om ów ioną w  [ 1 ] , g dyż  
w ydaj e s ię  bar dz iej  c el ow e z as t os ow anie p r oc edur y dop as ow ania 
dop ier o p o w ykonaniu p ier w s z eg o kr oku f il t r ac j i. Kol ej noś ć  w y-
konyw anyc h  op er ac j i p ow inna być  nas t ę p uj ąc a:   
 

KROK 1 . D okonuj em y f il t r ac j i każ deg o p r of il u z aobs er w ow aneg o 
oddz iel nie w ykor z ys t uj ąc  op is ane al g or yt m y f il t r ac j i dl a p r of il i 
p r os t ol iniow oś c i i okr ąg ł oś c i. W  w yniku f il t r ac j i ot r z ym uj em y 
p r of il  p r z ef il t r ow any )1(cf

ijr , )1(f
ijr
l .  

 
KROK 2 . D okonuj em y dop as ow ania p r of il i p r z ef il t r ow anyc h  w  
kr oku 1 . W  w yniku dop as ow ania ot r z ym uj em y p r of il  )2(cf

ijr , )2(f
ijr
l . 

 
KROK 3 . D ef iniuj em y ż ądane w ar t oś c i p r of il u p r z ef il t r ow aneg o 
p r z ed dop as ow aniem  

mn
cf
mn

c
mn r ρ∆+=ρ ~~~ )1( , 

 
mn

f
mnmn r ρ∆−=ρ ~~~ )1(ll , 

 
g dz ie  

)2()2( ~~~ cf
mn

f
mnmn rr −=ρ∆ l  

 
i )1(~cf

mnr , )1(~ f
mnr
l , )2(~cf

mnr , )1(~ f
mnr
l  oz nac z aj ą w ar t oś c i odp ow iednic h  

p r of il i w  p unkt ac h  p r z ec ię c ia t r aj ekt or ii. 
 
KROK 4 . P o r az  dr ug i dokonuj em y f il t r ac j i p r of il u z aobs er w ow a-
neg o z  dodat kow ym i w ar unkam i r ów noś c iow ym i 
a)  cf

mi
c
mn n

r=ρ~  dl a p r of il i okr ąg ł oś c i, 
b)  f

jnmn m
r ll =ρ~  dl a p r of il i p r os t ol iniow oś c i. 

 
KROK 5 . D okonuj em y p ow t ór neg o dop as ow ania ot r z ym anyc h  
p r of il i.  
 
O p r ac ow any al g or yt m  bę dz iem y naz yw al i algorytmem dwueta-

p owej  f i ltrac j i  z  op tymaln ym dop as owan i em p rof i li . W  w yniku 
z as t os ow ania al g or yt m u ot r z ym uj em y p r of il  p r z ef il t r ow any s p eł -
niaj ąc y w ar unek ( 2 7 ) .  
 
5. B a d a n i a  e k s p e r y m e n t a l n e  
 
P r z ep r ow adz ono badania eks p er ym ent al ne op r ac ow anej  m et ody 

f il t r ac j i p r of il i w al c ow oś c i. P oniż ej  p r z eds t aw iam y dw a p r z ykł a-
dy:  f il t r ac j i p r of il u z aobs er w ow aneg o m et odą kl at ki w ał ec z ka 
p ol er ow aneg o i s z l if ow aneg o. 
 
5.1 . W a ł e c z e k  z  p o w i e r z c h n i ą  p o l e r o w a n ą  
 
P r z yj m iem y, ż e num er  s kł adow ej  odc ię c ia f il t r u okr ąg ł oś c i w y-

nos i 50=ck  ( f al  na obr ót ) . D al ej  p r z yj m iem y, ż e dł ug oś c i f al i 
odc ię c ia f il t r u p r os t ol iniow oś c i j es t  r ów na dł ug oś c i f al i odc ię c ia 
f il t r u okr ąg ł oś c i ( w yr aż onej  w  m m )  27.3/ =π=λ cc kD  m m . N a 
r ys . 3  p r z eds t aw iono w ykr es  p r of il u p r z ef il t r ow aneg o z a p om oc ą 
al g or yt m u dw uet ap ow ej  f il t r ac j i z  op t ym al nym  dop as ow aniem  
p r of il  w  ukł adz ie w s p ół r z ę dnyc h  c yl indr yc z nyc h  i kar t ez j ań s kic h .  
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R y s .  3 .   W y k res y  p rz es t rz enne p rz ef il t ro w a ny c h  p ro f il i w a l c o w o ś c i:  p o w ierz c h nia   

el em ent u  p o  p o l ero w a niu  
F ig .  3 .   T h ree-d im ens io na l  d ia g ra m s  o f  f il t ered  c y l ind ric it y  p ro f il e:  t h e ro l l er  

w it h  p o l is h ed  s u rf a c e 
 
5.2. W a ł e c z e k  z  p o w i e r z c h n i ą  s z l i f o w a n ą  
 
O b ec n i e p r z yj m i em y,  ż e n u m er  s kł adow ej  odc i ę c i a f i l tr u  okr ą -

g ł oś c i  w yn os i  15=ck  ( f al  n a ob r ó t) .  D ł u g oś c i  f al i  odc i ę c i a f i l tr u  
p r os tol i n i ow oś c i  b ę dz i e r ó w n a 9.10/ =π=λ cc kD  m m .  N a r ys .  4  
p r z eds taw i on o w ykr es  p r of i l u  p r z ef i l tr ow an eg o z a p om oc ą  al g o-
r ytm u  dw u etap ow ej  f i l tr ac j i  z  op tym al n ym  dop as ow an i em  p r of i l  
w  u kł adz i e w s p ó ł r z ę dn yc h  c yl i n dr yc z n yc h  i  kar tez j ań s ki c h .   
 
 

  

  
R y s .  4 .   W y k res y  p rz es t rz enne p rz ef il t ro w a ny c h  p ro f il i w a l c o w o ś c i:  p o w ierz c h nia   

el em ent u  p o  s z l if o w a niu  
F ig .  4 .   T h ree-d im ens io na l  d ia g ra m s  o f  f il t ered  c y l ind ric it y  p ro f il e:  t h e ro l l er w it h  

g ro u nd  s u rf a c e 
 
6 . P o d s u m o w a n i e  
 
W  p r ac y op r ac ow an o m etodę  f i l tr ac j i  p r of i l u  w al c ow oś c i  z aob -

s er w ow an eg o m etodą  „ kl atki ” .  O p r ac ow an a m etoda w ykor z ys tu j e 
p odej ś c i e f u n kc j on ał ow e z ap r op on ow an e p r z ez  K r ys tka w  p r ac ac h  
[ 2 ,  3 ] .  Z al etą  teg o p odej ś c i a j es t el i m i n ac j a tz w .  ef ektu  b r z eg ow e-
g o w ys tę p u j ą c eg o p r z y f i l tr ac j i  p r of i l i  p r os tol i n i ow oś c i .  D odatko-
w o op r ac ow an a m etoda z ap ew n i a c i ą g ł oś ć  p r of i l u  p r z ef i l tr ow an e-
g o dz i ę ki  n ar z u c en i u  w ar u n ku ,  b y w ar toś c i  p r z ef i l tr ow an yc h  
p r of i l ó w  okr ą g ł oś c i  i  p r os tol i n i ow oś c i  w  p u n ktac h  p r z ec i ę c i a 
tr aj ektor i i  s kan ow an i a p r z edm i otu  b ył y j edn akow e.  P okaz an o,   
w  j aki  s p os ó b  op r ac ow an a m etoda m oż e b yć  p oł ą c z on a z  z ag ad-
n i en i em  op tym al n eg o dop as ow an i a p r of i l i  om ó w i on ym  w  p r ac y 
[ 1 ] .  P r z eds taw i on e b adan i a eks p er ym en tal n ą  w s kaz u j ą  n a p o-
p r aw n oś ć  otr z ym an eg o p r of i l u  ks z tał tu .   
 
P r ac a z os tał a w ykon an a w  r am ac h  p r oj ektu  b adaw c z eg o K B N  

n r  4  T 0 7 D  0 2 1  2 7 .  O p r og r am ow an i e kom p u ter ow e,  w  któ r ym  
z ai m p l em en tow an o p r z eds taw i on e al g or ytm y dos tę p n e s ą  n a 
s tr on i e h ttp : / / c l tm . tu . ki el c e. p l / ~ m ath / c ag e.  
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