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Streszczenie

W pracy zbadano dwa algorytmy realizujace rozwiazanie zagadnienia
odwrotnego tomografii elektrycznej zwiazane z odtworzeniem rozktadu
konduktywnosci iteracyjnymi metodami przyblizonymi. W pierwszym
algorytmie realizowane jest bezposrednie odtwarzanie rozktadu konduk-
tywnosci. W drugim algorytmie rekonstrukcji podlega rezystywnos$c.
W oparciu o zaproponowane modele rozktadu konduktywnosci z wzorco-
wymi zaburzeniami parametrow rozkladu przedstawiono oceng zbieznosci
omawianych algorytméw oraz przedstawiono wptyw doboru parametréw
poczatkowego przyblizenia konduktywnos$ci oraz sposob jego poprawy
przez wprowadzenie wspolczynnika skalowania parametrow.

Stowa Kkluczowe: tomografia elektryczna, macierz wrazliwosci, sieci
elektryczne, zagadnienie odwrotne.

Investigations of direct and indirect methods
for conductivity reconstruction in electrical
tomography

Abstract

In the paper two iterative algorithms for distribution conductivity
reconstruction by a tomography method are presented. Both algorithms are
based on the previous approximation using the finite element method
(FEM) of the conductivity y inside the investigated area. In the first
algorithm (called MG) the approximated conductivity distribution is
directly reconstructed. In the second algorithm (called MR) the conductivity
distribution is indirectly reconstructed by resistivity p with the next inverse
transformation: y = 1/p. Using electrical equivalent circuits of the triangular
and rectangular elements, the FEM approximation can be presented as
electrical networks (Fig.2) built from resistors (conductors, capacitors
and (or) inductors). Therefore the Jacobian matrix, which is used in
the reconstruction algorithm, can be calculated directly and accurately
(without any methodical errors) with solution of the appropriate equations
of node potentials (5) or loop currents (6). The quality of algorithms is
verified using 4 test models of conductivity distribution y in the investigated
area (Fig. 3). Each test model consists of N,~96 triangular elements and
provides N,,=24 measuring electrodes (associated with the external node
equivalent network). It is shown that the direct algorithm (MG) is convergent
for small (about few percent) changes of conductivity and is strongly
dependent on the level of initial conductivity in the first iteration. The
convergence of the indirect algorithm (MR) does not depend on initial
resistivity levels in the first iteration and after 3-4 iterations the model
conductivity is reconstructed with the accuracy smaller than 1% for the
reconstruction standard deviations (Fig. 3). It is possible to improve the
direct algorithm (MR) by scaling the initial conductivity (12). The scaled
factor is calculated as a ratio of the mean measured to calculated output
interelectrode voltage value (11). After scaling the MG algorithm, it
provides the same or better convergence as the MR algorithm (Fig. 3). The
investigation results are discussed in the summary.

Keywords: electrical tomography, sensitivity matrix, electrical grid,
inverse problem.

1. Wprowadzenie

Tomografia elektryczna (TE) wykorzystywana jest do uzyski-
wania bezinwazyjnego obrazoéw rozkladow przestrzennych para-
metrow elektrycznych p(x,y) (takich jak: rezystywnos¢ p(x,y),
konduktywnos¢ yx,y), stata dielektryczna g(x,y) lub ich kombina-
cji) wewnatrz badanego obiektu, wykorzystujac wyniki pomiar6w
wielkosci elektrycznych (na przyktad potencjatéw U) na obrzezu
obiektu przy jego zewnetrznym pobudzaniu (na przyktad prado-
wym [). System TE sklada si¢ z trzech zasadniczych czgsci: wie-
loelektrodowy modut sensorow, system akwizycji danych pomia-
rowych (SADP) i algorytm rekonstrukcji obrazu. Poniewaz liczba
danych pomiarowych jest zwykle limitowana, praktyczne algo-
rytmy rekonstrukcji obrazu najczesciej oparte sa na wstepnej
dyskretyzacji badanego obszaru. Dla przyktadu zagadnienie polo-
we opisywane réwnaniem Poissona

V[(r(x, )+ joe(x, y IV o(x, y)]= 0 Q)

(gdzie: ¢(x,y) - jest funkcja rozktadu potencjatu, @ - jest pulsa-
cja pradu pobudzen elektrod TE) jest aproksymowane metoda
elementow skonczonych (MES) elementami tréjkatnymi, prosto-
katnymi lub innymi w zaleznos$ci od ksztattu obiektu. Wiadomo
jest [2-5], ze dla tréjkatnych Iub czworokatnych elementéw skon-
czonych mozliwe jest reprezentowanie ich przez ekwiwalentng
dyskretng sie¢ elektryczna zawierajaca elementy pasywne
(rezystory, cewki, kondensatory). W szczegoélnosci, na rys. 1
pokazano ekwiwalentne sieci elektryczne, reprezentujace trojkatne
i czworokatne elementy skonczone. Parametry elementéw pasyw-
nych tych sieci jednoznacznie sa wyznaczane przez macierze
charakterystyczne y elementow skonczonych, ktére z kolei sa

zalezne jedynie od ich Sredniej konduktywnosci y, iksztattu

elementu [2-5].
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Rys.l.  Ekwiwalentne sieci elektryczne aproksymujace badany obszar elementami
tréjkatnymi (a) oraz prostokatnymi (b)

Equivalent electrical networks approximating the investigated area with
triangular (a) and rectangular finite elements (b)

Fig. 1.
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2. Matematyczne modele rekonstrukcji
przewodnosci obiektu

Podstawowym zagadnieniem TE jest rozwigzywanie zagadnie-
nia odwrotnego, ktoére polega na wyznaczaniu rozktadu konduk-
tywnosci y; j=1,... Ny (N -liczba elementow aproksymacyj-
nych) na podstawie uzyskanych wynikéw pomiarow
U i=1,..M,, (M,,-liczba zarejestrowanych wynikow
pomiaréw).

Poniewaz wyniki pomiarowe nieliniowo zalezg od poszukiwa-
nego rozktadu konduktywnosci

meas i

Umeas‘,l:Fl(}/l’}/Z"“}/Nd)izl»“'wa > (2)

to zagadnienie odwrotne opisywane jest nieliniowym uktadem
réwnan.

Odtwarzanie rozktadu konduktywnosci realizowane jest zwykle
iteracyjnymi metodami przyblizonymi jak np. metoda Newtona-
Raphsona (N-R) czy metoda najszybszego spadku. Np. w algo-
rytmie N-R do rozwiazania nieliniowego uktadu réwnan (2) wy-
korzystuje si¢ linearyzacje wokot zadanych wartosci v,,q [7]

OF;
Umeas,i zF(}/zaa/,j)"'za_l(7]‘_}/zaa/,j) 5 (3)
J i
lub w postaci macierzowe;j:
Umeas ~ F('Yzad) + J(Yzad)' (7 - Yzad) > )

gdzie: J(}/) [Ji)j (7/)= si] jest macierza wrazliwosci (Jakobia-
7j

nem). Wyznaczana jest ona na podstawie rozwiazania liniowego

zagadnienia prostego, ktore polega na obliczaniu rozktadu poten-

cjatow lub pradéw w sieci dla znanego rozktadu konduktywnosci.
Przy wymuszeniu pradowym macierz wrazliwosci moze by¢

wyznaczona doktadnie, bez btgdow metody, w oparciu o wyraze-

nia [2-6]:

k
Jijor)=- [ZSﬂAU( )AUU)] (%)
lub
(k) (l)
1 M [V ]
']l,j(k)(7):_ jS (6)
7 10 J

przy czym M=3 dla elementow trojkatnych i M=6 dla elementow
czworokatnych. W tych wyrazeniach S jest wspoiczynnikiem,

ktory wiaze warto$¢ konduktancji G [-galezi sieci z konduktyw-
noscig y; j-tego skoficzonego elementu; AU E,k), AUS) - sg spad-
kami napie¢ na /-galezi j-tego elementu przy wymuszeniu z ze-

wnetrznej galezi o numerze £ i i. Analogicznie [E.k) , 2) s pra-

dami /-gatezi j-tego elementu przy tych samych wymuszeniach.
Z zaleznosci (5) 1 (6) widac, ze macierz wrazliwo$ci moze by¢
obliczona na podstawie rozwigzania zagadnienia prostego metoda

potencjatéw weztowych (5) lub metoda pradow oczkowych (6).
Ze wzoru (6) wynika, ze przy zwigkszeniu konduktywnosci

H * rr .1 r . . . .
obiektu m-razy |y =m-y| warto$§¢ wrazliwosci zmienia si¢
l/m2 razy, a wyniki pomiardw napi¢é zmienia si¢ l/m razy.

Natomiast, jesli  bezposrednio  rekonstruowana  jest
rezystywnosé:  p=1/y, to, poniewaz zachodzi réwnosé
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OU yeas _ OU meas 6_7 __ OU peas }/2 , ze wzoru (6) wynika:

op oy Op oy
(k) (1)
1 MI] 1
Jijwle)= =Tl )7} = A 1; S, M
J

Stad widaé, ze przy skokowej zmianie przewodnosci
(;/* =m-y, p* = p/m), wrazliwos¢ (7) nie zalezy od poziomu na
ktéorym wystgpuja zmiany wartosci rezystywnosci.

Podobnie do wyrazenia (4), linearyzowany uktad réwnan wia-
zacy napigcia mierzone z rezystywnosciami p mozna przedstawic
W postaci macierzowej nastepujaco [7]:

Umeas ~ (D(pzad) + J(pzad)' (p - pzad) . (3)

W wyrazeniu (8) funkcja @ jest inna funkcjg nieliniowg
w stosunku do funkcji F w wyrazeniu (4).

Celem dalszych badan jest wyjasnienie jaka metoda rekonstru-
owania (wg réwnania (4) oraz (5), (6) lub (8) oraz (7) ) jest skutecz-
niejsza z punktu widzenia szybkosci zbieznosci algorytmu oblicze-
niowego przy réznych modelach rozktadu konduktywnosci.

3. Ogolny opis algorytmu badan
3.1. Etapy algorytmu badan

Algorytm badan zbieznosci i doktadnosci rekonstrukcji prze-
wodnosci TE przewiduje nastepujace etapy realizacji (rys. 2):

aprok’a/gacja sie¢ elektryczna Kolejna iteracja 3
G MG 2

’ ::) 1) <
7 2
o

[T}

8

Rozw.zagadn.
prostego U,

j y=>p ? e

N ~ ) e ‘V 3
pomiaréow
Umeas

Rozw.
SADP ::> zagadn.

odwrotnego

Rys. 2. Graficzna prezentacja algorytmu badan rekonstrukcji y; metoda MR i MG
Fig. 2.  Graphical presentation of the algorithm for investigations of y;
reconstruction with MR and MG method

1. Zadanie modelu rozktadu konduktywnosci y.,; -

2. Wstepna dyskretyzacja obszaru obiektu MES i na podstawie
macierzy charakterystycznych elementdw wyznaczanie warto-
$ci parametrow ekwiwalentnej sieci elektrycznej.

3. Wyznaczenie warto$ci napig¢ migdzyelektrodowych U,

dla zadanego pobudzenia 7y =1 oraz y,,; .
4. Zadanie poczatkowego, jednostajnego rozktadu przewodnosci

o wartosci 7/(i’) =1, (it-1).

5. Rozwiazanie dla ;/(i’) zagadnienia prostego i wyznaczenie

potencjatéw weztowych lub pradéw oczkowych oraz napieé

(i)

cale*

6. Obliczenie macierzy wrazliwosci (5) lub (6) dla metody bez-
posredniej rekonstrukcji przewodnosci (MG), oraz wg zalez-
nosci (7) — dla metody rekonstrukcji rezystywnosci (MR).

(+1) wg (9) oraz rezystywno-

miedzyelektrodowych U

7. Rekonstruowanie przewodnosci y
$ci wg (10) z odwrotnym przeksztalceniem p(’”l) —>y=1/p.
8. Wyznaczenie btedéw rekonstrukeji 51(»”) oraz ich parametrow

wedtug pkt. 3.5.
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9. Powtorzenie procesu iteracyjnego od p.5 przy y(’”l) .

10. Zakonczenie procesu iteracyjne na podstawie |é‘| <= Eggp lub
it = it zad *
3.2. Bezposrednia rekonstrukcja przewodnosci
(algorytm MG)
Wyznaczanie przewodno$ci wg linearyzowanego réwnania (4)

odbywa si¢ w iteracyjny sposob z wykorzystaniem regularyzacji
Lewenberga-Marquada [7]:

. . N\T . ) )
y =v<”)+[J(v(”)) J(v(”))+u(”>l}='(v(”)) (Va0 0

gdzie: ,u(”)I - jest czlonem

( oY gy (1,)1

a I macierza jednostkowa.
W celu polepszenia zbieznos$ci wartos¢ cztonu regularyzacji do-

regularyzujacym  [7]

1"~ , Mgy— epsilon maszynowy,

celowo adaptuje sie: 0401, gdzie 5(”):(}0-(0(”))%,

(ir) R0
max(u )— mln(u ) i _ Yimeasi

(i) _
g7 = 20 T

i=12,...M,, awarto-

$ci wspotezynnikéw Cj i p, dobiera si¢ eksperymentalnie.

3.3. Posrednia rekonstrukcja przewodnosci
z bezposrednia rekonstrukcja
rezystywnosci (algorytm MR)

W danym przypadku dla kazdej iteracji wyznaczane sa rezy-

(i)

stywnosci: p'"’ = 1/ »“ | nastepnie zgodnie z wyrazeniem podob-

nym do (9) jest rekonstruowana rezystywnos¢:

_ _ NT D in |
i _ p(n>+HP(’l)) J(P('t)]+¢(”)ﬂ(ﬂ)l}’(p(”)) (e 04, 10)

i na koncu na drodze odwrotnego przeksztalcenia wyznacza si¢

poszukiwang przewodnos¢: y(ml) :1/ p(’”l) .

3.4. Badane modele rozkitadu przewodnosci

Do badan zaproponowanych w pracy algorytmoéw zaprojekto-
wano numeryczny model sieci rezystywnej aproksymujacy zato-
zony badany obszar elementami trojkatnymi. Zatozona sie¢ sktada
si¢ z N, =96 elementéw oraz N, =24 elektrod pomiarowych

(zwiazanych z zewnetrznymi weztami ekwiwalentnej sieci). Mo-
delowanie wtlasnosci badanego obszaru polega na zadawaniu
okreslonych wartosci przewodnosci elementow skonczonych sieci.
W badaniach zatozono charakterystyczne modele badanego obiek-
tu zwigzane z réznym rozkladem zmiennosci przewodnosci
7 jzaa (1ys. 3,8, b, ¢, d). W modelu typu A (rys. 3a) skokowej

zmianie o P% (P=10..100%) podlega tylko jeden element, ktorego
potozenie zmienia si¢ od $rodka do granicy obszaru. W modelu
typu B (rys. 3b) rozwaza si¢ jednoczesng skokowa zmiang prze-
wodnosci 6 zgrupowanych w rozny sposob elementéw. W modelu
typu C (rys. 3c) rozwaza si¢ losowe w przestrzeni dwuwartoscio-
we zmiany przewodnosci, a w modelu typu D (rys. 3d) - losowe
zmiany przewodnos$ci o rozktadzie jednostajnym z rézna warto-
$cig Srednia.
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Rys. 3. Rozwazane modele z roznym rozktadem zmiennosci y; oraz odpowiadajace
im standardowe odchylenia bledow rekonstrukcji metoda MR i metoda MG
Fig. 3. The considered models with different distribution of parameter y;
variability and corresponding reconstruction standard deviations
for MR and MG method

3.5. Ocena jakosci rekonstrukcji przewodnosci

W kazdej iteracji obliczany jest wzgledny btad rekonstrukcji
wartos$ci przewodnosci kazdego aproksymowanego elementu

(@)
. vyl =V
SN 2Tz g0, )
’ Y j,zad
i jego charakterystyki: wartos¢ srednia 5(”) :lz 51('”) , standar-
n-;
J

2
dowe odchylenie o'g’) _\/;2(5;")_?”)) , warto$¢ maksy-
n—1 .

)

malna 5(”)k = max( 51(-”)

4. Wyniki badan
4.1. Wyniki badan zbieznosci algorytmoéw

Wykorzystujac opisane w 3.4 modele rozktadu przewodnosci,
w kazdej iteracji na podstawie algorytméw MG (wedtug 3.2) i MR
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(wedlug 3.3) zostaly zrekonstruowane wartosci przewodnoSci
elementow oraz odpowiadajace im bledy rekonstrukcji.

W rezultacie badan ustalono, ze w modelach o niewielkich za-
kresach zmian przewodnosci P=10..20% obydwa algorytmy szyb-
ko znajduja rozwiazanie. Przy zmianach przewodnosci rzedu
P=100% pierwszy algorytm MG (bezposrednie odtwarzanie
przewodnosci) nie zapewnia rekonstrukcji (nie jest zbiezny).
Przyczyna rozbieznosci tego algorytmu jest duza czuto$é macierzy
wrazliwosci do zmian przewodnosci (jak omowiono wczesniej
odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu).

Natomiast drugi algorytm (z bezpo$rednia rekonstrukcjg rezy-
stywnosci MR) jest zbiezny niezaleznie od wartos$ci zmian prze-
wodno$ci modelu. Na rys. 3, e, f, g, h przedstawiono zaleznosci
(MR) standardowego odchylenia wzglednych btedéw rekonstrukcji
przewodnosci odpowiednich modeli obiektu w kolejnych iteracjach.
Wykorzystanie adaptacyjnej regularyzacji pozwala na osiagniecie
akceptowalnych wynikow juz po 3-4 iteracjach (rys. 3, e, f, g, h).
Jednak realizacja tego algorytmu wiaze si¢ z dodatkowym naktadem
obliczen zwiazanych z przeliczaniem przewodno$¢ na rezystywnosé
i odwrotnie, dla kazdego elementu ekwiwalentnej sieci.

4.2. Polepszenie zbieznosci algorytmu
bezposredniego odtwarzania
konduktywnosci

Metoda bezposredniego odtwarzania przewodnosci jest prostsza
w realizacji, poniewaz nie wymaga przeksztalcania parametréw:

P 1/ oraz y) 1/ p® - Autorzy zaproponowali

skuteczng metode polepszenia zbieznosci algorytmu bezposred-
niego odtwarzania przewodnos$ci bazujaca na skalowaniu wartosci
poczatkowego przyblizenia przewodnosci w kazdej iteracji.
Wspdtczynnik skalowania Vi, jest wyznaczany na podstawie
przyblizonej réwnosci srednich stosunkéw wartosci napieé zmie-
rzonych i obliczanych oraz §rednich stosunku wartosci przewod-

nosci:
Y zad Umeas j
~ =Vikal - (€8))
[ }/(1) ] ( Ucalc o

M _;

Stad wstepnie przyjmowane poczatkowe przyblizenie y
bedzie zamienione na przeskalowang warto$¢:

i 1
YO =yOV (12)

Wykorzystanie tego skalowania (12) przy wyznaczaniu macie-
rzy wrazliwosci (5) i warto$ci napigc¢ obliczanych U, w kazdej
iteracji zapewnia dobra zbiezno$¢ algorytmu bezposredniego
odtwarzania konduktancji wg rownania (9), w pewnych przypad-
kach nawet lepsza do zbieznosci algorytmu posredniego (10)
(zaleznosci MG rys. 3, ¢, f, g, h).
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5. Whnioski

e Rozktad konduktywnos$ci moze by¢ rekonstruowany metoda
bezposrednia lub metoda posrednig przez rekonstrukcje rezy-
stywnosci.

e Metoda posrednia dzigki niezalezno$ci macierzy wrazliwosci
Jakobiego od poziomu wartosci rezystywnosci zapewnia dobrg
zbieznos¢ algorytmu niezaleznie od poczatkowego przyblizenia.

e Metoda posrednia wymaga dobrego przyblizenia poczatkowego
konduktywnosci i przy zle dobranym przyblizeniu poczatko-
wym moze nie zapewni¢ zbieznosci.

e Znaczne polepszenie zbiezno$ci tego algorytmu moze by¢
zrealizowane przez wykorzystanie wspotczynnika skalowania,
wyznaczonego na podstawie wartosci $redniej stosunku napigé
zmierzonych do obliczonych dla poprzednio przyjetego przybli-
zenia przewodnosci.

e Dla badanych modeli rozktadu przewodnosci obydwa algoryt-
my zapewniaja wyznaczanie przewodnosci z doktadnoscia po-
nizej 1% dla kryterium warto$ci standardowego odchylenia
podczas 3-4 iteracji.
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