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S t r e s z c z e n i e  
 

Prz edst a w iono w y nik i w y b ra ny c h  b a da ń  t eoret y c z ny c h  i ek sp ery m ent a l -
ny c h  m et ody  w y z na c z a nia  odp ow iedz i im p u l sow ej  w y k orz y st u j ą c ej  
w a ru nk ow e u ś rednia nie sy g na ł ó w . O m ó w iono w p ł y w  p rog u  inic j u j ą c eg o 
u ś rednia nie,  p a sm a  c z ę st ot l iw oś c i t est ow eg o sz u m u  b ia ł eg o,  sk orel ow a nia  
sy g na ł ó w  i l ic z b y  u ś redniony c h  rea l iz a c j i na  dok ł a dnoś ć  est y m a c j i odp o-
w iedz i im p u l sow ej . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  w a ru nk ow e u ś rednia nie sy g na ł ó w ,  odp ow iedź  im p u l so-
w a ,  niep ew noś ć  est y m a t ora . 
 
Ac c u rac y  i nv es t i gat i ons  of  i mp u l s e res p ons e 
es t i mat i on ob t ai ned b y  c ondi t i onal  av eragi ng 

 
A b s t r a c t  

 
Det erm ina t ion of  t h e l inea r sy st em  im p u l se resp onse is p resent ed in t h e 
p a p er. Th e w h it e noise of  norm a l  dist rib u t ion N ( 0 ,  σx)  a nd t h e b a nd 
l im it ed t o l ow  f req u enc ies h a s b een a p p l ied a s a  t est  sig na l . Th e c ross 
c ondit iona l  a v era g ing  of  t h e inp u t  a nd ou t p u t  sig na l  h a s b een p erf orm ed. Th e 
p a p er desc rib es a  m et h od f or est im a t ing  t h e im p u l se resp onse b a sed on 
c ondit iona l  a v era g ing . Th e resu l t s of  t h eoret ic a l  a nd p ra c t ic a l   inv est ig a t ions 
a re g iv en. Th e inf l u enc e of  t h e t h resh ol d xp,  t h e f req u enc y  b a nd of  t h e t est  
noise sig na l  a nd t h e nu m b er of  a v era g ing  M h a v e b een c onsidered. Th e 
resu l t s of  a l g orit h m  t est ing  w it h  t h eoret ic a l  a nd p ra c t ic a l  sig na l s a re 
sh ow n. At  t h e f irst  st a g e of  inv est ig a t ions im p u l se resp onses of  t w o sy st em s 
h a v e b een ob t a ined. Th e p a ra m et ers of  t h ose sy st em s h a v e b een k now n. 
Th e sig na l s x ( t ) ,  y ( t )  a nd t h eirs c h a ra c t erist ic s f or ident if ic a t ion of  f irst  
order inst ru m ent s a re p resent ed in F ig s. 3  a nd 4 . Th e c ondit iona l  a v era g ing  
c a n a l so b e u sed f or ident if ic a t ion of  a  t im e del a y . Th e a l g orit h m s of  
c ondit iona l  a v era g ing  h a v e b een el a b ora t ed a nd p ra c t ic a l l y  rea l iz ed in t h e 
L a b V I E W  env ironm ent . 
 
K e y w o r d s :  c ondit iona l  sig na l  a v era g ing ,  im p u l se resp onse,  est im a t or 
u nc ert a int y . 
 
1 .  Ws t ę p  
 
W k las y cz n y m  p od ejś ciu z ad an ie b ad an ia wł aś ciwoś ci d y n a-

m icz n y ch  s y s t em u wg  s ch em at u p od an eg o n a r y s .  1 s p r owad z a s ię  
d o wy z n acz en ia od p owied z i im p uls owej k ( τ) w d z ied z in ie cz as u 
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lub  ch ar ak t er y s t y k i am p lit ud owo  –  cz ę s t ot liwoś ciowej )( ωjK  

w d z ied z in ie cz ę s t ot liwoś ci.  M et od om  id en t y f ik acji wł aś ciwoś ci 
d y n am icz n y ch  w d z ied z in ie cz as u i cz ę s t ot liwoś ci p oś wię con o 
wiele p ub lik acji, w k t ó r y ch  p r z ed s t awion o wy cz er p ują co z alet y  
i n ied os t at k i t y ch  m et od  [ 1, 2, 3 ] .   
 

  
R y s . 1 .  O g ó l n y  m od e l  id e n t y f ikac j i s y s t e m u  f iz y c z n e g o 
F ig . 1 .  T he  g e n e r al  m od e l  f or  id e n t if ic at ion  of  a p hy s ic al  s y s t e m   
 
W p r acy  [ 4]  z ap r op on owan o i op is an o m et od ę  wy z n acz en ia od -

p owied z i im p uls owej s y s t em u lin ioweg o wy k or z y s t ują cą  ch ar ak -
t er y s t y k i p r ob ab ilis t y cz n e w d z ied z in ie war t oś ci s y g n ał ó w.  
P r z ed s t awion a m et od a ot r z y m an ia es t y m at y  (1) od p owied z i im -

p uls owej ( )τk
)  s y s t em u lin ioweg o wy k or z y s t uje wy z n acz an ie 

war un k owej war t oś ci ś r ed n iej ( ) pxZ τ  M – f r ag m en t ó w r ealiz acji 
s y g n ał u wy jś cioweg o zi ( ti+τ) p r z y  war un k u, ż e s y g n ał  wejś ciowy  
(s z um  b iał y  d oln op as m owy  w p aś m ie 0 …  B x) os ią g a w ch wilach  ti 
war t oś ć  p r og ową  x(ti) = xp: 
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g d z ie: ( ) pxZ τ  –  war un k owa war t oś ć  ś r ed n ia.  
Wz g lę d n a n iep ewn oś ć  t ak  ot r z y m an ej ocen y  od p owied z i im p uls o-

wej ( )τk̂  wy n os i: 
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g d z ie: k̂σ  – od ch y len ie s t an d ar d owe es t y m at or a od p owied z i 
im p uls owej, ( )τρ xy  – un or m owan a f un k cja k or elacji s y g n ał ó w 
x(t) i y (t), σx ,  σy,  σn – od ch y len ia s t an d ar d owe s y g n ał ó w x(t), y (t)  
i n (t), M – licz b a uś r ed n ion y ch  r ealiz acji.  
Z e wz or u (2) wid ać , iż  w celu z m n iejs z en ia n iep ewn oś ci ocen y  

od p owied z i im p uls owej s t os un ek  νσ =xpx /  p owin ien  b y ć  m oż -
liwie d uż y .  J ed n ak  z wię k s z en ie t eg o s t os un k u p owod uje jed n ocz e-
ś n ie z m n iejs z en ie iloś ci M uś r ed n ion y ch  r ealiz acji (p r z y  d uż y m  
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xpx σ/  p r zek r oc zeni e p ozi om u xp odb y wa s i ę  r zadzi ej ) ,  c o p owo-
duj e zwi ę k s zeni e ni ep ewnoś c i .  
O b y dwa p odane war unk i  s ą  p r zec i ws t awne i  wy m ag aj ą  us t al e-

ni a k om p r om i s owej  war t oś c i  ν p r zy  wy b r any m  p r ak t y c zny m  
s p os ob i e p om i ar u. 
 

2. W y b ó r  p r o g u  i n i c j u j ą c e g o  u ś r e d n i a n i e  
 

D l a wej ś c i oweg o s y g nał u s t oc h as t y c zneg o x( t )  o r ozk ł adzi e  
N(0 ,  σx )  z p ł as k ą  g ę s t oś c i ą  wi dm ową  m oc y  w p aś m i e od 0  do Bx 
ś r edni  c zas  p om i ę dzy  k ol ej ny m i  p r zej ś c i am i  zadaneg o p ozi om u xp 
wy nos i  [ 1 ] : 
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W  uk ł adzi e p om i ar owo – anal i zuj ą c y m  nas t ę p uj e r ej es t r ac j a 

b adany c h  s y g nał ó w x( t )  i  z ( t )  o dł ug oś c i  To,  a nas t ę p ni e anal i zo-
wane s ą  odc i nk i  s y g nał u z ( t )  o dł ug oś c i  Tr od m om ent ó w p r zek r o-
c zeni a p r zez s y g nał  x( t )  p ozi om u xp. P odc zas  anal i zy  k ażdeg o 
odc i nk a,  uk ł ad uś r edni aj ą c y  ni e r eag uj e na k ol ej ne p r zek r oc zeni a 
p r zez s y g nał  x( t )  p ozi om u xp. W  c zas i e ob s er wac j i  To l i c zb a anal i -
zowany c h  odc i nk ó w s y g nał u z ( t )  wy s t ą p i  ś r edni o M r azy : 
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J ak  wy k azano w [ 4 ]  wp ł y w addy t y wneg o zak ł ó c eni a n ( t )  na 

wy j ś c i u j es t  do p om i ni ę c i a. P o uwzg l ę dni eni u (2 )  i  (4 )  or az p om i -
ni ę c i u zak ł ó c eń  n ( t )  i  wp r owadzeni u up r as zc zaj ą c y c h  oznac zeń : 
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wy r ażeni e wzg l ę dnej  ni ep ewnoś c i  es t y m at or a odp owi edzi  i m p ul -
s owej  ( )τk

)  p r zy j m i e p os t ać : 
 

 ( ){ }
( )

2
2

2
2

2

2

11
2

31ˆ
ν

τ

σ

νρ
σ

τ ebace
TBT

T
xku

xy

x

oxo
r

x

p
rel x

p

+=−⋅+= . (6 )  

 
O t r zy m ane wy r ażeni e p ozwal a wy znac zy ć  war unk i ,  p r zy  k t ó r y c h  

( ){ }τkurel ˆ  p r zy j m uj e war t oś c i  m i ni m al ne. W  t y m  c el u nal eży  

ob l i c zy ć  p oc h odną  ( ){ }
ν

τ

∂
∂ kurel

ˆ
 i  p r zy r ó wnać  j ą  do zer a: 
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D aj e t o war unek  do wy znac zeni a op t y m al nej  war t oś c i  νopt: 
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P r zy j ę c i e war unk ó w (p ar am et r ó w)  ek s p er y m ent u i dent y f i k ac j i  

um ożl i wi a ob l i c zeni e s t os unk u b/a,  a nas t ę p ni e r ozwi ą zani e r ó w-
nani a (8 )  i  wy znac zeni e op t y m al nej  war t oś c i  ws p ó ł c zy nni k a νopt. 

W  m odel u i dent y f i k ac y j ny m  wedł ug  r y s . 1  zak ł ada s i ę ,  że p a-
s m o Bx s zum u wej ś c i oweg o j es t  znac zni e s zer s ze od p as m a p r ze-
nos zeni a Bs i dent y f i k owaneg o s y s t em u f i zy c zneg o p os i adaj ą c eg o 
c h ar ak t er y s t y k ę  am p l i t udowo – c zę s t ot l i woś c i ową  )( ωjK  r y s . 2 a. 
W  dzi edzi ni e c zas u war unek  t en oznac za zał ożeni e znac zni e wę żs zej  
f unk c j i  aut ok or el ac j i  Rx(τ) s zum u wej ś c i oweg o w p or ó wnani u do 
ok na c zas oweg o odp owi edzi  i m p ul s owej  k (τ)(τ n k x < < Tr)  r y s . 2 b . 
P owy żs zy  war unek  og ó l ny  m ożna s p r owadzi ć  do wy s t ar c zaj ą c ej  
w p r ak t y c zny c h  zas t os owani ac h  zal eżnoś c i : 
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D l a t es t oweg o s zum u b i ał eg o i s t ot na s zer ok oś ć  (p i er ws zeg o l i s t -
k a)  f unk c j i  aut ok or el ac j i  m oże b y ć  ob l i c zona z zal eżnoś c i : 
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R y s .  2 .   Ch ar ak t e r y s t y k i  s y s t e m u  i d e nt y f i k o w ane g o  i  s y g nał u  t e s t o w e g o :  

a) d z i e d z i na c z ę s t o t l i w o ś c i ;  b ) d z i e d z i na c z as u  
F i g .  2 .   Ch ar ac t e r i s t i c s  o f  i d e nt i f i c at i o n s y s t e m  and  t e s t  s i g nal :   

a) f r e q u e nc y -d o m ai n;  b ) t i m e -d o m ai n 
 

P r zy j ę t e zał ożeni a (9 )  i  (1 0 )  p ozwal aj ą  ob l i c zy ć  s t os unek  
17,010
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rxTBa
b  or az p o r ozwi ą zani u r ó wnani a (8 )  zna-

l eź ć  dl a p r zy j ę t y c h  zał ożeń ,  op t y m al ną  war t oś ć  νopt =1 , 9 4  ≈ 2,0. 
W  zal eżnoś c i  od s zer ok oś c i  ok na c zas oweg o Tr wy m ag aneg o 

dl a wy znac zani a p r zeb i eg u odp owi edzi  i m p ul s owej  k (τ) m ożna 
dob r ać  s zer ok oś ć  p as m a s y g nał u t es t oweg o x (t ): 

 
 

r
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Przykład: D l a wy znac zeni a odp owi edzi  i m p ul s owej  uk ł adu i ner -
c y j neg o p i er ws zeg o r zę du o s t ał ej  c zas owej  T = 1 0 -4 s  m ożna 
p r zy j ą ć  zał ożeni a dl a c zas u  Tr = 3T (p o c zas i e 3 T war t oś ć  k (τ) 
os i ą g a 5 %  war t oś c i  p oc zą t k owej )  c o daj e war t oś c i  l i c zb owe: 
 

Tr = 3 1 0 -4 s ,   kHz6,16103
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D l a p as m a 
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3. W y n i k i  b a d a ń  e k s p e r y m e n t a l n y c h  
 
S t anowi s k o b adań  war unk oweg o uś r edni ani a s y g nał ó w s k ł ada 

s i ę  z g ener at or ó w l os owy c h  s y g nał ó w nap i ę c i owy c h ,  os c y l os k op u 
c y f r oweg o or az k om p ut er a wy p os ażoneg o w k ar t y  p om i ar owe 
wr az z op r og r am owani em . O p r og r am owani e ws p ó l ni e w wy k o-
r zy s t any m  s y s t em em  p ozwal a r eal i zować  ek s p er y m ent  i dent y f i k a-
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cyjny w dwóch etapach: rejestracji cyfrowej sygnałów i ich anali-
z y statystycz nej.  
W  warstwie program owej aplikacji słu żą cej do rejestracji sy-

gnałów m ożna m .in.: prz yją ć  z akres napięciowy dla sygnałów 
wejś ciowych, u stawić  sposób  wyz walania karty pom iarowej, 
wyb rać  odstęp prób kowania Tp i licz b ę rejestrowanych prób ek N. 
A plikacja do analiz y statystycz nej sygnałów pom iarowych wyko-
rz ystu je dane otrz ym ane podcz as rejestracji i w post-procesie 
u m ożliwia dob ór waru nku  progowego xp, od którego następu je 
waru nkowe u ś rednianie sygnału  y (t ) (charakterystyka w w s ), wy-
b ór licz b y M i dłu goś ci Tr u ś rednionych realiz acji.  
W  pierwsz ym  etapie b adań  eksperym entalnych z astosowano  

sz u m  b iały w paś m ie Bx= 2 0  kH z  i waru nkowe u ś rednianie sygna-
łów do wyz nacz ania odpowiedz i im pu lsowych dwóch u kładów 
inercyjnych pierwsz ego rz ędu  dla z nanych i stałych param etrów 
u kładów (T, k) i z adawanych param etrów eksperym entu   
(To, Tr, M, ν). W yb rane wyniki b adań  prz edstawiają  rysu nki 3 , 4 , 
( w w s  – charakterystyki waru nkowej wartoś ci ś redniej dla z ada-
nych wartoś ci ν i  M) .  
 

 

 

 

 

  
R y s .  3.   Sy g n a ł y  x[ n ]  i  y[ n ]  i  i c h  c h a r a k t e r y s t y k i  p r z y  i d e n t y f i k a c ji  u k ł a d u   

i n e r c y jn e g o  p i e r w s z e g o  r z ę d u  (T=47  µ s ,  k=1 )  
F i g .  3.   Si g n a l s  x[ n ] ,  y[ n ]   a n d  t h e i r  c h a r a c t e r i s t i c s  f o r  i d e n t i f i c a t i o n  o f  a  f i r s t   

o r d e r  i n s t r u m e n t  (T=47  µ s ,  k=1 )  
 
S ygnały x(t ) i y (t ) i ich charakterystyki ρx(τ), ρy(τ),  wws(τ�) prz ed-

stawiane są  jako dyskretne cią gi wartoś ci ρx[ n], ρy[ n],  wws[ n]. 

P rz ykładowo wartoś ć  x[ n] odpowiada wartoś ci sygnału  w chwili 
s5µ⋅=⋅= nTnt pn , gdz ie n jest indeksem  cz asu  dyskretnego. 

Z asada wyz nacz enia stałej cz asowej na podstawie estym aty od-
powiedz i im pu lsowej u kładu  inercyjnego pierwsz ego rz ędu  prz ed-
stawia rysu nek 4 e. P rz eb ieg charakterystyki dla τ ≥ τ n k x u m ożliwia 
wyz nacz enie stałej cz asowej. W ystępu je tu taj dob ra dla celów 
praktycz nych z godnoś ć  teorii i wyników eksperym entu . W nioski 
dotycz ą ce oceny dokładnoś ciowej otrz ym anych estym at, o charak-
terz e iloś ciowym  i jakoś ciowym  z estawiono w podsu m owaniu . 
 
4. P o d s u m o w a n i e  
 
P asm o sz u m owego sygnału  testowego Bx powinno b yć  z nacz nie 

sz ersz e od pasm a cz ęstotliwoś ciowego Bs identyfikowanego sys-
tem u . Z adowalają ce wyniki identyfikacji m ożna u z yskać  także dla 
stosu nku  Bx /Bs nie prz ekracz ają cego 1 0 .  
M odelowanie okna korelacji dla realnie wytworz onego sz u m u  

b iałego dolnopasm owego (Gxr na rys. 2 a) z a pom ocą  τ n k x (rys. 2 b ) 
jest u z asadnione praktycz nie rys. 3 c. 
O trz ym ane w pracy z ależnoś ci poz walają , prz y z adanych wa-

ru nkach eksperym entu , na dob ór optym alnego współcz ynnika νopt  
i progu  xp inicju ją cego waru nkowe u ś rednianie. 
 

 

  
R y s .  4.   Sy g n a ł y  x[ n ]  i  y[ n ]  i  i c h  c h a r a k t e r y s t y k i  p r z y  i d e n t y f i k a c ji  u k ł a d u   

i n e r c y jn e g o  p i e r w s z e g o  r z ę d u  (T=1 0 0  µ s ,  k=1 )  
F i g .  4.   Si g n a l s  x[ n ] ,  y[ n ]   a n d  t h e i r  c h a r a c t e r i s t i c s  f o r  i d e n t i f i c a t i o n  o f  a  f i r s t   

o r d e r  i n s t r u m e n t  (T=1 0 0  µ s ,  k=1 )  
 
D la z ałożeń  prz yjętych w pracy optym alną  wartoś cią  jest  

νopt  ≈2 ,0 . P ogorsz enie dokładnoś ci estym acji odpowiedz i im pu l-
sowej (wz rost wariancji charakterystyki) jest większ e prz y prz e-
krocz eniu  wartoś ci νopt  w dół, a m niejsz e po prz ekrocz eniu  νopt  
w górę. 
W artoś ć  niepewnoś ci wz ględnej estym atora odpowiedz i im pu l-

sowej roś nie silnie dla m ałych wartoś ci u norm owanej korelacji 
ρxy(τ) [ 4 ] . D la ρxy(τ) = 0 ,2  cz ynnik c w wyrażeniu  (6 ) prz yjm u je 
wartoś ć  b liską  5 . 
P rz y niedu żym  skorelowaniu  sygnałów na wejś ciu  i wyjś ciu  

(ρxy (τ) < 0 ,5 ) w celu  z m niejsz enia wariancji wyz nacz anych odpo-
wiedz i im pu lsowych należy stosować  wartoś ć  b liską  optym alnej 
νopt  ≈ 2 ,0 ) oraz  odpowiednio du żą  licz b ę M (M > 1 0 0 0 ) u ś rednio-
nych realiz acji. 



984    PAK v o l . 5 5 ,  n r  1 2 / 2 0 0 9  
 

Przy dużym skorelowaniu (ρxy(τ) > 0 , 8 ) danych  p omiarowych  
wyst arczaj ą co dob rą  dokł adnoś ć  est ymacj i uzyskuj e się  p rzy 
niewielkiej  liczb y uś rednionych  realizacj i.  Przykł adem może b yć  
ident yf ikacj a op ó ź nienia t ransp ort oweg o τ0 kiedy ρxy(τ) ≈ ρx(τ− τ0). 
M et oda wyznaczania odp owiedzi imp ulsowej  wykorzyst uj ą ca 

warunkowe uś rednianie syg nał ó w ch arakt eryzuj e się  p rost ą  reali-
zacj a t ech niczną  i może b yć  uzup eł nieniem korelacyj nych  
i widmowych  met od ident yf ikacj i.  
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