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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a r t y k u le z ost a ł a  z a p r op onow a na  i z b a d a na  m et od a  op r a c ow a nia  w y ni-
k ó w  ob ser w a c j i, b a z u j ą c a  na  ic h  p or ó w ny w a niu  z  p r ó b a m i r ef er enc y j ny m i 
o z a d a ny c h  w ł a ś c iw oś c ia c h . Pr z ed st a w iono m od ele m a t em a t y c z ne na j lep -
sz eg o w y nik u  p om ia r u  or a z  j eg o st a nd a r d ow ej  niep ew noś c i. M et od ą  
M ont e C a r lo p r z ep r ow a d z ono b a d a nia  sy m u la c y j ne sk u t ec z noś c i m et od y  
d la  k ilk u  w y b r a ny c h  r oz k ł a d ó w  p r a w d op od ob ień st w a  p op u la c j i p r z y  
lic z b ie ob ser w a c j i od  9  d o 4 9 . S t w ier d z ono, ż e j eś li lic z b a  ob ser w a c j i 
w y nosi k ilk a na ś c ie i w ię c ej , t o p r op onow a na  m et od a  z a p ew nia  z m niej sz e-
nie niep ew noś c i w y nik u  w  p or ó w na niu  z  niep ew noś c ią  w a r t oś c i ś r ed niej . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  op r a c ow a nie d a ny c h , ob ser w a c j e, p r ó b y  r ef er enc y j ne. 
 
Me t hod  of  t he  obse rv at i on s proce ssi n g   
base d  on  t he i r com pari son  w i t h  
t he  re f e re n ce  sam ple s 

 
A b s t r a c t  

 
New  m et h od  of  t h e m ea su r em ent  r esu lt  a nd  it s u nc er t a int y  d et er m ina t ion, 
b a sed  on t h e c om p a r ison of  inp u t  sa m p le a f t er  it s sor t ing  w it h  sever a l 
r ef er enc e sa m p les ( Fig . 1, Fig . 2), w h ic h  c or r esp ond  t o m od els of  t h e  
g ener a l p op u la t ion d ensit y  d ist r ib u t ions, is invest ig a t ed  a nd  a na ly z ed  in t h e 
p a p er . Elem ent s of  t h e r ef er enc e sa m p le a r e t h e ob ser va t ions, w h ic h  
id ea lly  r ef lec t  t h e p r op er t ies of  t h e g ener a l p op u la t ion d ist r ib u t ion, a nd  
t h eir  va lu es a r e c a lc u la t ed  a s t h e m a t h em a t ic a l ex p ec t a t ions of  or d ina l 
st a t ist ic s c or r esp ond ing  t o t h is d ist r ib u t ion ( 1). M a t h em a t ic a l m od els of  t h e 
d et er m ina t ion of  t h e b est  r esu lt  ( 2), ( 9 ) a nd  it s st a nd a r d  u nc er t a int y  ( 12), 
( 13 ) a r e p r esent ed . T h e ef f ec t iveness of  p r op ose m et h od  is invest ig a t ed  b y  
t h e M ont e C a r lo m et h od  f or  5 m od els of  g ener a l p op u la t ion ( L a p la c e, 
nor m a l, t r ia ng u la r , u nif or m  a nd  a r c sine ( Fig . 3 )) w it h  t h e nu m b er  of   
ob ser va t ions 9 , 19 , 29 , 3 9  a nd  4 9 . I f  t h e ob ser va t ion d ist r ib u t ion sig nif ic a nt ly  
d if f er s f r om  nor m a l d ist r ib u t ion t h en t h e p r op osed  m et h od  g u a r a nt ees 
c onsid er a b le d ec r ea sing  of  t h e u nc er t a int y  r esu lt  in c om p a r ison w it h  t h e 
u nc er t a int y  of  a ver a g e va lu e ( Fig . 4 ). As a  r esu lt  of  invest ig a t ions it  is 
est a b lish ed  t h a t  if  t h e nu m b er  of  ob ser va t ions ex c eed s a b ou t  12-15, t h en in 
a p p r ox im a t ely  ⅔  c a ses t h e p r op osed  a lg or it h m  id ent if ies d ist r ib u t ion 
c or r ec t ly  a nd  in t h e r est  nea r  ⅓  c a ses t h e nea r est  ( a c c or d ing ly  t h e va lu e of  
c ont r a  k u r t osis ( 5)) d ist r ib u t ions ( Fig . 5). T h e p r op osed  m et h od  c a n b e 
u sed  w h en t h e nu m b er  of  r eg ist er ed  ob ser va t ions is sm a ll, w h en d u e t o t h is 
t h e h ist og r a m  is u nst a b le a nd  a lso t h e st a t ist ic a l t est s c a n b e p osit ive  
f or  som e m od els of  t h e d ensit y  d ist r ib u t ions of  t h e g ener a l p op u la t ions 
sim u lt a neou sly . 
 
K e y w o r d s :  d a t a  p r oc essing , ob ser va t ions, r ef er enc e sa m p les. 
 
1 .  W st ę p 
 
Wi ad om o,  ż e  w  c e l u z w i ęk s z e n i a d ok ład n oś c i  p om i ar ó w  w y k o-

r z y s t uj e  s i ę p om i ar y  z  w i e l ok r ot n y m i  ob s e r w ac j am i ,  k t ó r e  s ą 
op r ac ow an e  s t at y s t y c z n i e . P r z y  t y m  os z ac ow an i e  op t y m al n e j  (p od  
w z g l ęd e m  m i n i m al n e j  w ar t oś c i  s t an d ar d ow e j  n i e p e w n oś c i  t y p u A ) 
w ar t oś c i  w y n i k u p om i ar u w  d uż y m  s t op n i u z al e ż y  od  r oz k ład u 
p r aw d op od ob i e ń s t w a p op ul ac j i  [1,  2 ].  
 

P r z y k ład ow o,  j e ś l i  r oz k ład  p r aw d op od ob i e ń s t w a p op ul ac j i  n i e  
j e s t  s p r z e c z n y  z  m od e l e m  r oz k ład u G aus s a,  w t e d y  p o z ar e j e s t r o-
w an i u p r ó b y  o n ob s e r w ac j ac h  ( nx...,,x,x 21 ) n aj l e p s z y m  w y n i -
k i e m  p om i ar u o m i n i m al n e j  w ar t oś c i  n i e p e w n oś c i  j e s t  w ar t oś ć  
ś r e d n i a:  x . J e ś l i  s ą p r z e k on uj ąc e  ar g um e n t y  o ak c e p t ac j i  r oz k ła-
d u j e d n os t aj n e g o,  t o n aj l e p s z y m  w y n i k i e m  p om i ar u o m i n i m al n e j  
w ar t oś c i  n i e p e w n oś c i  j e s t  w ar t oś ć  ś r od k a r oz s t ęp u p r ó b y :  .r.sx .  
W uz as ad n i on y c h  p r z y p ad k ac h  p r z y j m uj e  s i ę m od e l  r oz k ład u 
L ap l ac e ’ a,  w t e d y  j ak o n aj l e p s z y  w y n i k  p om i ar u p r z y j m uj e  s i ę 
m e d i an ę p r ó b y  medx  [1,  2 ]. 
P r z y  d uż e j  l i c z b i e  z ar e j e s t r ow an y c h  ob s e r w ac j i  i s t n i e j e  m oż l i -

w oś ć  s p or z ąd z e n i a h i s t og r am u i  w e d ług  od p ow i e d n i e g o t e s t u 
z g od n oś c i ,  n a p r z y k ład  χ2,  m oż n a s p r aw d z i ć  h i p ot e z ę o w y b r an y m  
m od e l u r oz k ład u p r aw d op od ob i e ń s t w a [3 ]. N at om i as t  p r z y  m ałe j  
l i c z b i e  z ar e j e s t r ow an y c h  ob s e r w ac j i ,  (m ak s i m um  k i l k ad z i e s i ąt ),  
h i s t og r am  s t aj e  s i ę n i e s t ab i l n y  i  m oż e  ok az ać  s i ę,  ż e  k i l k a m od e l i  
r oz k ład ó w  j e s t  z g od n y c h  z  z ar e j e s t r ow an y m i  ob s e r w ac j am i  l ub  
ż ad e n  z  m od e l i  n i e  j e s t  z g od n y  z  n i m i . Wt e d y  n i e  m oż n a s t w i e r -
d z i ć ,  j ak i  w y n i k  p om i ar u j e s t  n aj l e p s z y . 
Wi ad om o,  ż e  n aj w i ęk s z ą d ok ład n oś ć  ot r z y m uj e  s i ę w  p om i a-

r ac h  o b e z p oś r e d n i m  p or ó w n an i u w i e l k oś c i  m i e r z on e j  z e  w z or -
c e m . D l a r e al i z ac j i  t e j  z as ad y  p od c z as  op r ac ow an i a w y n i k ó w  
ob s e r w ac j i  n al e ż ałob y  m i e ć  r e f e r e n c y j n e  (w z or c ow e ) p r ó b y ,  
k t ó r y c h  ob s e r w ac j e  j ak  n aj l e p s z e  (t e or e t y c z n i e  i d e al n i e ) od w z or u-
j ą p od s t aw ow e  w łas n oś c i  od p ow i e d n i c h  p op ul ac j i . W t e or i i  s t at y -
s t y k i  z n an a j e s t  m e t od a ([3 ]-[5]) b az uj ąc a n a t e j  z as ad z i e . M i an o-
w i c i e ,  d l a os z ac ow an i a p ar am e t r ó w  p ołoż e n i a or az  d y s p e r s j i  
z ar e j e s t r ow an e j  p r ó b y  w y k or z y s t y w an e  s ą w łas n oś c i  s t at y s t y k  
p oz y c y j n y c h . Z as ad a m e t od y  j e s t  p r z e d s t aw i on a n a r y s . 1. P ol e g a 
on a n a b e z p oś r e d n i m  p or ó w n an i u n up or z ąd k ow an y c h  ob s e r w ac j i  ( )n,..,,k,x k,s 21=  o w ar t oś c i ac h  p r z e c i ęt n y c h  [ ]k,nk xExp =   
z  l os ow y m i  s t at y s t y k am i  p oz y c y j n y m i  k,nx  ( )n,..,,k 21= ,  od p o-
w i ad aj ąc y m i  w y b r an e m u r oz k ład ow i  p r aw d op od ob i e ń s t w a ( )xp   
i  w y z n ac z an i u m e t od ą n aj m n i e j s z y c h  k w ad r at ó w  ( ( )∑

=

n

k
kmin

1

2
ν ,  

g d z i e  kk,sk xpxv −=  - s ą od c h y l e n i am i  od p ow i e d n i c h  ob s e r w ac j i ) 
n aj l e p s z y c h  p ar am e t r ó w  p ołoż e n i a 0CX̂ =  i  d y s p e r s j i  1CŴ =  
p r ó b y  b ad an e j  [6 ,  7 ]. 
 
 

 

xp1 xp2 xpk xpn 
xs,1 xs,2 xs,k  xs,n 

v1 v2 vk vn 
+ + + - - - a 

U p o r z ą d -
k o w a n i e  

S t a t y s t y k i  
p o z y c y j n e   
xp1 , . . , xpn 

M N K  

xs1 ,  xs2 , . . , xsn x1 ,  x2 , . . , xn 
b 

Ŷ = C 0 Ŵ = C 1 
  

R ys . 1. a)  P o r ó w n an i e  u p o r z ą d k o w an e j  p r ó b y z  w ar t o ś c i am i  p r z e c i ę t n ym i   
s t at ys t yk  p o z yc yj n yc h ,  b ) s c h e m at  b l o k o w y m e t o d y b az u j ą c e j   
n a s t at ys t yk ac h  p o z yc yj n yc h  

F i g . 1. a)  C o m p ar i s o n  o f  s o r t e d  s am p l e s  w i t h  o r d e r  s t at i s t i c s ,   
b ) b l o c k -d i ag r am  o f  t h e  m e t h o d  b as e d  o n  o r d e r  s t at i s t i c s  

 
War t oś c i  p r z e c i ęt n e  s t at y s t y k  p oz y c y j n y c h  w y z n ac z an e  s ą n a p od -

s t aw i e  r oz k ład u p r aw d op od ob i e ń s t w a p(x) (d y s t r y b uan t y  F(x)) [8 ]:  
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[ ] ( )∫∞
∞−

⋅== k,nk,nk,nk,nk,nk dxxpxxExp ,                  (1 ) 

 
g d z i e ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )xpxFxF)kn(k

nxp knk
k,n

−−

−
−⋅−

= 1
!!1

! 1  - jes t  

g ęs t o ś c i ą p r aw d o p o d o b i eń s t w a k,nxx =  [ 8]. 
P o n i ew aż s t at ys t yk i  p o z yc yjn e s ą s k o r el o w an e z e s o b ą, t o  d l a 

w yz n ac z an i a p ar am et r ó w  p o ł o żen i a (Ŷ=C0) i  d ys p er s ji  (Ĥ=C1) 
p r ó b y (w ek t o r a ( )10 ,CCT

=C ) w yk o r z ys t uje s i ę m et o d ę w ażo -
n yc h  n ajm n i ejs z yc h  k w ad r at ó w  [ 3 ]-[ 5 ] 

 
( ) ss

TT XRECXWAAWAC ⋅=⋅⋅⋅⋅=
−1 ,           (2) 

 
g d z i e 



=

n

T

xpxpxp L

L

21

111
A  - jes t  m ac i er z ą s t at ys t yk  

p o z yc yjn yc h , a  
 

( ) WAAWAREC ⋅⋅⋅=
− TT 1                        (3 ) 

 
jes t  m ac i er z ą r ek o n s t r uk c yjn ą, z ap ew n i ając ą o b l i c z an i e p o s z uk i -
w an yc h  w ar t o ś c i  n a p o d s t aw i e w ar t o ś c i  el em en t ó w  p r ó b y b ad an ej; 
W=[ C o v ]-1 - jes t  m ac i er z ą w ag o w ą, b ęd ąc ą o d w r o t n o ś c i ą m ac i e-
r z y k o w ar i an c yjn ej C o v (n,j), o b l i c z an ą n a p o d s t aw i e ł ąc z n ej g ęs t o -
ś c i  p r aw d o p o d o b i eń s t w a pk,l (xk, xl) w ar t o ś c i  kl xx ≤  [ 8]:   
 

( )( ) ( )∫ ∫∞

∞−

∞

−−=

lx
kllkl,kllkkl,k dxdxx,xpxpxxpxCov .        (4 ) 

 
O p i s an a m et o d a w yz n ac z an i a p ar am et r ó w  p o ł o żen i a i  r o z r z ut u 

p r z ew i d uje z n ajo m o ś ć  m o d el u r o z k ł ad u p r aw d o p o d o b i eń s t w a 
p o p ul ac ji , z  k t ó r ej z o s t ał a p o b r an a p r ó b a. W  p r ak t yc e c z ęs t o  t ak i  
m o d el  n i e jes t  z n an y a p r i o r i , a w yk o r z ys t an i e t r ad yc yjn yc h  m et o d  
s t at ys t yc z n yc h  d o  i d en t yf i k ac ji  r o z k ł ad u p r z y s t o s un k o w o  m ał ej 
l i c z b i e o b s er w ac ji  n i e jes t  s k ut ec z n e.  
C el em  n as t ęp n yc h  b ad ań  jes t  o p r ac o w an i e m et o d y s t at ys t yc z -

n eg o  o p r ac o w an i a s er i i  o b s er w ac ji , z ap ew n i ając ej w yz n ac z an i e 
n ajl ep s z eg o  w yn i k u p o m i ar u o r az  jeg o  n i ep ew n o ś c i  n a b az i e 
aut o m at yc z n ej i d en t yf i k ac ji  n ajb l i żs z eg o  d o  r z ec z yw i s t eg o  m o d e-
l u r o z k ł ad u p r aw d o p o d o b i eń s t w a o b s er w ac ji , a t ak że o c en y s k u-
t ec z n o ś c i  p r o p o n o w an ej m et o d y. 
 

2. M e t o d a  o p r a c o w a n i a  b a z u j ą c a  n a  p r ó b a c h  
r e f e r e n c y j n y c h  

 
P r o c ed ur a w yz n ac z an i a p ar am et r ó w  o b s er w ac ji  n a p o d s t aw i e 

s t at ys t yk  p o z yc yjn yc h  m o że b yć  w yk o r z ys t an a jak o  s k ł ad o w a 
c z ęś ć  w  m et o d z i e w yz n ac z an i a n ajl ep s z eg o  w yn i k u p o m i ar u o r az  
jeg o  n i ep ew n o ś c i . W  n as t ęp n yc h  r o z w ażan i ac h  z b i ó r  w ar t o ś c i  
p r z ec i ęt n yc h  (1 ):  [ ]j,k,nj,k xExp = , (k=1 ,2,… n) l o s o w yc h  s t at ys t yk  
p o z yc yjn yc h , o d p o w i ad ając yc h  m o d el o w i  pj(x) r o z k ł ad u p r aw d o -
p o d o b i eń s t w a p o p ul ac ji , b ęd z i em y n az yw al i  p r ó b ą r ef er en c yjn ą 

T
j,refX , o  o b s er w ac jac h  r ef er en c yjn yc h :  

 ( ) ( )Tj,nj,kj,
T

j,n.refj,k.refj,.ref
T

j,ref xp..,,xp,..,xpx..,,x,..,x 11 ==X . 
 

T ak a t er m i n o l o g i a z w i ąz an a jes t  z  t ym , że o b l i c z o n e w ed ł ug  (1 ) 
o b s er w ac je j,n.refj,k.refj,.ref x..,,x,..,x 1 , z  k t ó r ym i  s ą p o r ó w n yw an e 
o b s er w ac je w ejś c i o w e, w  i d eal n y s p o s ó b  o d p o w i ad ają g ęs t o ś c i  
p r aw d o p o d o b i eń s t w a pj(x). 
 

Dl a z ap ew n i en i a m o żl i w o ś c i  i d en t yf i k ac ji  r o z k ł ad u p r aw d o p o -
d o b i eń s t w a p r ó b y w ejś c i o w ej (p r z y b r ak u z n ajo m o ś c i  a p r i o r i  
r o z k ł ad u p r aw d o p o d o b i eń s t w a p o p ul ac ji , z  k t ó r ej z o s t ał a p o b r an a 
p r ó b a) n al eży w yg en er o w ać  c ał y z es t aw  p r ó b  r ef er en c yjn yc h , 
k t ó r e o d p o w i ad ają w yb r an ym  m o d el o m  p r aw d o p o d o b i eń s t w a.  
Z p o ś r ó d  t yc h  m o d el i  b ęd z i e w yb i er an y w  n ajw i ęk s z ym  s t o p n i u 
p r z yd at n y r o z k ł ad  p r ó b y w ejś c i o w ej. Zw i ęk s z en i e r o z d z i el c z o ś c i  
p o d c z as  i d en t yf i k ac ji  r o z k ł ad u p r aw d o p o d o b i eń s t w a m o że b yć  
o s i ąg n i ęt e p o p r z ez  z w i ęk s z en i e l i c z b y p r ó b  r ef er en c yjn yc h . 
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R y s .  2 .   U p r o s z c z o n y  s c h e m a t  m e t o d y  o p r a c o w a n i a  w y n i k ó w  o b s e r w a c ji   

b a z u ją c y  n a  p o r ó w n a n i u  p r ó b y  w e jś c i o w e j z  p r ó b a m i  r e f e r e n c y jn y m i  
F i g .  2 .   S i m p l i f i e d  d i a g r a m  o f  t h e  o b s e r v a t i o n  r e s u l t  p r o c e s s i n g  m e t h o d   

b a s e d  o n  c o m p a r i s o n  i n p u t  s a m p l e  w i t h  t h e  r e f e r e n c e  s a m p l e s  
 
Zas ad a p r o p o n o w an ej m et o d y, k t ó r ej up r o s z c z o n y s c h em at  jes t  

p o k az an y n a r ys . 2, p o l eg a n a:  
 

1 ) w yg en er o w an i u w ed ł ug  (1 ) z es t aw u J p r ó b  r ef er en c yjn yc h :  
( )T,n,k,

T
,ref xp..,,xp,..,xp 11111 =X ,.., ( )Tj,nj,kj,

T
j,ref xp..,,xp,..,xp1=X ,

( )TJ,nJ,kJ,
T

J,ref xp..,,xp,..,xp1=X ; 
 
2) o b l i c z en i u w ed ł ug  (4 ) z es t aw u J m ac i er z y k o w ar i an c yjn yc h  

1Cov ,.., jCov ,.., JCov  o r az  w ag o w yc h :  1
11
−

=CovW ,.., 
1−

= jj CovW ,.., 1−
= JJ CovW ; 

 
3 ) o b l i c z en i u w ed ł ug  (3 ) z es t aw u J m ac i er z y r ek o n s t r uk c yjn yc h  

1REC ,.., jREC ,.., JREC ; 
 
4 ) up o r z ąd k o w an i u p r ó b y w ejś c i o w ej:  ( ))n,s,s,s

T
s x...,,x,x 21=X ; 

 
5 ) o p r ac o w an i u w ed ł ug  (2) up o r z ąd k o w an ej p r ó b y w ejś c i o w ej  
i  w  r ez ul t ac i e w yz n ac z an i e es t ym at o r ó w  101 ,

CŶ = ,.., 
j,j CŶ 0= ,.., J,J CŶ 0= , 111 ,

CĤ = ,.., j,j CĤ 1= ,.., J,J CĤ 1=  
p ar am et r ó w  p o ł o żen i a i  r o z r z ut u p r ó b y d l a w yb r an yc h  m o d el i  
r o z k ł ad ó w  p r aw d o p o d o b i eń s t w a; 

 
6 ) w yz n ac z an i u r es z t k o w yc h  s um  w ażo n yc h  k w ad r at ó w  2

1,RS ,.., 
2

j,RS ,.., 2
J,RS  o d c h yl eń  o b s er w ac ji  p r ó b y b ad an ej o d  o d p o -

w i ed n i c h  o b s er w ac ji  p r ó b  r ef er en c yjn yc h ; 
 
7 ) an al i z i e s um  r es z t k o w yc h  i  w yz n ac z an i u n ajl ep s z eg o  w yn i k u 
p o m i ar u Ŷ i  jeg o  n i ep ew n o ś c i  ( )ŶuA  (o r az , jeś l i  jes t  p o t r z eb a, 
w yz n ac z an i u p ar am et r u r o z r z ut u j,j CĤ 1=  i  jeg o  n i ep ew n o ś c i  
uA( Ĥ )). 
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3. M o d e l e  m a t e m a t y c z n e ,  o p i s u j ą c e  e t a p y  
o p r a c o w a n i a  w y n i k ó w  o b s e r w a c j i  

 
3.1 . M o d e l e  r o z k ł a d ó w  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a  

p r ó b  r e f e r e n c y j n y c h  
 
P i erw s z e t rz y  et a p y  op i s a n ej  w y ż ej  m et od y  s ą rea l i z ow a n e 

w c z eś n i ej , p rz ed  eks p ery m en t em  p om i a row y m . P on i ew a ż  ob s er-
w a c j e p ró b  ref eren c y j n y c h  j ed n oz n a c z n i e od p ow i a d a j ą roz kł a d om  
p ra w d op od ob i eń s t w a , d l a t eg o p od s t a w ow y m  p rob l em em  t ej  c z ę -
ś c i  m et od y  j es t  w y b ó r ref eren c y j n y c h  roz kł a d ó w  p ra w d op od o-
b i eń s t w a , z  p oś ró d  kt ó ry c h  b ę d z i e w y b i era n y  roz kł a d  p ró b y  w ej -
ś c i ow ej . N a  og ó ł , w y b ó r roz kł a d u  p ra w d op od ob i eń s t w a  w  p i erw -
s z ej  kol ej n oś c i  z a l eż y  od  w i ed z y  o p roc es i e b a d a n y m , z  kt ó reg o s ą 
p ob i era n e ob s erw a c j e p om i a row e, ora z  i n n y c h  d a n y c h . J eś l i  z a -
kres  z m i a n  roz kł a d u  p ra w d op od ob i eń s t w a  ob s erw a c j i  m oż e b y ć  
s z eroki , w t ed y  n a l eż a ł ob y  m i eć  m et od ę  ś w i a d om eg o w y b i era n i a  
od p ow i ed n i c h  m od el i  roz kł a d ó w , kt ó re ró ż n i ą s i ę  s w oi m  ks z t a ł -
t em  ora z  p a ra m et ra m i . W  c el u  u z a s a d n i on eg o w y b oru  m od el i  
roz kł a d ó w  p ra w d op od ob i eń s t w a  m oż n a  w y korz y s t a ć  j ed en   
z  n a j w a ż n i ej s z y c h  p a ra m et ró w , kt ó ry  c h a ra kt ery z u j e f orm ę  roz -
kł a d u , a  m i a n ow i c i e kon t rku rt oz ę  [ 9] :  
 

4
2 µσκ = ,                                     (5) 

 
g d z i e 4µ  j es t  c en t ra l n y m  m om en t em  c z w a rt eg o rz ę d u  roz kł a d u  
p ra w d op od ob i eń s t w a . 
W a rt oś ć  t eg o p a ra m et ru  m i eś c i  s i ę  w  g ra n i c a c h  10 ≤≤ κ . D l a  

c z ę s t o s p ot y ka n y c h  m od el i  roz kł a d ó w  p ra w d op od ob i eń s t w a  w a r-
t oś ć  kon t rku rt oz y  ró w n a  s i ę : L a p l a c e’ a : κL=0 ,4 0 8, n orm a l n eg o: 
κN=0 ,57 7 , t ró j kąt n eg o: κ T r =0 ,6 4 5, j ed n os t a j n eg o: κ U n =0 ,7 4 5 ora z  
a rks i n u s oi d a l n eg o:κ A s i n =0 ,816  (ry s . 3 ). 
 
 

 

0 0, 4 08  0, 5 7 7  0, 8 16  0, 7 4 5  1 0, 6 4 5  
κ 

  
R y s .  3 .   R o z m i e s z c z e n i e  w y b r a n y c h  m o d e l i  r o z k ł a d ó w  p r a w d o p o d o b i e ńs t w a  

w e d ł u g  w a r t o ś c i  k o n t r k u r t o z y  
F i g .  3 .   D e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  l o c a t i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  c o n t r a -k u r t o s i s  v a l u e   
 

 
3.2 . M a c i e r z  r e k o n s t r u k c y j n a  
 
W  p rz y p a d ku  s y m et ry c z n y c h  roz kł a d ó w  p ra w d op od ob i eń s t w a  

m a c i erz  rekon s t ru kc y j n a  m a  p os t a ć  m a c i erz y  s y m et ry c z n ej  d w u -
w i ers z ow ej :  

 
( )[ ]







−−= +

j,j,j,j,

j,j,j,nj,j,
j

ggggg

1221

122121

0 γγγγ LL

KK

REC .  (8) 

 
El em en t y  p i erw s z eg o w i ers z a  w  (8) c h a ra kt ery z u j ą s i ę  s y m et ri ą 

p a rz y s t ą i  s ą w y korz y s t y w a n e j a ko w s p ó ł c z y n n i ki  w a g ow e j,kg  
p rz y  ob l i c z a n i u  p a ra m et ru  p oł oż en i a  jŶ  - w a rt oś c i  w y n i kó w  
p om i a ru , n a t om i a s t  el em en t y  d ru g i eg o w i ers z a  c h a ra kt ery z u j ą s i ę  
s y m et ri ą n i ep a rz y s t ą i  s ą w y korz y s t y w a n e j a ko w s p ó ł c z y n n i ki  
w a g ow e j,kγ  p rz y  ob l i c z a n i u  w a rt oś c i  p a ra m et ru  roz rz u t u  jĤ : 
 

∑
=

=

n

k
k,sj,kj xgŶ

1
,   ∑

=

=

n

k
k,sj,kj xĤ

1
γ .                   (9) 

 

P on i ew a ż  w a rt oś c i  w s p ó ł c z y n n i kó w  m a c i erz y  RECj  z a l eż ą 
t y l ko od  w y b ra n eg o m od el u  roz kł a d u  p ra w d op od ob i eń s t w a  ora z  
l i c z b y  w y n i kó w  ob s erw a c j i  n, d l a t eg o w a rt oś c i  w s p ó ł c z y n n i kó w  
w a g ow y c h  j,kg , j,kγ  s ą ob l i c z a n e w c z eś n i ej . D l a  n i ekt ó ry c h  
roz kł a d ó w  p ra w d op od ob i eń s t w a  w a rt oś c i  t y c h  w s p ó ł c z y n n i kó w  
m og ą b y ć  ob l i c z on e a n a l i t y c z n i e [ 7 ] . 
 
3.3. R e s z t k o w e  s u m y  k w a d r a t ó w  i  i c h  a n a l i z a  
 
N i eob c i ąż on e es t y m a t ory  w a ri a n c j i  od c h y l eń  res z t kow y c h  ob l i -

c z a n e s ą w ed ł u g  s t a n d a rd ow ej  p roc ed u ry  w a ż on ej  M N K  [ 7 ] : 
 

( ) ( )
2

2

−

−⋅⋅−
=

n
S jjsj

T
jjs

j,R
CAXWCAX = ( )

s
jjjT

s
n

X
RECAIW

X
2−

−⋅ , (10 ) 
 

g d z i e I j es t  m a c i erz ą j ed n os t kow ą o w y m i a rz e n× n. 
W y n i k p om i a ru  j es t  w y z n a c z a n y  n a  p od s t a w i e a n a l i z y  res z t ko-

w y c h  s u m  kw a d ra t ó w  od c h y l eń  ref eren c y j n y c h  p ró b  od  p ró b y  
w ej ś c i ow ej . N a j p ros t s z a  a n a l i z a  p ol eg a  n a  w y z n a c z a n i u  m i n i m a l -
n ej  w a rt oś c i  s u m y  res z t kow ej . D l a t eg o n a j l ep s z y m  w y n i ki em  
p om i a ru  j es t  t en  ( jŶŶ = , )jĤĤ = , d l a  kt ó reg o ob l i c z on a  res z t -
kow a  s u m a  w a ż on y c h  kw a d ra t ó w  ( 2

j,RS ) os i ąg a  m i n i m a l n ą w a r-
t oś ć : 

( )
=

≤≤

2
,

2
,

2
1,1

,...,,..,numer JRjRRJj
SSSMINj .              (11) 

 
 
3.4. N i e pe w no ś c i  s t and ar d o w e  w ar t o ś c i   

par am e t r ó w  po ł o ż e ni a i  r o z r z u t u  
 
N i ep ew n oś c i  s t a n d a rd ow e w y n i ku  p om i a ru  uA( jŶ ) ora z  p a ra -

m et ru  roz rz u t u  uA( Ĥ ) s ą ob l i c z a n e w ed ł u g  s t a n d a rd ow ej  p roc e-
d u ry  w a ż on ej  m et od y  n a j m n i ej s z y c h  kw a d ra t ó w  [ 10 ] : 
 

( ) 2
00 j,Rj;,jA SdŶu = ,   ( ) 2

11 j,Rj;,A SdĤu = ,           (12 ) 
 
g d z i e 

( ) 



=⋅⋅= −

2
11

2
001

0
0

j;,

j;,
jj

T
jj d

d
AWAD ,              (13 ) 

 
j es t  t a k z w a n ą m a c i erz ą w a ri a n c j i  o w y m i a rz e 2 × 2 . 
 
4. W y ni k i  b ad ań  s y m u l ac y j ny c h  m e t o d ą   

M o nt e  C ar l o  
 
B a d a n i a  m et od y  z os t a ł y  p rz ep row a d z on e m et od ą M on t e C a rl o. 

W  c el u  f orm ow a n i a  p ró b  ref eren c y j n y c h  z os t a ł o w y b ra n y c h  
w s p om i n a n y c h  w y ż ej  5 m od el i  roz kł a d ó w  p ra w d op od ob i eń s t w a : 
L a p l a c e’ a  (l=1), n orm a l n y  (l=2 ), t ró j kąt n y  (l=3 ), j ed n os t a j n y  (l=4 ) 
ora z  a rks i n u s oi d a l n y  (l=5). B a d a n e w y n i ki  ob s erw a c j i  z os t a ł y  
w y g en erow a n e z  p op u l a c j i  od p ow i a d a j ąc y c h  t y m  s a m y m  roz kł a -
d om . L i c z b a  ob s erw a c j i  w y n os i ł a : n = 9, 19, 2 9, 3 9, 4 9. W  ka ż d ej  
s eri i  w y n i kó w  ob s erw a c j i  p rz y j m ow a n o w a rt oś ć  p a ra m et ru  p oł o-
ż en i a  Xc=5,0 0 0  ora z  w a rt oś ć  p a ra m et ru  roz rz u t u  ob s erw a c j i  
σx=0 ,2 0 0 . L i c z b a  s y m u l a c j i  (rea l i z a c j i ) m et od ą M on t e C a rl o w y -
n os i ł a  M =10 5. 
W  rez u l t a c i e op ra c ow a n i a  ka ż d ej  (i=1,… M) w y g en erow a n ej  

s eri i  w y n i kó w  ob s erw a c j i  z os t a ł y  ob l i c z on e n a j l ep s z e w y n i ki  
p om i a ru  )n(

l,iŶ , p a ra m et ry  roz rz u t u  )n(
l,iĤ (9), a  t a kż e i c h  s t a n d a r-

d ow e n i ep ew n oś c i  (12 ), (13 ).  
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Jakość proponowanej metody została zbadana na podstawie 
wyznac zonyc h  wartośc i błę dó w u zyskanyc h  wynikó w pomiaru :  

0005,X̂XX̂ )n(
l,ic

)n(
l,i

)n(
l,i −=−=∆  oraz ic h  c h arakterystyk:  wartośc i 

średniej, średniej kwadratowej, standardoweg o odc h yl enia ekspe-
rymental neg o oraz maksymal nej wartośc i ic h  modu łu .  
N a rys. 4 przedstawione są h istog ramy błę dó w wyznac zanyc h  

przez al g orytm najl epszyc h  wynikó w pomiaru  przy ró ż nyc h  roz-
kładac h  prawdopodobień stwa popu l ac ji, z któ ryc h  zostały pobrane 
pró by. N a rysu nkac h , w c el u  poró wnania, są przedstawione też  
h istog ramy ( l inie pu nktowe)  wartośc i błę dó w, odpowiadając yc h  
wynikom, obl ic zonyc h  jako wartośc i średnie zarejestrowanyc h  
obserwac ji. Jak widać, dl a każ deg o model u  rozkładu  wynikó w 
obserwac ji h istog ram jest l epszy ( rozrzu t błę dó w jest mniejszy)   
w poró wnaniu  do h istog ramu  błę dó w wartośc i średniej. P rzy 
c zym, metoda zapewnia tym l epsze wyniki ( mniejszy rozrzu t  
i niepewność)  im bardziej rozkład pró by odstę pu je ( wedłu g  kontr-
ku rtozy)  od rozkładu  normal neg o, dl a któ reg o wartość średnia jest 
najl epszym estymatorem wyniku . 
 
 

 L 
x ¯ ,  N 

x ¯ ,  N 

U 

T 
x ¯ ,  N 

A s  

x ¯ ,  N 

a b 

c d 

  
R y s .  4 .   H is t o g r a m y  bł ę d ó w  o bl ic z o n y c h  w y n ikó w  p o m ia r u  d l a  p r ó b o  r o z kł a d a c h :  

a )  L a p l a c e ’ a , b)  t r ó j kąt n y m , c )  j e d n o s t a j n y m , d )  a r ks in u s o id a l n y m ;   
l ic z ba  o bs e r w a c j i n = 1 9  

F ig .  4 .   H is t o g r a m s  o f  t h e  c a l c u l a t e d  m e a s u r e m e n t  r e s u l t  e r r o r s  f o r  t h e  in p u t  
s a m p l e s  d is t r ibu t io n s :  a )  L a p l a c e , b)  t r ia n g l e , c )  u n if o r m , d )  a r c s in e ;   
n u m be r  o f  o bs e r v a t io n s  n = 1 9  

 
I nnym parametrem, c h arakteryzu jąc ym sku tec zność propono-

wanej metody, jest c zę stość poprawnej identyf ikac ji przez al g o-
rytm odpowiednieg o model u  rozkładu  prawdopodobień stwa. 
Stwierdzono, ż e jeśl i l ic zba obserwac ji n> 1 0 … 1 5, to proponowa-
ny al g orytm w ponad 2 / 3 przypadkó w ( wzrasta ze zwię kszeniem 
l ic zby obserwac ji)  prawidłowo u jawnia rozkład prawdopodobień -
stwa ( rys. 5) . N atomiast w pozostałyc h  około 1 / 3 przypadkac h  
przyjmowane są rozkłady najbl iż sze ( wedłu g  wartośc i kontrku rto-
zy)  rzec zywistemu  rozkładowi pró by. P rzy tym wybó r najbl iż -
szyc h  ( zamiast rzec zywisteg o)  rozkładó w nie powodu je zbyt 
du ż yc h  nieprawidłowośc i w wyznac zaniu  wyniku  pomiaru  i jeg o 
niepewnośc i, ponieważ  wartość tej ostatniej w du ż ym stopniu  
zal eż y od wartośc i kontrku rtozy.  
 
5. P o d s u m o w a n i e  
 
1 . Z  pu nktu  widzenia teorii zaproponowana metoda oprac owania 
wynikó w obserwac ji bazu je na ic h  poró wnaniu  z pró bami ref e-
renc yjnym, odpowiadając ymi wybranym model om g ę stośc i 
prawdopodobień stwa popu l ac ji. Z  praktyc zneg o pu nktu  widze-
nia proc edu ra oprac owania wynikó w obserwac ji przewidu je 
bardzo proste operac je:  wstę pne u porządkowanie i nastę pne 
u średnianie wag owe wynikó w obserwac ji wedłu g  poprzednio 
obl ic zonyc h  wspó łc zynnikó w wag owyc h , odpowiadając yc h  
tym model om prawdopodobień stwa.  

 
2 . Z  otrzymanyc h  wynikó w badań  wynika, ż e jeśl i l ic zba obser-
wac ji jest wię ksza od około n> 1 0 … 1 5, to zaproponowana me-
toda zapewnia detekc ję  rzec zywisteg o rozkładu  prawdopodo-
bień stwa l u b mu  bl iskieg o ( wedłu g  wartośc i kontrku rtozy) , c o 

konsekwentnie zapewnia mniejszą wartość standardowej nie-
pewnośc i wyniku  pomiaru  w poró wnaniu  do standardowej nie-
pewnośc i wartośc i średniej, któ ra jest rekomendowana w [ 1 0 ] . 
 

3. Sku tec zność zaproponowanej metody moż na pol epszyć na 
drodze zwię kszenia l ic zby model i ref erenc yjnyc h  rozkładó w 
prawdopodobień stwa, w c el u  ic h  „ zag ę szc zenia”  na osi wartośc i 
kontrku rtozy oraz na podstawie stosowania innej, niż  przedsta-
wiona wzorami ( 1 1 ) , metody anal izy su m resztkowyc h  dl a wy-
znac zania najl epszeg o wyniku  pomiaru . 
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R y s .  5 .   C z ę s t o ś c i (P, % )  d e t e kc j i r o z kł a d u  p r a w d o p o d o bie ń s t w a  p r ó by  w e j ś c io w e j  

w  z a l e ż n o ś c i o d  m a c ie r z y  r e ko n s t r u kc y j n y c h  ba z u j ąc y c h  n a  o d p o w ie d n ic h  
p r ó ba c h  r e f e r e n c y j n y c h .  R o z kł a d y  p r ó b w e j ś c io w y c h :  a )  L a p l a c e ’ a ,  
b)  n o r m a l n y , c )  t r ó j kąt n y , d )  j e d n o s t a j n y , e )  a r ks in u s o id a l n y   

F ig .  5 .   F r e q u e n c y  (P, % )  o f  t h e  in p u t  s a m p l e  d e n s it y  d is t r ibu t io n  d e t e c t io n   
d e p e n d e n t l y  o n  t h e  r e c o n s t r u c t io n  m a t r ix  ba s e d  o n  a p p r o p r ia t e  r e f e r e n c e  
s a m p l e s .  D e n s it y  d is t r ibu t io n  o f  in p u t  s a m p l e s :  a )  L a p l a c e , b)  n o r m a l ,  
c )  t r ia n g l e , d )  u n if o r m , e )  a r c s in e  
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