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Streszczenie

W artykule zostata zaproponowana i zbadana metoda opracowania wyni-
kow obserwacji, bazujaca na ich poréwnywaniu z probami referencyjnymi
o zadanych wlasciwosciach. Przedstawiono modele matematyczne najlep-
szego wyniku pomiaru oraz jego standardowej niepewnosci. Metoda
Monte Carlo przeprowadzono badania symulacyjne skutecznosci metody
dla kilku wybranych rozkladéw prawdopodobienistwa populacji przy
liczbie obserwacji od 9 do 49. Stwierdzono, ze jesli liczba obserwacji
wynosi kilkanascie i wigcej, to proponowana metoda zapewnia zmniejsze-
nie niepewnosci wyniku w pordwnaniu z niepewnoscia wartosci sredniej.

Stowa kluczowe: opracowanie danych, obserwacje, proby referencyjne.

Method of the observations processing
based on their comparison with
the reference samples

Abstract

New method of the measurement result and its uncertainty determination,
based on the comparison of input sample after its sorting with several
reference samples (Fig. 1, Fig. 2), which correspond to models of the
general population density distributions, is investigated and analyzed in the
paper. Elements of the reference sample are the observations, which
ideally reflect the properties of the general population distribution, and
their values are calculated as the mathematical expectations of ordinal
statistics corresponding to this distribution (1). Mathematical models of the
determination of the best result (2), (9) and its standard uncertainty (12),
(13) are presented. The effectiveness of propose method is investigated by
the Monte Carlo method for 5 models of general population (Laplace,
normal, triangular, uniform and arcsine (Fig. 3)) with the number of
observations 9, 19, 29, 39 and 49. If the observation distribution significantly
differs from normal distribution then the proposed method guarantees
considerable decreasing of the uncertainty result in comparison with the
uncertainty of average value (Fig. 4). As a result of investigations it is
established that if the number of observations exceeds about 12-15, then in
approximately % cases the proposed algorithm identifies distribution
correctly and in the rest near %3 cases the nearest (accordingly the value of
contra kurtosis (5)) distributions (Fig. 5). The proposed method can be
used when the number of registered observations is small, when due to this
the histogram is unstable and also the statistical tests can be positive
for some models of the density distributions of the general populations
simultaneously.

Keywords: data processing, observations, reference samples.

1. Wstep

Wiadomo, ze w celu zwigkszenia doktadnosci pomiarow wyko-
rzystuje si¢ pomiary z wielokrotnymi obserwacjami, ktore sa
opracowane statystycznie. Przy tym oszacowanie optymalnej (pod
wzgledem minimalnej warto$ci standardowej niepewnosci typu A)
wartosci wyniku pomiaru w duzym stopniu zalezy od rozktadu
prawdopodobienstwa populacji [1, 2].

Przyktadowo, jesli rozktad prawdopodobienstwa populacji nie
jest sprzeczny z modelem rozkladu Gaussa, wtedy po zarejestro-
waniu proby o n obserwacjach ( x,, x,, ..., X, ) najlepszym wyni-
kiem pomiaru o minimalnej warto$ci niepewnosci jest wartos¢
$rednia: x . Jesli sa przekonujace argumenty o akceptacji rozkta-
du jednostajnego, to najlepszym wynikiem pomiaru o minimalnej
wartosci niepewnosci jest warto$¢ srodka rozstgpu proby: x, ., .
W uzasadnionych przypadkach przyjmuje si¢ model rozkladu
Laplace’a, wtedy jako najlepszy wynik pomiaru przyjmuje sig¢
mediang préby x, , [1,2].

Przy duzej liczbie zarejestrowanych obserwacji istnieje mozli-
wos¢ sporzadzenia histogramu i wedlug odpowiedniego testu
zgodnosci, na przyktad x*, mozna sprawdzi¢ hipoteze o wybranym
modelu rozktadu prawdopodobienstwa [3]. Natomiast przy malej
liczbie zarejestrowanych obserwacji, (maksimum kilkadziesiat),
histogram staje si¢ niestabilny i moze okaza¢ sig, ze kilka modeli
rozktadéw jest zgodnych z zarejestrowanymi obserwacjami lub
zaden z modeli nie jest zgodny z nimi. Wtedy nie mozna stwier-
dzié, jaki wynik pomiaru jest najlepszy.

Wiadomo, ze najwicksza doktadno$¢ otrzymuje si¢ w pomia-
rach o bezposrednim poréwnaniu wielko$ci mierzonej ze wzor-
cem. Dla realizacji tej zasady podczas opracowania wynikow
obserwacji nalezatloby mieé¢ referencyjne (wzorcowe) proby,
ktérych obserwacje jak najlepsze (teoretycznie idealnie) odwzoru-
ja podstawowe wiasnosci odpowiednich populacji. W teorii staty-
styki znana jest metoda ([3]-[5]) bazujaca na tej zasadzie. Miano-
wicie, dla oszacowania parametréw potozenia oraz dyspersji
zarejestrowanej proby wykorzystywane sa wiasnosci statystyk
pozycyjnych. Zasada metody jest przedstawiona na rys. 1. Polega
ona na bezposrednim poréwnaniu » uporzadkowanych obserwacji
X4 (k = 1,2,..,n) o wartosciach przecigtnych xp, :Elxnvkj

med

z losowymi statystykami pozycyjnymi x, , (k=1,2,..,n), odpo-

wiadajacymi wybranemu rozktadowi prawdopodobienstwa p(x)

i wyznaczaniu metoda najmniejszych kwadratow (minZ:(vk)2 s
k=1

gdzie v, =x , —xp, - sa odchyleniami odpowiednich obserwacji)

najlepszych parametrow potozenia X =C, 1 dyspersji WzCl
proby badanej [6, 7].
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Rys. 1. a) Poréwnanie uporzadkowanej proby z wartosciami przecigtnymi
statystyk pozycyjnych, b) schemat blokowy metody bazujacej
na statystykach pozycyjnych

Fig. 1. a) Comparison of sorted samples with order statistics,
b) block-diagram of the method based on order statistics

Wartosci przecigtne statystyk pozycyjnych wyznaczane sa na pod-
stawie rozktadu prawdopodobienstwa p(x) (dystrybuanty F(x)) [8]:
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XDy = E[xn.k]: Ixn,k 'pn,k(xn,k nk > (1)
. ' k-1 n—k .
gdzie p,,(x)= m(p ()= F))™ plx) - jest

gestoscia prawdopodobiefistwa x = x, , [8].

Poniewaz statystyki pozycyjne sa skorelowane ze soba, to dla
wyznaczania parametréw potozenia (Y=C,) i dyspersji (H=C)

proby (wektora CT :(CO,CI)) wykorzystuje si¢ metode wazo-
nych najmniejszych kwadratow [3]-[5]

C=(A"-W-AJ'A"-W.X_ =REC-X,, ()
1 1 - 1

gdzie AT =( ] - jest macierzg statystyk
XPy XPy o XDy

pozycyjnych, a
REC=(A"-W-AJ'A”-W 3)

jest macierza rekonstrukcyjna, zapewniajaca obliczanie poszuki-
wanych warto$ci na podstawie warto$ci elementéw proby badanej;
W=[Cov]" - jest macierza wagowa, bedaca odwrotnoscia macie-
rzy kowariancyjnej Cov™”, obliczana na podstawie tacznej gesto-
$ci prawdopodobienstwa py (x, x;) wartosci x,<x, [8]:

©

Covy, = J j(xk — XDy Xxl —Xp; )pk,l(xk’xl )dxldxk . 4

—o0 Xy

Opisana metoda wyznaczania parametrow polozenia i rozrzutu
przewiduje znajomos¢ modelu rozkltadu prawdopodobienstwa
populacji, z ktorej zostata pobrana proba. W praktyce czgsto taki
model nie jest znany a priori, a wykorzystanie tradycyjnych metod
statystycznych do identyfikacji rozktadu przy stosunkowo matej
liczbie obserwacji nie jest skuteczne.

Celem nastgpnych badan jest opracowanie metody statystycz-
nego opracowania serii obserwacji, zapewniajacej wyznaczanie
najlepszego wyniku pomiaru oraz jego niepewnosci na bazie
automatycznej identyfikacji najblizszego do rzeczywistego mode-
lu rozktadu prawdopodobienstwa obserwacji, a takze oceny sku-
tecznosci proponowanej metody.

2. Metoda opracowania bazujgca na prébach
referencyjnych

Procedura wyznaczania parametréw obserwacji na podstawie
statystyk pozycyjnych moze byé wykorzystana jako sktadowa
cze$¢ w metodzie wyznaczania najlepszego wyniku pomiaru oraz
jego niepewno$ci. W nastgpnych rozwazaniach zbidr wartosci
przecigtnych (1): xp; ; = E[xnykyjj , (=1,2,...n) losowych statystyk
pozycyjnych, odpowiadajacych modelowi p;(x) rozktadu prawdo-
podobienstwa populacji, bedziemy nazywali proba referencyjng

Xfe/'j , 0 obserwacjach referencyjnych:

To_ _
Xierj = (xref.l,j’"’ Xref k,j» --’xref.n.j)r = (xPl,j’--’ XDy j» --’xPn,j)T .

Taka terminologia zwigzana jest z tym, ze obliczone wedtug (1)
ObSEIWaCIe X,or 1 jsoes Xpof ko j» s Xpof . j » Z KIOTYMI 83 poréwnywane
obserwacje wejsciowe, w idealny sposob odpowiadaja gestosci
prawdopodobienstwa pj(x).
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Dla zapewnienia mozliwosci identyfikacji rozktadu prawdopo-
dobienstwa proby wejsciowej (przy braku znajomosci a priori
rozktadu prawdopodobienstwa populacji, z ktdrej zostata pobrana
proba) nalezy wygenerowal caly zestaw prob referencyjnych,
ktére odpowiadaja wybranym modelom prawdopodobienstwa.
Z posrod tych modeli bedzie wybierany w najwiekszym stopniu
przydatny rozktad proby wejsciowej. Zwigkszenie rozdzielczosci
podczas identyfikacji rozktadu prawdopodobienistwa moze by¢
osiagnigte poprzez zwigkszenie liczby prob referencyjnych.
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Rys. 2. Uproszczony schemat metody opracowania wynikow obserwacji
bazujacy na porownaniu proby wejsciowej z probami referencyjnymi

Fig. 2.  Simplified diagram of the observation result processing method
based on comparison input sample with the reference samples

Zasada proponowanej metody, ktdrej uproszczony schemat jest
pokazany na rys. 2, polega na:

1) wygenerowaniu wedtug (1) zestawu J prob referencyjnych:
XZef,l = (xpl,l"" XDk 1» "'xpn,l)r 500 Xfef,,- = (xpl,j"" XPkj» "’xpn,j)r >

T .
XVL{/',J = (xpl.J’“’ XPk,J "'xpn,J)T >

2) obliczeniu wedlug (4) zestawu J macierzy kowariancyjnych

Cov, ,.., Covj,.., Cov, oraz wagowych: W1=C0V1_1,..,

_ -1 _ =1,
Wj- =Cov, ..., W, =Cov, ;

3)obliczeniu wedhug (3) zestawu J macierzy rekonstrukcyjnych
REC, ..., REC, .., REC,;

4) uporzadkowaniu proby wejéciowej: X! = (xs,l’ X0, ...,xm));

5) opracowaniu wedtug (2) uporzadkowanej proby wejSciowej
wyznaczanie fl =Cpy »ees
Y, =Cy s ¥,=Co;, H=Cyyyy H;=Cy;,.., H;=C,;

parametréw potozenia i rozrzutu proby dla wybranych modeli
rozktadoéw prawdopodobienstwa;

i w rezultacie estymatorow

6) wyznaczaniu resztkowych sum wazonych kwadratow S,%,v, peos
S;.i pees S,ze' ; odchylen obserwacji proby badanej od odpo-
wiednich obserwacji prob referencyjnych;

7)analizie sum resztkowych i wyznaczaniu najlepszego wyniku
pomiaru ¥ i jego niepewnosci u ,|Y) (oraz, jesli jest potrzeba,

wyznaczaniu parametru rozrzutu H; =C, ; 1 jego niepewnosci

us(H)).



756

3. Modele matematyczne, opisujace etapy
opracowania wynikow obserwacji

3.1. Modele rozktadéw prawdopodobienstwa
prob referencyjnych

Pierwsze trzy etapy opisanej wyzej metody sa realizowane
weczesniej, przed eksperymentem pomiarowym. Poniewaz obser-
wacje prob referencyjnych jednoznacznie odpowiadaja rozktadom
prawdopodobienstwa, dlatego podstawowym problemem tej cze-
Sci metody jest wybdr referencyjnych rozktadéw prawdopodo-
bienstwa, z posrod ktérych bedzie wybierany rozktad proby wej-
Sciowej. Na ogot, wybor rozktadu prawdopodobienstwa w pierw-
szej kolejnosci zalezy od wiedzy o procesie badanym, z ktérego sg
pobierane obserwacje pomiarowe, oraz innych danych. Jesli za-
kres zmian rozktadu prawdopodobienstwa obserwacji moze by¢
szeroki, wtedy nalezatloby mie¢ metode swiadomego wybierania
odpowiednich modeli rozktadéw, ktore rdznia si¢ swoim ksztal-
tem oraz parametrami. W celu uzasadnionego wyboru modeli
rozktadow prawdopodobienstwa mozna wykorzystaé jeden
z najwazniejszych parametréw, ktory charakteryzuje forme roz-
ktadu, a mianowicie kontrkurtoze [9]:

k=0 , (5)

gdzie u, jest centralnym momentem czwartego rzedu rozkladu

prawdopodobienstwa.

Warto$¢ tego parametru miesci si¢ w granicach 0 <x <1. Dla
czesto spotykanych modeli rozktadéw prawdopodobienstwa war-
tos¢ kontrkurtozy réwna si¢: Laplace’a: x;=0,408, normalnego:
«n=0,577, trojkatnego: kr,=0,645, jednostajnego: «y,=0,745 oraz
arksinusoidalnego:k;,=0,816 (rys. 3).

1 A AAFU Ip
I e N |
0 0408 0,577 0,645 0745 0816 |

Rys. 3. Rozmieszczenie wybranych modeli rozktadow prawdopodobienstwa
wedtug wartosci kontrkurtozy
Fig. 3.  Density distribution location according to the contra-kurtosis value

3.2. Macierz rekonstrukcyjna

W przypadku symetrycznych rozktadéw prawdopodobienstwa
macierz rekonstrukcyjna ma posta¢ macierzy symetrycznej dwu-
wierszowej:

REC, = 8 &, 8l(mery2l; - 825 81 ®)
Ny TV 0 vt Y2y Ny

Elementy pierwszego wiersza w (8) charakteryzuja si¢ symetrig
parzysta i sa wykorzystywane jako wspotczynniki wagowe g ;

przy obliczaniu parametru potozenia Y, - wartosci wynikow

pomiaru, natomiast elementy drugiego wiersza charakteryzuja si¢
symetria nieparzysta i sa wykorzystywane jako wspolczynniki
wagowe y; ; przy obliczaniu wartosci parametru rozrzutu H ; :

n n
Y= &bk s Hp= D 0% - )
k=1 k=1
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Poniewaz wartosci wspdtczynnikow macierzy REC; zaleza
tylko od wybranego modelu rozktadu prawdopodobienistwa oraz
liczby wynikow obserwacji n, dlatego wartosci wspotczynnikdw
wagowych g, ;, 7, sa obliczane wczesniej. Dla niektorych

rozktadéw prawdopodobienstwa wartosci tych wspotczynnikdw
moga by¢ obliczone analitycznie [7].

3.3. Resztkowe sumy kwadratéw i ich analiza

Nieobcigzone estymatory wariancji odchylen resztkowych obli-
czane sa wedtug standardowej procedury wazonej MNK [7]:

52, = (x, *AjC/)Tr'l‘iVé (x.-a,c)) -7 W, '(I;?;'REC/')XS _(10)

gdzie I jest macierza jednostkowa o wymiarze n xn.

Wynik pomiaru jest wyznaczany na podstawie analizy resztko-
wych sum kwadratow odchylen referencyjnych prob od proby
wejsciowej. Najprostsza analiza polega na wyznaczaniu minimal-
nej wartosci sumy resztkowej. Dlatego najlepszym wynikiem
pomiaru jest ten (Y =Y;,, H=H,), dla ktorego obliczona reszt-

kowa suma wazonych kwadratow (S ,Ze.j ) osigga minimalng war-

tos¢:

j:numer{MlN(S,% 1sesSRjrs S J)} . (11)
1<j<J > ’

3.4. Niepewnosci standardowe wartosci
parametrow potozenia i rozrzutu

Niepewnosci standardowe wyniku pomiaru u,(Y; ) oraz para-

metru rozrzutu u,( H ) sa obliczane wedlug standardowe] proce-
dury wazonej metody najmniejszych kwadratéw [10]:

”A(?i):do,o.-j\/gw uA(I:I):dl,l:j\/E.j’ (12)

gdzie

a (dy,; O
D,-=(A?-W,-~A‘f)'=[ o ] (13)

jest tak zwana macierza wariancji o wymiarze 2x2.

4. Wyniki badan symulacyjnych metoda
Monte Carlo

Badania metody zostaty przeprowadzone metoda Monte Carlo.
W celu formowania prob referencyjnych zostalo wybranych
wspominanych wyzej 5 modeli rozktadow prawdopodobienstwa:
Laplace’a (/=1), normalny (/=2), trojkatny (/=3), jednostajny (/=4)
oraz arksinusoidalny (/=5). Badane wyniki obserwacji zostaty
wygenerowane z populacji odpowiadajacych tym samym rozkta-
dom. Liczba obserwacji wynosita: n =9, 19, 29, 39, 49. W kazdej
serii wynikdw obserwacji przyjmowano warto$¢ parametru poto-
zenia X.=5,000 oraz warto§¢ parametru rozrzutu obserwacji
0,=0,200. Liczba symulacji (realizacji) metoda Monte Carlo wy-
nosita M=10°.

W rezultacie opracowania kazdej (i=1,...M) wygenerowanej
serii wynikow obserwacji zostaly obliczone najlepsze wyniki

pomiaru };if,") , parametry rozrzutu H f;’) (9), a takze ich standar-

dowe niepewnosci (12), (13).
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Jako$¢ proponowanej metody zostala zbadana na podstawie
wyznaczonych wartosci bledow uzyskanych wynikéw pomiaru:
A" =X - X, =X ~5000 oraz ich charakterystyk: wartosci
$redniej, sredniej kwadratowej, standardowego odchylenia ekspe-
rymentalnego oraz maksymalnej wartosci ich modutu.

Na rys. 4 przedstawione sa histogramy btedow wyznaczanych
przez algorytm najlepszych wynikéw pomiaru przy réznych roz-
ktadach prawdopodobienstwa populacji, z ktérych zostaty pobrane
proby. Na rysunkach, w celu poréwnania, sa przedstawione tez
histogramy (linie punktowe) wartosci bledéw, odpowiadajacych
wynikom, obliczonych jako wartosci $rednie zarejestrowanych
obserwacji. Jak wida¢, dla kazdego modelu rozktadu wynikow
obserwacji histogram jest lepszy (rozrzut btedow jest mniejszy)
w poréwnaniu do histogramu bleddw wartosci sSredniej. Przy
czym, metoda zapewnia tym lepsze wyniki (mniejszy rozrzut
i niepewnos¢) im bardziej rozktad préby odstepuje (wedlug kontr-
kurtozy) od rozktadu normalnego, dla ktérego wartos¢ srednia jest
najlepszym estymatorem wyniku.

Rys. 4. Histogramy btedéw obliczonych wynikow pomiaru dla prob o rozktadach:
a) Laplace’a, b) trojkatnym, c) jednostajnym, d) arksinusoidalnym;
liczba obserwacji n=19

Fig. 4. Histograms of the calculated measurement result errors for the input
samples distributions: a) Laplace, b) triangle, ¢) uniform, d) arcsine;
number of observations n=19

Innym parametrem, charakteryzujacym skuteczno$¢ propono-
wanej metody, jest czesto$¢ poprawnej identyfikacji przez algo-
rytm odpowiedniego modelu rozkladu prawdopodobienstwa.
Stwierdzono, ze jesli liczba obserwacji #n>10...15, to proponowa-
ny algorytm w ponad 2/3 przypadkéw (wzrasta ze zwigkszeniem
liczby obserwacji) prawidtowo ujawnia rozktad prawdopodobien-
stwa (rys.5). Natomiast w pozostatych okoto 1/3 przypadkach
przyjmowane sg rozklady najblizsze (wedtug wartosci kontrkurto-
zy) rzeczywistemu rozktadowi proby. Przy tym wybor najbliz-
szych (zamiast rzeczywistego) rozkltadéw nie powoduje zbyt
duzych nieprawidlowosci w wyznaczaniu wyniku pomiaru i jego
niepewnosci, poniewaz wartos$¢ tej ostatniej w duzym stopniu
zalezy od wartosci kontrkurtozy.

5. Podsumowanie

1. Z punktu widzenia teorii zaproponowana metoda opracowania
wynikow obserwacji bazuje na ich poréwnaniu z probami refe-
rencyjnym, odpowiadajacymi wybranym modelom gestosci
prawdopodobienstwa populacji. Z praktycznego punktu widze-
nia procedura opracowania wynikow obserwacji przewiduje
bardzo proste operacje: wstgpne uporzadkowanie i nastgpne
usrednianie wagowe wynikdw obserwacji wedtug poprzednio
obliczonych wspolczynnikéw wagowych, odpowiadajacych
tym modelom prawdopodobienstwa.

2. Z otrzymanych wynikéw badan wynika, ze jesli liczba obser-
wacji jest wigksza od okoto #>10...15, to zaproponowana me-
toda zapewnia detekcje rzeczywistego rozktadu prawdopodo-
bienstwa lub mu bliskiego (wedlug wartosci kontrkurtozy), co

konsekwentnie zapewnia mniejsza warto$¢ standardowej nie-
pewnosci wyniku pomiaru w poréwnaniu do standardowej nie-
pewnosci wartosci sredniej, ktora jest rekomendowana w [10].

3. Skuteczno$¢ zaproponowanej metody mozna polepszy¢ na
drodze zwigkszenia liczby modeli referencyjnych rozktadow
prawdopodobienstwa, w celu ich ,,zageszczenia” na osi wartosci
kontrkurtozy oraz na podstawie stosowania innej, niz przedsta-
wiona wzorami (11), metody analizy sum resztkowych dla wy-
znaczania najlepszego wyniku pomiaru.

1
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T

Rys. 5. Czgstosci (P, %) detekcji rozktadu prawdopodobienstwa proby wejsciowej
w zalezno$ci od macierzy rekonstrukcyjnych bazujacych na odpowiednich
probach referencyjnych. Rozktady prob wejsciowych: a) Laplace’a,

b) normalny, ¢) trojkatny, d) jednostajny, e) arksinusoidalny

Fig. 5. Frequency (P, %) of the input sample density distribution detection
dependently on the reconstruction matrix based on appropriate reference
samples. Density distribution of input samples: a) Laplace, b) normal,
¢) triangle, d) uniform, e) arcsine
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