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Streszczenie

Artykut dotyczy cyfrowego usredniania metoda ruchomej $redniej oraz
metoda z kumulacja, stosowanego w celu eliminacji lub redukeji losowego
sktadnika stanowiacego zaklocenie wielkosci deterministycznej. Podano
zalezno$¢ okreslajaca wariancje¢ wyniku usredniania kazda z metod, co
umozliwia oceng jego niepewnosci. Odmienna specyfika metod przektada
si¢ na odmienng postaé¢ zalezno$ci okreslajacej wariancj¢ 1 odmienne
warunki, przy ktérych mozna osiaga¢ ekstremalny zysk z usredniania.

Stowa kluczowe: ruchoma srednia, usrednianie koherentne, wariancja
$redniej, skorelowane dane.

Variance evaluation of the result of averaging
digital filtration

Abstract

The paper concerns digital averaging performed with the use of the moving
average method and the cumulative method. This type of averaging is
applied in order to eliminate or reduce the random component, being
a disturbance of the deterministic quantity. Moreover, the paper presents
the dependence determining the variance of the averaging result with the
use of each of these methods, which makes it possible to estimate the
uncertainty of the result. A different character of each of the methods
implies a different form of the dependence determining the variance as
well as different conditions with which an extreme profit can be achieved
on the averaging. MAV and CAYV are digital averaging algorithms of the
value of dependent from the time (signals). The algorithm MAYV is fitted
for averaging of aperiodic and periodic signals. The algorithm CAV is
fitted for averaging of periodic signals or repeatable signals at multiples to
their gaining. The filtration MAV influences reductively on the variance of
the noise and on the variance of the primary signal, however CAV reduces
only the variance of the noise, not changing the variance of the primary
signal. The use of the filtration MAV and CAV promotes better repeatability
of results, if are estimated from samples of the average signal. Both
algorithms are realizations of digital filters of the type FIR. In the case
MAV this is the single low-pass filter. In the case CAV this is ,,the group”
of simultaneously working low-pass filters - every in length equal of
numerous of the collection of the repetition and filters is as many as of
samples counts the single repetition. Fundamental difference between
MAYV and CAV consists in the manner of the choice of the collection of
samples (undergo averaging) for the purpose of the determination of the
single value of the average signal. In MAV this are adjacent samples from
the single registration of the signal. In CAV this are the cophasal samples,
every from other repetition. In the case of the averaging filtration of signals
periodic or repeatable is more effective the algorithm CAV. However it is
more time-consuming than the algorithm MAV.

Keywords: moving average, cumulating average, variance of average,
correlated data.

1. Wstep

Systemy pomiarowe z cyfrowym algorytmem pomiaru to takie,
w ktorych warto$¢ wielkosci mierzonej jest estymowana z uprzed-
nio zaewidencjonowanych wartosci wielkosci wejsciowych. Jedna

sposrdd rozlicznych operacji wykonywanych na pobranych préob-

kach jest cyfrowe usrednianie. Jest ono stosowane migdzy innymi:

a)na etapie ewidencjonowania - w systemach konwersji a-c
z sygnatem ditherowym, w celu zredukowania zrandomizowa-
nego btedu konwersji,

b)na etapie wstgpnej obrobki ,,surowych” wynikéw pomiarow,
w celu ich wstgpnego ,,0dszumienia”,

c) na etapie estymacji prawdziwej wartosci mezurandu (np. war-
tos¢ $rednia, skuteczna, moc) lub estymacji wartosci wielkosci
pomocniczych/kryterialnych (np. warto$é¢ sredniokwadratowa
roznicy).

Artykut dotyczy usredniania stosowanego w celu eliminacji lub
redukcji losowego sktadnika stanowiacego zakldcenie wielkosci
deterministycznej (a, b). Rozwazania dotycza dwoch metod
usredniania: metody ruchomej $redniej (MAV-moving average),
alternatywnie nazywanej usrednianiem M-punktowym oraz meto-
dy z kumulacjg (CAV-cumulating average), alternatywnie nazy-
wanej usrednianiem synchronicznym.

Celem rozwazan jest okreslenie wariancji wyniku usredniania
kazda z metod. Wariancja jest istotng wielkoscia, gdyz jest nie-
zbedna migdzy innymi w ocenie niepewnosci wyniku i w ocenie
,,Zysku” z usredniania.

Szacowanie wariancji wyniku usredniania w powszechnym
mniemaniu kojarzy si¢ ze stosowaniem regutly, znanej z probabili-
styki - ,,jeden przez M”, (M-krotna redukcja wariancji w wyniku
usredniania). W artykule wykazano, iz ,,mechaniczne” zastosowa-
nie tej reguty w przypadku MAV i CAV jest nieprawidlowe, daje
wariancj¢ niedoszacowana. Adekwatna dla MAV i CAV formuta
szacujgca wariancj¢ uwzglednia fakt, iz migdzy usrednianymi
probkami moze zachodzi¢ skorelowanie. Filtracja zmienia (po-
wigksza) skorelowanie sygnatu, poniewaz zmienia (redukuje) jego
widmo/widmowa gestos¢ mocy, por. rys. 1.
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Rys. 1.  Widmowa gestosé mocy i funkcja autokorelacji szumu biatego,
przed i po filtracji

Fig. 1. Power spectral density and autocorrelation function of white noise,
before and after filtration

Wychodzac z ogolnej zaleznosci okreslajacej wariancj¢ warto-
$ci wielkosci usrednionej (bez zatozen upraszczajacych), wypro-
wadzono jej uszczegodtowione postaci, odpowiednie dla kazdej
z rozwazanych metod usredniania. Sa to rézne zalezno$ci. Wynika
to przede wszystkim z roznych (w kazdej z metod) algorytmdow
wyr6zniania zbioru probek poddawanych usrednianiu.

2. Podstawowe zatozenia

Rozwazane jest usrednianie, ktéremu podlega wielkos¢ y=x+n
bedaca sumg wielkosci deterministycznej x i szumu n. Celem
usdredniania jest eliminacja badz redukcja szumu. Rezultat usred-
niania y ma z odpowiednio dobrym przyblizeniem odtwarzaé
warto§¢ wielkosci x. Przyblizona réwno$¢ y = x oznacza, ze
zachodzi rowniez przyblizona rdwnos¢ miedzy parametrami obu
wielkosci, np. wariancjami o; ~ o} (ale o2 # 07).
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Zaktada si¢, ze n jest szumem biatym, realizacja stacjonarnego
i ergodycznego procesu losowego o zerowej wartosci sredniej.
Obie wielkosci x i n sg niezalezne. Suma y(?) bedzie pojedyncza
realizacjg procesu losowego, ktdrego wlasciwosci wynikaja
z wlasciwosci x 1 n.

Ogélna zalezno$¢ okreslajaca warto$¢ Srednia wyznaczong
z M-elementowego zbioru probek wybranych ze dyskretyzowane-
g0 ¥, ma postac:

7= ). )

Ogolna zalezno$¢ okreslajaca wariancj¢ wartosci sredniej jest
okreslona nastepujaco [3]:
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R,, - funkcja autokorelacji sprobkowanej wielkosci y.
Sposéb typowania wartosci y(i), z ktorych wyliczana jest war-
to$¢ srednia (1), zalezy od rodzaju usredniania.

3. Wariancja wyniku uzyskiwanego metoda
sSredniej ruchomej (MAV)

W zaszumionym sygnale y, sprobkowanym z czgstotliwoscia fs,
odstep miedzy probkami wynosi Ts. Stosujac zapis y(nTs)=y(n),
algorytm usredniania metoda MAV mozna przedstawi¢ nastgpuja-
co [4]:
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1
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Z M-elementowego zbioru wartosci nastgpujacych po sobie
w czasie probek {...ym), y(n-1),...,y[n-(M-1)],...} jest obliczana
warto$¢ Srednia y u(n), ktora staje si¢ wartoscia n-tej probki
nowego sygnatu o zredukowanym, w stosunku do sygnatu podda-
wanego usrednianiu, szumie. Nastgpna wartos¢ y p(n+1) po-

wstaje z usredniania nowego ciagu probek, takze o dlugosci M,
pobranych z przesunigtego o jeden odstgp 75 okna (eliminacja
probki z konca szeregu i dolaczenie nowej probki z poczatku
szeregu).

Sasiednie brane do usredniania probki r6znig si¢ zarowno war-
toscig sygnatu pierwotnego x jak i wartoscig szumu 7.

Algorytm ten nadaje si¢ przede wszystkim do usredniania sy-
gnatow aperiodycznych badz sygnatow, ktdrych nie mozna pozy-
skiwa¢ (wielokrotnie) z zachowaniem ich powtarzalnosci. Moze
by¢ takze stosowany do usredniania zaszumionych sygnalow
statych, wolnozmiennych i periodycznych.

Jest to szczegolny filtr cyfrowy typu FIR, (chociaz istnieje takze
jego formuta rekurencyjna). Obwiednia jego odpowiedzi impul-
sowej jest prostokatem, ktorego pole powierzchni wynosi 1. Filtr
ma dobre wlasciwosci wygladzajace sygnat. Jest szybszy niz inne
filtry o takiej samej charakterystyce czasowej (nie wystepuja
obliczenia splotowe). Jednakze, jak wynika z charakterystyki
czestotliwosciowej [1], wprowadza przesunigcie fazowe o (M-1)/2
prébek i ma wiasciwosci thumiace w pasmie przepustowym - tym
wigksze im filtr jest dhuzszy (im wigksze jest M). Ustalajac
w kazdym indywidualnym przypadku dlugosé¢ filtru nalezy
uwzgledniac to, iz nie moze on by¢ zbyt krétki (zbyt mate M) bo
wowczas staby bedzie efekt filtracji ani zbyt dtugi (zbyt duze M)
bo usrednieniu ulegnie takze sygnal pierwotny.

Wariancja sygnatu po operacji MAV, jest okres$lona nastgpu-
jaca zalezno$cia szczegdtowa, wyprowadzong z zaleznosci ogol-
nej (2):
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,2’ (4)

ayz - wariancja sygnatu usrednianego y.

Wartosci wielko$ci Ry, O'yz, y, sa estymowane na podstawie
zbioru probek sygnatu {y(i)}.

Wariancja usrednionego sygnatu ma warto$¢ minimalna, jesli
sygnal zaszumiony y jest nieskorelowany, czyli jego autokowa-
riancja C,,(m)=0, m#0 a autokorelacja Ryy(m):DZ. Minimalna
warto$¢ wynosi:

1
mino?,,, ZMO')Z,- 5)

Wariancja usrednionego sygnatu begdzie miata wartos¢ maksy-
malna, jesli R, (m)=R,,(0). Maksymalna warto$¢ wynosi:

2 2
maxo;,,, =0,. (6)

czyli zachodzi nastgpujaca relacja:

1
ﬁazﬁaiww <0'2 7

Whiosek 1

a) O wartos$ci wariancji wyniku usredniania metoda MAV decydu-
je skorelowanie, wartos¢ srednia i wariancja sygnatu zaszumio-
nego (w szczegdlnym przypadku sama wariancja).

b) Wystepowanie skorelowania sygnatu y powoduje, ze zastoso-
wanie usredniania MAV nie zredukuje jego wariancji do mini-
malnej wartosci. Skorelowanie to, wobec zatozenia, ze sygnal x
jest deterministyczny, nie bedzie funkcja impulsowa.

¢) Usrednianie MAV wptywa redukujaco na wariancj¢ szumu ale
takze na wariancj¢ sygnatu pierwotnego.

d) Algorytm MAYV jest realizacja szczegodlnego rodzaju filtru
cyfrowego typu FIR (o identycznych wspotczynnikach).

4. Wariancja wyniku uzyskiwanego metoda
kumulacji (CAV)

Algorytm ten nadaje si¢ do usredniania sygnaléw periodycz-
nych badz sygnatow, ktore zachowuja si¢ powtarzalnie przy wie-
lokrotnym pozyskiwaniu. Rejestrowanych jest M repetycji, kazda
o dtugosci N probek. Repetycje sa roztaczne w czasie. Poczatek
kazdej repetycji jest jednoczesnie momentem probkowania. Naj-
czesciej poczatki repetycji, z uwagi na zaszumienie sygnatu, sa
wyznaczane metoda detekcji.

Algorytm usredniania metoda CAV mozna przedstawi¢ nastg-
pujaco:

1 M-1
yLAV H; (®)

- dlugo$¢ pojedynczej zarejestrowanej repetycji (czas trwania
NTy).

Warto$¢ i-tej probki nowego sygnatu o zredukowanym w wyni-
ku usredniania szumie jest rowna wartosci $redniej y (i) obli-
czanej ze zbioru M probek {y(i), y(i-1-N),...,y[i-(M-1)-N]}. Kazda
probka pochodzi z innej repetycji. Wszystkie usredniane probki
z tego zbioru maja t¢ sama faze (i) wzgledem poczatkow repetycji,
z ktorych pochodza. Taki algorytm wyboru probek do usredniania
oznacza, ze dokonywane by¢ musi synchronizowanie poczatkdw
wszystkich M repetycji [2].
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Kolejne brane do usredniania probki nie roznig si¢ wartoscia
sygnalu pierwotnego x, r6znia si¢ natomiast warto$cig szumu #.

Wariancja sygnatu po operacji CAV, jest okreslona nastgpujaca
zalezno$cia szczegdlowa, wyprowadzona z zaleznosci ogolnej (2):

) 1 Mz ‘m‘ 2 Ml [ mJR 1
2 = 1-— N)=— 1-— N)+—R (0
Tr =3 5 (1= etow)= 2 5 (1 2 ) 1o 0)
)

R, - funkcja autokorelacji szumu,
—2 . —
R, =R, |3 i n(m)=y(m)-x(m)=y(m)- .

Uwzgledniajac poczynione w Rozdziale 2 zatozenia, mozna za-
leznos¢ (9) przeksztalci¢ do postaci alternatywnej:

M-1

m 1
oo :HZ (1—ﬁjﬂw(m1v)+ﬁo:. (10)

m=1

Wartosci wielkosci Ryy, y oraz ayz, sg estymowane na podsta-
wie zbioru probek sygnatu {y(i)}.

Wariancja usrednionego sygnatu bedzie miata warto$¢ mini-
malng w przypadku, gdy szum jest bialy. Minimalna warto$¢
Wynosi:

1
. 2 2
minoc;.,, =ﬁ0' . (1)

n

Wariancja usrednionego sygnatu dazy do wartosci maksymal-
nej, jesli zbiodr repetycji dazy do jednosci. Teoretycznie, gdy jest
to pojedyncza repetycja (M=1), usrednianie nie zachodzi i wow-
czas:

maXG;CA,, =Gf. (12)

czyli zachodzi nastepujaca relacja:
n < ycav < G: (13)

Whiosek 2

a) O warto$ci wariancji wyniku usredniania metoda CAV decydu-
je skorelowanie i wariancja szumu (w szczegdlnym przypadku
sama wariancja) oraz dtugo$¢ pojedynczej repetycji.

b) Skorelowanie probek zaszumionego sygnalu w pojedynczej
repetycji nie ma znaczenia. Nie tworza one bowiem zbioru pro-
bek, ktére podlegaja usrednianiu.

¢) W usrednianiu CAV najskuteczniej redukowany jest szum
bialy. Stosunek wariancji sygnalu usrednionego do wariancji
sygnatu usrednianego ma wowczas warto$¢ najmniejszg z moz-
liwych do osiagnigcia ta metoda (1/M).

d) Usrednianie CAV wplywa redukujaco na wariancj¢ szumu. Nie
zmienia wariancji sygnalu pierwotnego.

e) Algorytm CAV (M repetycji, kazda o dtugosci N) mozna po-
réwna¢ do zespotu N filtrow dolnoprzepustowych typu FIR,
kazdy o dtugosci M, wyodrebniajacych ,,sktadowe state” x(0),
x(1),...,x(N-1), z zaszumionych ciagéw wartosci synfazowych
odpowiednio: {4(0), k=0,...M-1}, {w(1), k=0,...M-1}, ...,
(N-1), k=0,...,M-1}.

5. Poréwnanie efektywnosci cyfrowej filtracji
usredniajacej MAV i CAV

Efektywno$¢ MAV i CAV poréwnano ze wzgledu na kryterium
redukcji wariancji wyniku usredniania rozpatrujac wptyw dhugosci
M filtru oraz wariancji szumu n. Usrednianiu podlegat sygnat
sinusoidalny o amplitudzie 2 i czgstotliwosci 1 Hz z szumem
gaussowskim o zerowej wartosci sredniej.
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Z poréwnania miedzy MAV i CAV wynikaja nastepujace wnioski:

a) CAV jest efektywniejsza od MAV, por. rys. 2. Wariancja wyni-
ku CAYV jest zawsze mniejsza od wariancji wyniku MAV.

b) skutecznos¢ MAV zalezy od wariancji szumu, im wariancja ta
jest wigksza, przy danej dlugosci filtru, tym wariancja wyniku
bedzie wigksza, por. rys. 3a.

¢) skuteczno$¢ CAV nie zalezy od wariancji szumu, ma taki sam
przebieg we wszystkich trzech przypadkach, por. rys. 3b. Zale-
zy ona wylacznie od licznosci zbioru wartosci podlegajacych
usrednianiu, czyli od dlugosci filtru.
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Rys. 2. Wariancja wyniku cyfrowej filtracji usredniajacej MAV i CAV

w zalezno$ci od dtugosci filtru i wariancji szumu a) 0,25, b) 0,49, ¢) 0,81
Fig.2. Variance of the result of averaging digital filtration MAV and CVA

as a function of filter length and noise variance a) 0,25, b) 0,49, ¢) 0.81
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Rys. 3. Skutecznosc¢ filtracji w zaleznosci od wariancji szumu:
a) MAV, b) CAV

Fig. 3.  Efficiency of filtration as a function of noise variance:
a) MAV, b) CAV
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6. Podsumowanie

e MAV i CAV to algorytmy usredniania wartosci wielkosci

zaleznych od czasu (sygnatow).

e Algorytm MAYV nadaje si¢ do usredniani sygnatow aperiodycz-

nych i periodycznych.

e Algorytm CAV nadaje si¢ do usredniania sygnatéow periodycz-

nych lub sygnatéw powtarzalnych przy wielokrotnym ich pozy-
skiwaniu.

e Filtracja MAV wplywa redukujaco na wariancj¢ szumu, ale i na

wariancj¢ sygnatu pierwotnego, natomiast CAV redukuje tylko
wariancj¢ szumu, nie zmieniajac wariancji sygnatu pierwotnego.

e Zastosowanie filtracji MAV i CAV sprzyja lepszej powtarzalnosci

wynikow, jesli sa estymowane z probek usrednionego sygnatu.

e Oba algorytmy sg realizacjami filtrow cyfrowych typu FIR.

W przypadku MAYV jest to pojedynczy filtr dolnoprzepustowy.
W przypadku CAV jest to ,,zespdt” jednoczesnie pracujacych
filtréw dolnoprzepustowych — kazdy o dlugosci réwnej liczno-
$ci zbioru repetycji a filtrow jest tyle ile probek liczy pojedyn-
cza repetycja.

e Zasadnicza roznica migdzy MAV i CAV polega na sposobie

wybierania zbioru probek (poddawanych usrednianiu) w celu
okreslenia pojedynczej wartosci usrednionego sygnatu. W MAV
sa to sgsiednie probki z pojedynczej rejestracji sygnatu. W CAV
sa to probki synfazowe, kazda z innej repetycji.

e W przypadku filtracji usredniajacej sygnatéw periodycznych

lub powtarzalnych skuteczniejszy jest algorytm CAV. Jednakze
jest on bardziej czasochtonny anizeli algorytm MAV.
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