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Streszczenie

Pelne mnozenie dwoch argumentow n-bitowych daje rezultat o szerokosci
2n-bitow. W wigkszosci przypadkow stosuje si¢ mnozenie o skrdconej
szerokosci gdzie np. dodatkowe » najmtodszych bitow wyniku jest odrzu-
cane. Niniejszy artykul prezentuje nowa metod¢ kompensacji biedu obli-
czen dla mnozenia o skroconej szerokosci szczegdlnie wydajng w przy-
padku uzycia ukladéw FPGA. Podstawa proponowanej architektury jest
podawanie na niewykorzystywane do tej pory wejscie przeniesienia wy-
branych bitow argumentow wejsciowych uktadu mnozacego.

Stowa kluczowe: uktad mnozacy, uklady FPGA.

FPGA implementation of reduce-width
multiplier

Abstract

The paper presents a novel metod of the error compensation for a reduce-
width multiplier implemented in FPGAs. For a standard multiplier and the
bit-width equal to » for both inputs, the output width is equal to 2. In
order to obtain a fixed-width multiplier, the #n-LSBs of the output should
be truncated. Lan-Da Van et. al. [1, 2] presented the error compensation
method appropriate for ASIC, however, this method cannot be directly
employed in FPGAs due to relatively high hardware resources and
a different multiplier structure (compare Fig. 1 and Fig. 2). The main idea
of the proposed error compensation method is to feed carry input directly
with the selected bits of the multiplier input (see Fig. 4). The implementation
results shown in Fig. 5 confirm the significant reduction of the truncation
error, especially for the mean error which is close to zero. It should be
noted that the error compensation circuit employs the normally unused
carry-in input, therefore no additional FPGA resources are required by the
proposed method.

Keywords: FPGA, fixed-width multiplier.

1. Wstep

Operacja mnozenia jest jedna z podstawowych operacji arytme-
tycznych i dlatego liczba zasobow sprzetowych zajmowanych
przez ten uktad ma bardzo duze znaczenie. Operacja mnozenia jest
zazwyczaj wykonywana z pelna szerokos$cia bitowa, to jest taka,

dla ktdrej liczba bitéw, na ktdérych zapisany jest wynik mnozenia
jest réwna sumie liczby bitow, na ktorych zapisane sa dwa argu-
menty wejsciowe. Warto podkresli¢, ze w wigkszosci przypadkow
szeroko$¢ danych wejsciowych i wyjsciowych sg takie same lub
roznig si¢ nieznacznie. Przyktadem moze by¢ np. filtracja sygnatu
lub tez operacja mnozenia zmiennoprzecinkowego. Jak zostanie
pokazane w tym artykule redukcja szeroko$ci danej wyjsciowej
juz wewnatrz uktadu mnozacego moze prowadzi¢ do znaczacej
redukcji zajmowanych zasobéw uktadu FPGA kosztem zwigkszo-
nego bledu obliczen. Btad ten oraz liczba zajmowanych zasobdw
uktadu FPGA sa uzaleznione od liczby bitéw, o ktére zostanie
pomniejszony uktad mnozacy w stosunku do petnego mnozenia.

Gléwng idea tego artykutu jest autorski sposob korekcji btedu
obciecia — btedu obliczen spowodowanego redukcja szerokosci
uktadu mnozacego juz na etapie samego mnozenia. Zastosowanie
tej korekcji w znaczacy sposob zmniejsza blad obliczen nie wpty-
wajac przy tym na liczbg¢ zajmowanych zasobow ukladu FPGA.
Podobne metody korekcji btedow zostaty zaproponowane w [1, 2],
dotycza one jednak uktadow mnozacych zaimplementowanych
w technologii ASIC i dlatego nie moga by¢ one bezposrednio
stosowane w uktadach FPGA.

W niniejszym artykule zostanie omoéwiony uktad mnozacy
implementowany w logice ogdlnego przeznaczenia nazywanej
rowniez CLB (ang. Configurable Logic Blocks) [3]. Wprowadze-
nie w ukladach FPGA dedykowanego ukladu mnozacego [3]
znaczaco zmniejszylo zainteresowanie implementacja uktadu
mnozacego przy uzyciu logiki ogdlnego przeznaczenia. Niemniej
publikacja [4] dowodzi, ze wbudowane uktady mnozace wprowa-
dzaja znaczace opdznienia w ukltadzie i przez to w niektérych
przypadkach nie sa zalecane. Argumentem za uzyciem logiki
ogoblnego przeznaczenia moze by¢ rowniez fakt, ze liczba dedy-
kowanych uktadéw mnozacych jest ograniczona. Dlatego w nie-
ktérych projektach czesé uktadow mnozacych (lub wybrane czgsci
tego samego uktadu mnozacego o duzej szerokosci bitowej) moze
by¢ implementowana przy uzyciu zaréwno dedykowanych ukla-
déw mnozacych jak i logiki ogdlnego przeznaczenia, zwigkszajac
tym samym funkcjonalno$¢ konkretnego uktadu FPGA.

2. Implementacja w technologii ASIC

Jedna z podstawowych metod implementacji uktadu mnozacego
w technologii ASIC jest uktad mnozacy rownolegly (ang. parallel-
array multiplier) [5], ktérego schemat blokowy zostal przedsta-
wiony na rys. 1. Warto podkresli¢, Ze nie jest to optymalna metoda
implementacji uktadu mnozacego w technologii ASIC [5], jednak
ze wzgledu na swoja prostote to wlasnie ona bedzie tutaj rozpa-
trywana podobnie jak w [1, 2].

Istnieje wiele metod uzycia takiego uktadu mnozacego dla statej
szerokosci bitowej (szeroko$¢ bitowa argumentéw wejsciowych »
jest taka sama jak szeroko$¢ bitowa wyjscia uktadu mnozacego).
Standardowa metoda polega na implementacji catego uktadu
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mnozacego przedstawionego na rys. 1 dla ktorego szerokosé
bitowa wyjscia wynosi 27 (jest dwa razy wigksza niz szeroko$¢
bitowa wej$¢ n). Nastepnie ogranicza si¢ szeroko$¢ bitowa wyj-
$cia odrzucajac n najmtodszych bitdw wyniku; operacji tej zwykle
towarzyszy operacja zaokraglania. Metoda ta bedzie dalej nazy-
wana pelnym mnozeniem i jest ona najdokladniejsza jesli chodzi
o blad obliczen i zarazem najgorsza jesli chodzi o ilos¢ zajmowa-
nych zasobow.
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Rys. 1. Uktad mnozacy rownolegty dla n=4
Fig. 1. Parrallel array multiplier for the input width »=4

Inna metoda implementacji operacji mnozenia ze stalg szeroko-
$cia jest struktura z bezposrednim odcigciem (ang. direct truncated
structure [1, 2]) przedstawiona na rys. 1, dla ktorej cata logika na
prawo od bitu p, (najmtodszego bitu wyjscia, ktory jest wyprowa-
dzany na zewnatrz) nie jest implementowana. Struktura ta charak-
teryzuje si¢ najmniejszg zajmowanga powierzchnig uktadu scalone-
go z jednej strony, ale najwigkszym biedem obliczen z drugiej
strony. Analizujac rys. 1 mozna zauwazy¢, ze struktura ta zajmuje
niewiele mniej niz potowg zasobdw pelnego uktadu mnozacego.
Potwierdza to publikacja [1], wedlug ktdrej struktura z bezposred-
nim odcieciem zajmuje od 44% (dla n=6) do 49% (dla n=16)
powierzchni petnego uktadu mnozacego w technologii ASIC.

Pomigdzy struktura pelnego mnozenia a struktura bezposred-
niego odcigcia istniejg struktury posrednie, dla ktérych w pordw-
naniu ze struktura bezposredniego odcigcia, implementowane jest
w dodatkowych bitéw na prawo od bitu p, (zob. rys. 1). W konse-
kwencji bezposrednio w wyniku mnozenia otrzymuje si¢ (n+w)-
bitéw wyniku, ktéry nastepnie jest zaokraglany do » bitow po-
przez odrzucenie w najmtodszych bitow. Warto pokresli¢ ze struk-
tury posrednie sg tozsame z uktadem pelnego mnozenia dla w=n,
oraz z uktadem bezposredniego odcigcia dla w=0. W konsekwen-
cji zwigkszajac parametr w mozliwe jest uzyskanie wigkszej do-
ktadnosci obliczen kosztem wigkszych zajmowanych zasobow.

Publikacje [1, 2] prezentuja metod¢ zmniejszenia biedu obli-
czen stosujac dodatkowa logike kompensacji bledu. Logika ta
sktada si¢ w pierwszym przyblizeniu z bramek AND i OR dotg-
czonych do wej$¢ przeniesienia wejsciowego w miejscach odcie-
cia. Korekcja bledu ¢ zgodnie z rownaniem (34) [2] jest wyrazona
wzorem:

6= Gpyb; + Ay 3byt apybs+.. +a;b,, (+1) ()

Warto podkresli¢, ze kolejne iloczyny logiczne a;-b; uzyte w row-
naniu (1) sa to iloczyny bitow, ktére bytyby uzyte w uktadzie
mnozacym dla szerokosci w wigkszej o 1, czyli dla punktu odcig-
cia przesunigtego o jeden bit w prawo (zob. rys. 1). Jednak bytyby
one brane z waga Y (dotycza one kolejnego mtodszego bitu).
Tutaj natomiast sa one brane z waga 1, co kompensuje fakt, ze
wraz z redukcja szerokosci pomijane sg réwniez kolejne iloczyny
bitowe o wadze Y, itd.

W strukturze ASIC dodatkowe bramki AND i OR potrzebne do
zaimplementowania réwnania (1) zajmuja duzo mniej powierzchni
uktadu scalonego niz pelne sumatory, dlatego zastosowanie tej
metody przynosi wymierne korzysci. Niestety w przypadku ukta-
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du FPGA umiejscowienie dodatkowych bramek AND i OR wy-
magatoby uzycia dodatkowej pamigci LUT, co jest mniej wigcej
réwnowazne z punku widzenia zajmowanych zasobow sprzeto-
wych, z przesunigciem punktu odcigcia o jeden bit w prawo
(zwigkszeniem w o 1). Ponadto struktura uktadu mnozacego im-
plementowanego w ukladach FPGA (co zostanie pokazane
w nastgpnym rozdziale) wyglada inaczej niz na rys. 1. Podsumo-
wujac technika prezentowana w [1, 2] nie jest optymalnym roz-
wigzaniem w przypadku implementacji w uktadach FPGA.

3. Implementacja w uktadach FPGA

Struktura uktadu mnozacego implementowanego w uktadach
FPGA zostala zaprezentowana np. [6] i powtdorzona na rys. 2
irys. 3 dla uktadu mnozacego 2x4-bity. W uktadzie tym w ramach
jednego elementu logicznego LE (Logic Element - skladajacego
si¢ w przyblizeniu z pamigci LUT, logiki przeniesienia arytme-
tycznego oraz przerzutnika) implementowana jest logika (rys. 3):

2-Cour + Pi= ApBpsy + Api1By + Ciy 2)
gdzie: 4,, A,,+; — kolejne bity argumentu wejsciowego 4, B,+;, B,

— kolejne bity argumentu wejsciowego B, Cp, Cour — wejscie
i wyjscie przeniesienia, P;- i-ty bit wyniku mnozenia.
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Rys. 2. Struktura uktadu mnozacego 2x4-bity [6]
Fig. 2.  Block diagram of the 2x4-bit multiplier [6]
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Rys. 3. Zaznaczony prostokat z Rys. 2 i jego implementacja w strukturze Virtex.
Fig. 3.  The selected rectangular form Fig. 2 and its implementation in Virtex

Aby uzyska¢ uklad mnozacy o szerokosci nxn bitdw nalezy
uzyé [n/2] przedstawionych powyzej 2xn-bitowych ukladéw
mnozacych oraz odpowiednio zsumowaé wyniki posrednie P.

4. Zaproponowana kompensacja bledu odciecia

Podobnie jak w przypadku uktadu mnozacego przedstawionego na
rys. 1, mozliwa jest redukcja szerokosci bitowej uktadu mnozacego
implementowanego w ukfadach FPGA, poprzez brak implementacji
logiki dla bitow mtodszych od P,.,. W przypadku rys. 2, bedzie to
polegato na braku implementacji elementdéw logicznych znajdujacych
si¢ ponizej (mtodszych) bitu P,.,, (na rys. 2 jest to zaznaczone kreska
ponizej bitu Py, ktéra wyznacza granice implementacji).

Gléwna idea niniejszego artykutu polega na lekkiej modyfikacji
zredukowanego uktadu mnozacego poprzez wykorzystanie przenie-
sienia wejsciowego Cpy, ktére na rys. 2 jest podiagczone do masy.
Analizujac réwnanie (1) mozna zauwazy¢, ze przy réwnym rozkta-
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dzie prawdopodobienstwa wystapienia stanu 0 i 1 dla zmiennych «;
oraz b; $rednia warto$¢ wyrazenia a,.,b; + a,.3b; jest réwna Y.
Z punktu widzenia prawdopodobienstwa mozna wigc zastapi¢ wyra-
zenie a,.,b; + a,.3b, jednym z wejsé: a5, b;, a,.; ub b,, czyli moz-
liwe jest zastapienie catlego wyrazenia a,.,b; + a,3b, pojedynczym
dowolnym bitem wchodzacym w skfad tego wyrazenia. Z punktu
widzenia sprzgtowej implementacji powyzsze zastapienie przynosi
zdecydowane zmniejszenie zajmowanych zasobow, poniewaz wystar-
czy doprowadzi¢ do nieuzywanego do tej pory wejscia przeniesienia
C;y odpowiedni bit danej wejsciowej. W konsekwencji proponowana
kompensacja btedu redukcji szerokosci uktadu mnozacego nie wyma-
ga zadnych dodatkowych zasobow sprzetowych. Warto podkreslié, ze
odbywa si¢ to kosztem zwigkszonego btedu obliczen w poréwnaniu
zuzyciem petnego wyrazenia a,,;-b; + a,.;b,.

X X X X
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CIN C[N Cl.\' ClN
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Rys. 4. Schemat blokowy proponowanego uktadu mnozacego dla w=1
Fig. 4. Block diagram of the proposed multiplier for w=1, four blocks
of the multiplier are similar as in Fig. 2

Przyktadowy schemat zaproponowanego uktad mnozacego zostat
przedstawiony na rys. 4 dla n=8 oraz w=1. W ramach tego uktadu
uzyto czterech blokéw mnozacych 2xk bitowych, ktérych budowa
jest podobna jak na rys. 2. W ramach proponowanej korekcji
btedu odcigcia, do wejscia przeniesienia C;y kazdego bloku mno-
zacego 2 xk podawany jest tylko jeden wybrany bit danej wejscio-
wej 4 lub B, Jeden z najstarszych bitow, ktory bytby wykorzysty-
wany dla parametru w wigkszego o 1. Warto zwroci¢ uwagg jak na
rys. 4 podlaczone sg wejscia przeniesienia, ktore koryguja btad
odcigcia. Wejscia te to kolejno bity 4/6/, B/2], A[2] oraz B[6].

5. Wyniki implementacji

W ramach pomiaru biedu obliczen wykorzystywane sg cztery
definicje bledow:

.
o ME (Mean Error) — btad $redni: ME = %zei
i=1

o MAE (Mean Absolute Error) — btad $redni z wartosci bez-

e.

i

N
wzglednej bledu: MAE = %Z
i=1

e RMSE (Root Mean Square Error) — btad sredniokwadratowy:

1Y
RMSE = | —Y&?
%

e Emax — btad maksymalny: Emax=MAX(|e)|),
gdzie e; jest roznicg pomigdzy wartoscia poprawng (wynik dla
pelnego uktadu mnozacego: w=n) a warto$cia otrzymana dla i-tej
probki. Podczas obliczen byly brane wszystkie mozliwe kombinacje
wejsé i wyjsé, co dla n=8, daje N=2*"=2'S mozliwych kombinacji.
Rys. 5 przedstawia warto$ci wczesniej zdefiniowanych bledow
dla »=8 i dwodch uktadow: bez i z kompensacja btedu odcigcia.
W celu rozréznienia wynikow, dla uktadu z kompensacja bledu
dodano koncéowke c¢ (np. emaxc). Dla przejrzystosci wykresu
etykiety sq umieszczone w kolejnosci od najwigkszego btedu dla
w=0. Powyzszy wykres zostal opracowany dla mnozenia bez
znaku dlatego nie moze by¢ w prosty sposob poréwnany z publi-
kacjami [1, 2]. Waga btedu e; jest podana w ULP (ang. Unit Last
Place) czyli ma wagg najmtodszego wyprowadzonego bitu P,,_,,, co
jest rownowazne 2" ULP dla pelnego sumatora (w=n). Na przy-

ktad, waga btedu dla w=4 jest 16 razy mniejsza niz dla w=0. War-
to zwrdcié uwage, ze dla braku kompensacji, btad sredni ME
i btad sredni modulu MAE sa takie same, czyli warto$¢ poprawna
jest zawsze niemniejsza od otrzymane;.
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Rys. 5. Wykres biedu [ULP] bez i z korekcja dla roznej wartosci parametru w
Fig. 5.  Errors [ULP] for different values of the parameter w

Analizujac wartosci bledu bez i z zaproponowang korekcja btedu
mozna zauwazy¢ zdecydowang redukcje btedu. Na przyktad dla
w=0, btad maksymalny bez kompensacji bledu wynosi Emax= 7.0
(wartos¢ poza wykresem) natomiast z kompensacja Emaxc= 4.35.
Redukcja biedu jest szczegdlnie widoczna dla bledu sredniego
ME, ktéry dla w=0, przy braku kompensacji btedu wynosi 1.75
oraz 0.25 z korekcja. Dla réznych w przy zastosowaniu korekcji
btedu, btad $redni MAC jest w granicach 0-0.25. Warto podkreslic,
ze blad $redni ME w niektérych zastosowaniach ma kluczowe
znaczenie, poniewaz w przypadku kiedy btad sredni jest rowny
zero suma poszczegdlnych btedow si¢ rownowazy.

6. Wnioski

W niemniejszym artykule przedstawiono nowa metod¢ kom-
pensacji btedu redukcji szerokosci uktadu mnozacego dedykowa-
ng dla ukltadéw FPGA. Zastosowanie autorskiej kompensacji
btedu zmniejsza zdecydowanie blad obliczen bez zajmowania
dodatkowych zasobow sprzetowych. Na szczegoélng uwage zastu-
guje redukcja btedu $redniego ktéry waha si¢ w granicach 0-0.25
ULP (Unit Last Place).

Publikacja finansowana ze $rodkéw na nauke MNiSW w roku 2009.
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