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Streszczenie

W praktyce istotnym problemem jest zmniejszenie wejs¢ ukladu logiczne-
go np. zaprojektowanego dla potrzeb sterowania. Rozpoznanie symetrii
argumentow funkcji logicznych pozwala na zmniejszenie liczby wejsé
takiego ukladu. W niniejszym artykule autor przedstawia wyniki badan
nad algorytmem poszukiwania symetrii zmiennych dla form wielomiano-
wych. Proponowane rozwiazanie dotyczy nie tylko uktadow logicznych
ale takze tych zjawisk, ktore mozna zapisa¢ w postaci funkcji lub systemu
funkcji logicznych.

Slowa kluczowe: wielomiany arytmetyczne, symetria funkcji.

Recognition of variable symmetry of
logic function

Abstract

In practice, an important problem is the reduction of logic circuit inputs
e.g. for conceptual control design. Symmetry identification of logic function
arguments permits to reduce the circuit input number. This article contains
a theoretical introduction, in the form of a number of definitions concerning
arithmetic polynomials and different kind of symmetry of functions.
Then the author presents an innovative way to identify the symmetry of
arguments (developed algorithms are described in Part Three of this article)
and gives a part of many research results on an algorithm for exploration
of symmetry variables of different arithmetical forms (Tab. 2, 3, 4). The
great advantage of this approach is the ability to search for symmetry
variables for the whole system of logic functions, as illustrated by results
presented in Tab. 3. Studies have been confronted with the results obtained
in the class of RM polynomials (Tab. 4). At the end of this article there are
the conclusions of the research proving the validity of the arithmetic form
application in the process of identifying the symmetry arguments of logic
function system. The suggested solution can be applied not only to the
logic circuits but also to those phenomena, which can be put in the form of
logic functions or logic function system.

Keywords: arithmetical polynomials, symmetry of logic functions.

1. Wstep

Symetria funkcji pozwala na zmniejszenie liczby wejs¢ uktadu
logicznego (rys. 1). Metody wykrywania symetrii funkcji boolow-
skich zostaty opracowane w [1]. Wtasciwosci symetrii zastoso-
wano réwniez w syntezie diagraméw decyzyjnych (ang. Decision
Diagrams - DD) [2]. Wykrywanie symetrii zmiennych stanowi
niezbedna czes$¢ algorytmdéw minimalizacji funkcji logicznych
(np. Espresso [3] i innych [4]), stosowanych obecnie przy projek-
towaniu uktadéw FPGA. Etap wykrywania symetrii pozwala
skréci¢ czas minimalizacji poprzez wyeliminowanie zmiennych
symetrycznych w kolejnych krokach algorytmu.

Rozpoznawanie symetrycznos$ci zmiennych, badanej funkcji
logicznej, przedstawionych w postaci tablicy prawdy jest proble-
mem NP-trudnym, gdyz zadane funkcje sa, w wigkszosci przy-
padkéw funkcjami zupelnymi. Oznacza to, ze dla liczby » zmien-
nych wektor prawdy funkcji boolowskiej sktada si¢ z 2" elemen-
tow. Aby zmniejszy¢ rozmiar naszej funkcji nalezatoby przepro-

wadzi¢ proces minimalizacji iprzedstawi¢ zadana funkcje
w postaci np. wielomianu arytmetycznego. Niniejszy artykut
poswigcony jest badaniom majacym za zadanie sprawdzenie
mozliwosci wykorzystania wielomiandw arytmetycznych do
rozpoznawania symetrii calkowitej oraz czgsciowej.
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() (b)

Rys. 1. Uklad logiczny bez symetrii wejs¢ (a) i z symetria zmiennych (b)
Fig. 1.  Logic circuit without input symmetry (a) and with symmetry of variables (b)

2. Podstawy teoretyczne

Forma arytmetyczng funkcji boolowskiej f(X)=f(x;x,,...,x,)
n zmiennych jest zapis postaci:

e i, (1dlai.=0
P=Y P ), v =
J

i=0

gdzie p(i) sa wspotczynnikami wielomianu P(X), liczbami catkowi-

tymi takimi, ze P(X) € (0,1) [5], i=i}i,...i, - binarna reprezentacja i.
Zaleta wielomiandéw arytmetycznych jest mozliwos¢ przedsta-
wienia nie tylko pojedynczych funkcji logicznych ale takze syste-
mow m funkcji logicznych f1(X), £(X), ..., fu(X).
Definicja 1. Podzialem p zbioru n zmiennych X nazywamy [6]
ciag (p1,P2P5), SSn podzbioréw zbioru X, p; c X ta-

kich, ze:

s
ﬂpj:X,Vi,je{l,...,s}piﬂpjzg. @)
=l

Przyktad. Dla zbioru zmiennych X = (x,x,,x3,x4,x5) przyktado-

wymi podziatami sa: ((x1,x3),(x3,%4,%5)) » ((¥1,%2),(x3),(x4,%5)) .
Definicja 2. Permutacjg [ podziatu p nazywamy dziatanie pole-
gajace na dowolnym przestawieniu zmiennych w kazdym z pod-

zbioréw p [6]:
X)) = A1), T1(02),--.. [T(py)) - 3)

Dysponujac definicja podziatu i permutacji p mozna wprowadzié
pojecie funkcji p-symetryczne;.

Definicja 3. Funkcja p-symetryczna nazywamy funkcje lo-
giczna f(X) = f(p1, P25 P5), dla ktorej dla dwoch dowolnych

roznych permutacji p wartos$¢ funkcji nie ulega zmianie:
VI I, FA1 (X)) = fTT(X). 4)

Tab. 1. Tablica prawdy systemu dwdch niezupetnych funkeji logicznych
Tab. 1. The truth table of system of two incompletely defined logic functions

Xo X X X3 X4 | fi fo
0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1 1
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Definicja 4. Funkcja calkowicie symetryczna nazywamy funkcje
p-symetryczna, dla ktdrej podziat p jest zdefiniowany jako pojedyn-
czy podzbior obejmujacy wszystkie zmienne ((xy,X5,...,X,)):

JX)jest c.sym. < VI (X), [T, (X) f(TT; (X)) = /(T (X)) -

3. Struktura i zasada dziatania pakietu
programowego do rozpoznawania symetrii

W niniejszym podrozdziale zostal zamodelowany system do
rozpoznawania symetrycznosci. Jego struktura zostala przedsta-
wiona na rysunku 2. Poszczegélnymi sktadowymi sa: algorytm
minimalizacji funkcji logicznych w klasie wielomiandw arytme-
tycznych [7], generator indekséw oraz analizator sprawdzajacy
symetrycznos¢.

[ System funkcji logicznych ] [ Pojedyncza funkcja logiczna ]

¥ ¥
Algorytm minimalizacji funkcji logicznych w klasie
wielomiandéw arytmetycznych

Wektor wspotczynnikow
wielomianu (P, D)

Generator Analizator: Rozpoznawanie
indeksow symetrii zmiennych

[ Zbiory zmiennych symetrycznych .

Rys. 2. Struktura pakietu programowego do rozpoznawania symetrycznos$ci
Fig.2.  The structure of software for symmetry recognition

W zwiazku z tym, Ze opracowany system jest wykorzystywany
do rozpoznawania symetrycznosci w postaci form arytmetycz-
nych, analizowane moga by¢ zaréwno pojedyncze funkcje logicz-
ne jak i systemy funkcji logicznych.

Wynikiem minimalizacji funkcji logicznych jest pojedynczy
wielomian arytmetyczny w polaryzacji zerowej zapisany w posta-
ci wektora wspolczynnikow (dla pojedynczej funkcji logicznej - P
oraz dla systemu funkcji logicznych - D). Nastepnie, dane te
(w formie pojedynczych produktéw wystepujacych w koncowej
formie rozwiazania) i dodatkowo indeks opisujacy dany produkt
sa przekazywane do analizatora, gdzie wykrywana jest symetria
dla poszczegdlnych zmiennych. Rozwigzanie jest wyswietlane
W postaci zbioréw zmiennych symetrycznych.

Zasada dzialania generatora indekséw. Generator indekséw
dziala na zasadzie przeszukiwania drzewa wszystkich mozliwych
permutacji. Rysunek 3 przedstawia, na przyktadzie uproszczonego
drzewa, zasade¢ dziatania generatora indeksow dla przypadku
poszukiwania wystgpowania symetrii wzgledem zmiennej x;.

Generator indeksow argumentéw funkcji calkowicie syme-
trycznych. Program generuje wszystkie mozliwe kombinacje
indeksow dla argumentéw catkowicie symetrycznych funkcji
boolowskich. Oznacza to, ze generowane sa grupy indeksow dla
poszczegdlnych grup argumentdw majacych ten sam wspdtczyn-
nik wielomianu arytmetycznego.

Dla funkcji boolowskiej » zmiennych generator podaje na swo-
im wyjsciu indeksy nastgpujacych grup argumentow funkcji: (a)
wszystkich mozliwych argumentdw x;; x,; ...; x,. (b) wszystkich
mozliwych par x1-xp; X1-X33 ...; X=X, X2=X35 Xp=X45 «ee3 X0 X5 el X1 "Xy -
(c) wszystkich mozliwych trojek xi-xp-x3; X[-X2-Xg; ...; X2-X3-Xg;
X0-X3-X55 ...} Xpo-Xp1-X,. (d) itd., az do wszystkich mozliwych kom-
binacji n-1 elementowych, np. x;-x,-...=X,,.1.

Poszczegolne grupy indeksow przekazywane na wyjsciu gene-
ratora trafiajag do modutu, ktéry sprawdza, czy wartosci elementow
wektora prawdy o indeksach uzyskanych przy pomocy generatora
sa dla rozpatrywanej funkcji boolowskiej takie same. Jezeli dla
ktorejs z grup indeksow elementy wektora prawdy nie beda
przyjmowaly tej samej wartosci, to oznacza, ze funkcja nie jest
catkowicie symetryczna.
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Rys. 3. Uproszczony algorytm w postaci drzewa, poszukiwania zmiennych
symetrycznych dla funkcji boolowskiej czterech zmiennych (n=4)

Fig. 3. The simplified algorithm in a tree form, looking for symmetry of
variables for boolean function of four variables (#=4)

Generator indeksow argumentdw funkcji czgsciowo symetrycz-
nych. Program generuje wszystkie mozliwe kombinacje indekséw
argumentow funkcji boolowskich w celu wykrycia istniejacych
dla nich symetrii.

Zasada dzialania generatora indekséw argumentéw funkcji
cze$ciowo symetrycznych

Dane Wektor wspolezynnikéw wielomianu arytmetycznego opisujacego

wejsciowe pojedyncza funkcje logiczna lub system funkcji logicznych

Dane Zbiory zmiennych symetrycznych

wyjsciowe

Krok 1: Pobierz dwa pierwsze argumenty, dla ktorych ma by¢ rozpatrzona
czg$ciowa symetrycznosc.

Krok 2: Rozpoznawanie symetrii dla pobranych argumentow.

Krok 3: Jezeli rozpoznawanie zostato przeprowadzone dla wszystkich

zmiennych zadanej funkcji logicznej, to idz do 5.

Gdy symetrycznos$¢ zmiennych nie zostala rozpoznana, to wez
kolejna par¢ argumentdéw badanej funkcji logicznej i idZ do 2.
Gdy symetryczno$¢ zmiennych zostata rozpoznana, to idz do 4.
Krok 4: Dobierz kolejny argument i idz do 2.

Krok 5: Wyswietl zbiory zmiennych symetrycznych.

Rys. 4. Algorytm opisujacy zasadg dziatania generatora indeksow argumentow
(zmiennych) dla funkcji czgsciowo symetrycznych

Fig. 4. The algorithm of variable index generation for partially symmetric
functions

Opisywany algorytm jest wykonywany dla wszystkich par ar-
gumentéw. W przypadku, gdy dla wygenerowanych indeksow
argumentéw modul poréwnujacy wartosci wektora prawdy rozpa-
trywanej funkcji potwierdzi symetryczno$¢ zmiennych, to do
takiej pary argumentdw dobiera si¢ po kolei - pojedynczo -
wszystkie z pozostalych argumentéw w celu wykrycia zjawiska
symetrii trzech argumentow, dla ktorych generator szuka odpo-
wiednich indekséw. Gdy symetria zostanie wykryta, to dobiera sig¢
kolejny z mozliwych argumentéw funkcji w celu wykrycia syme-
trii poczwornej, itd. Mozliwym krancowym stanem jest wykrycie
catkowitej symetrii lub jej catkowitego braku.

4. Badania eksperymentalne

Ponizsze badania eksperymentalne zostaty wykonane na stan-
dardowych funkcjach poréwnawczych MCNC.

Celem przeprowadzonych badan eksperymentalnych byto: (a)
wyznaczenie pewnych charakterystyk opracowanego systemu, (b)
potwierdzenie i udowodnienie metody rozpoznawania symetrii
zmiennych dla zespoldéw funkcji boolowskich, (c) poréwnanie
uzyskanych wynikdéw z wynikami uzyskanymi w klasie wielomia-
néw Reeda-Mullera.
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Tab. 2. Fragment wynikéw minimalizacji dla pojedynczych funkcji boolowskich
(liczba produktow - T, literalow - L, czas generatora - f,, i czas catkowity:
czas minimalizacji i czas generatora - 7..)

Tab. 2. The part of minimization results for single-output boolean functions
(number of products - 7, literals - L, time of generator - 7, and total time:
time of minimization and time of generator - 7.)

Funkcja | WE T/L Rozpoznana symetria toen [S] | . [8]
bwll 5 24/68 X1X3-Xs; Xp=X4 0,00 [ 0,00
bwl3 5 7/25 Xp-X43 X3-Xs 0,00 0,00
bw2 5 4/13 X4-Xs 0,01 0,01
5x01 7 18/81 X3 0,00 | 0,01
5x10 7 7/34 X1=X7; Xp=X3-X4; X5-Xg 0,00 0,00
5x5 7 17/51 X1-X4; X5-Xg 0,00 0,00
5x6 7 9/21 X5-X6=X7 0,00 [ 0,00
741 7 40/189 X1-X4-X7; Xp-Xs5; X3-Xg 0,00 0,01
742 7 55/236 X1=X4-X7; Xp=Xs5; X3-Xg 0,00 0,01
53 8 27/98 XX 0,00 [ 0,01
55 8 9/21 X1-X2-X3-X4 0,01 0,01
57 8 3/4 X1-Xp=X3-X4-X5-Xg; X7-Xg 0,00 0,00
newtag 8 24/116 X1-X3; Xs5-Xg; X7-Xg 0,00 0,02
sa021 10 380/1868 X6=X10 0,03 0,85
52022 10 768/4096 X6=X10 0,06 [ 2,11
$a023 10 577/3057 nie wykryto symetrii 0,03 1,73
sa024 10 936/4536 X6=X10 0,06 | 2,67
Sym10 10 848/4660 X1-X2-X3-X4-X5-Xg-X7-Xg-X9-X10 0,36 2,46

Nalezy zaznaczy¢, ze wszystkie funkcje porownawcze (tab. 2)
wykorzystane do przeprowadzenia badan sa funkcjami zupelnymi.
Dlatego tez, wyniki uzyskane dla funkcji powyzej 8 zmiennych sa
wynikami mato zadowalajacymi, jezeli chodzi o stopien minimali-
zacji. Dzieje si¢ tak dlatego, ze algorytm GZ-AP zostat opracowany
z mysla o minimalizacji funkcji niezupelnych. Zwré¢my uwage na
wyniki dotyczace rozpoznania symetrii argumentoéw dla poszcze-
gblnych funkcji. Prawie wszystkie wymienione w powyzszej tabeli
funkcje sa funkcjami czgsciowo symetrycznymi, za wyjatkiem
funkcji symli0, ktora jest catkowicie symetryczna i za wyjatkiem
funkcji sao23, dla ktdrej nie zostata rozpoznana zadna symetria.

Sprawdzmy teraz efektywnos$¢ opracowanego pakietu w przy-
padku rozpoznawania symetrii dla zespotéw funkcji boolowskich.
Okazuje sig, ze nie zawsze system funkcji w danej funkcji poréw-
nawczej ma rozpoznawalng symetri¢ (funkcji /2 w tabeli 3). Roz-
wazajac caly zespot nie zostala rozpoznana zadna symetria. Jed-
nakze funkcje f2 11f2 2 oraz f2 31 f2 4 maja wspolne symetrie,
co zostato uwidocznione w tabeli 3.

Tab. 3. Fragment wynikéw minimalizacji dla zespotow funkcji boolowskich
Tab. 3. The part of result minimization for system of boolean functions

Funkcja | WE | wy TL Rozpoznana 1, " 1/ 1)
symetria

F2 4 4 9/20 - 0,00 | 0,01

F2.12 4 2 718 X1-Xs 0,00 | 0,03

F2 3,4 4 2 7/18 X2-X3 0,00 | 0,00

Bw26_27 5 2 28/75 Xp-X4 0,00 | 0,00

Rd53 5 3 11/30 X1-X2-X3-X4-X5 0,00 | 0,00

74 7 4 64/250 X1-X4-X7; X2-Xs; 0,00 | 0,02
X3-X6

F5 8 7 94/400 - 0,00 | 0,04

Rd84 8 3 255/1024 |  X1-X2-X3-X4-X5-Xg- 0,031 0,15
X7-Xg

Sao2 10 3 1020//5116 X6=X10 0,05 | 3,04

Sprawdzmy, czy rzeczywiscie rozpoznawanie symetrii argu-
mentéow funkcji logicznych przedstawionych w postaci form
arytmetycznych daje nam konkretne korzysci (tabela 4).

W tabeli 4 zostaly przedstawione trzy wielowyjsciowe funkcje
testujace. W przypadku rozpoznawania symetrii dla poszczegolnych
pojedynczych sktadowych wystepujacych w rozpatrywanych sys-
temach, wyniki sg takie same. Oznacza to, ze korzystanie z logiki
arytmetycznej w celu przeprowadzenia procesu rozpoznawania
symetrii jest mozliwe a uzyskiwane wyniki sa poprawne.
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Tab. 4. Fragment badan eksperymentalnych poréwnania wynikow uzyskanych
W procesie rozpoznawania symetrii argumentow w klasie wielomianow
arytmetycznych i w klasie wielomianow RM

Tab. 4. The part of experimental research for comparison of symmetry recognition
by means of arithmetical polynomials and RM polynomials

Rozpoznana symetria
Funkcja [ Numer w Wielomiany arytmetyczne Wielomiany RM
systemie Pojedyncze System Pojedyncze System
funkcje funkcji funkcje funkcji
f2_1 X1-Xg4 X=Xy X1-Xg
2 22 X=Xy X=Xy X=Xy Brak
23 Xp-X3 Xp-X3 Xp-X3
2 4 X2-X3 X2-X3 X2-X3
rd53 1 X1-X2-X3-X4-X5 X1-X2-X3-X4=X5
rd53 rd53 2 X1-X2-X3-X4-X5 X1-X2-X3-X4-X5 X1-X2-X3-X4-X5 Brak
rd53 3 X]=X2-X3-X4-Xs X]=X2-X3-X4=Xs
rd73 1 X1-X2=X3-X4-Xs5- X1-Xp=X3-X4-X5-
X6=X7 X6=X7
rd73 rd73 2 X1=X2-X3-X4=X5- | X1-X2-X3-X4-X5- | X1-Xp-X3-X4-X5- Brak
Xe=X7 X-X7 X6-X7
rd73 3 X1-Xp=X3-X4-X5- X1-Xp=X3-X4-X5-
X6=X7 X6=X7

W klasie wielomiandéw RM niemozliwe bylo rozpoznanie sy-
metrii dla catego systemu funkcji logicznych. Natomiast w klasie
wielomiandw arytmetycznych jest to mozliwe ale zaznaczy¢
nalezy, ze nie zawsze istnieje symetria dla wielowyjsciowej funk-
cji logicznej. W takim przypadku nalezy podzieli¢ rozpatrywang
funkcje na mniejsze czesci i dla nich przeprowadzi¢ proces po-
nownie. W szczegdlnym przypadku sprowadzi si¢ to do rozbicia
zespotu funkcji na pojedyncze funkcje logiczne.

5. Podsumowanie

Autor w niniejszym artykule zaprezentowat pakiet programowy
do rozpoznawania argumentéw funkcji logicznych w postaci form
arytmetycznych. Przeprowadzone doswiadczenia potwierdzity
mozliwos¢ rozpoznawania symetrii argumentéw pojedynczych
funkcji logicznych przedstawionych w postaci wielomiandw
arytmetycznych oraz mozliwosci zastosowania logiki arytmetycz-
nej do rozpoznawania symetrii dla zespotéw funkcji logicznych.
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