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Streszczenie

W artykule przedstawiono podstawowe uklady arytmetyki stochastycznej
zrealizowane w technice cyfrowej. W celu zapewnienia maksymalnej szyb-
kosci dziatania, syntez¢ ukladéw arytmetyki stochastycznej przeprowadzono
na elementach logicznych i przerzutnikach. Dla specjalizowanych uktadéw
sumatorow, subtraktorow, oraz multiplikatorow i uktadéw potegujacych,
wyznaczono dokladnos¢ przetwarzania. Przeprowadzono ich syntezg
i implementacj¢ w uktadach FPGA, wyznaczajac szybko$¢ dziatania.

Stowa kluczowe: arytmetyka stochastyczna, sumatory, subtraktory multi-
plikatory, doktadno$¢ przetwarzania, realizacja sprzgtowa, uktady FPGA.

Stochastic arithmetic circuits and their
implementation in FPGAs

Abstract

The paper presents fundamental circuits of stochastic arithmetic realized
by means of digital technology. In order to ensure the maximum
operational speed, synthesis of stochastic arithmetic circuits has been
performed on logical elements and triggers. Specialized stochastic adders
on NOT and NAND elements (Fig.1) as well as on multiplexers (Fig. 3)
both without and with randomization of the input data (Fig. 2) have been
designed for disjoint events in binary random sequences. Specification of
stochastic adders has been conducted in VHDL language, and their
verification - in functional simulation mode (Fig. 4). The accuracy of the
stochastic adder operation has been determined, whereas synthesis and
implementation of these systems in FPGA structure allowed for showing
the speed of stochastic adder operation with the frequency of timing
exceeding 100 MHz. Similar investigations have been carried out for
specialized stochastic subtractors. For independent binary random
sequences, stochastic multipliers and squaring circuits (Fig. 6) have been
designed, having a structure particularly useful for realization within
programmable logical FPGA structures.

Keywords: stochastic arithmetic, adders, subtractors, multipliers, conversion
accuracy, hardware implementation, FPGA devices.

1. Wstep

W systemach sterowania ruchem w transporcie wiele atrybutéw
obiektow i proceséw transportowych ma charakter losowy, przy
czym przyjmuje si¢, ze stosowane zmienne losowe sg przedziatami
stacjonarne (np. w metodzie sterowania ruchem drogowym HCM,
zaktada si¢ 15 minutowg lub godzinng stacjonarno$¢ parametrow
strumieni pojazdow) [1]. Mozliwe jest wigc zastosowanie, w tych
systemach, do przetwarzania danych losowych, oraz do realizacji
probabilistycznych — algorytméw  sterowania, specjalizowanych
uktadéw i systemow cyfrowych nazywanych komputerami stocha-
stycznymi, lub stochastycznymi przetwornikami informacji [2, 3].

Mimo Ze algorytmy probabilistyczne cechuje mata zbieznos$¢, to
ich sprzgtowa realizacja, a zwlaszcza ich implementacja w ukta-
dach FPGA, pozwala na zastosowanie takich algorytmow nawet
w sterowaniu w czasie rzeczywistym. Przykladem moze by¢

h implementacja

zastosowanie stochastycznych uktadow arytmetycznych w rozne-
go rodzaju sterownikach czasu rzeczywistego, np. w cyfrowych
impulsowych regulatorach mocy PWM [4, 5].

Ogromng zaletg stosowania stochastycznych uktadow arytme-
tycznych jest ich odporno$¢ na przemijajace uszkodzenia, co
w przypadku urzadzen sterowania i kierowania ruchem w trans-
porcie ma zasadnicze znaczenie dla bezpieczenstwa ruchu pojaz-
dow w sieci transportowej [1].

2. Stochastyczne sumatory i subtraktory

Zdarzenia wystapienia symbolu 1 w przetwarzanych losowych
ciggach binarnych oznaczymy A oraz B, natomiast prawdopodo-
bienstwo wystapienia symbolu 1 w kazdym z ciagéw, oznaczymy
odpowiednio p(4) oraz p(B).

Jezeli A 1 B sa zdarzeniami elementarnymi, to prawdopodo-
bienstwo sumy zdarzen ma postac [6]

P(AVUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB) (@8]

Z zaleznosci (1) wynika, ze jezeli zdarzenia A i B sa zdarzeniami
roztacznymi, to prawdopodobienstwo sumy zdarzen, réwne jest sumie
prawdopodobienstw tych zdarzen. A wigc, aby uzyskaé najprostsza
realizacje uktadu sumujacego, nalezy wykluczy¢ réwnoczesne poda-
nie w wejsciowych ciggach losowych A i B wartosci 1.

Dla niezaleznych, losowych ciagéw binarnych, z prawdopodo-
bienstwem wystapienia symbolu 1 w kazdym takcie w odpowied-
nich ciagach oznaczonym p(4) i p(B), sprzgtowa realizacj¢ sumy,
przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Sumator stochastyczny na elementach NOT i NAND
Fig. 1.  Stochastic adder on NOT and NAND elements

Rozlacznosé zdarzen A i B w czasie, uzyskujemy wykorzystu-
jac inwertor w jednej z gatezi sygnatu taktujacego clk. W kazdym
takcie zegarowym sygnal cl/k, przemiennie, umozliwia przestanie
na wyjscie uktadu wartos¢ binarng 0 albo 1 z wejscia p(A) oraz
z wejscia p(B). Na wyjsciu sumatora stochastycznego realizowana
jest zalezno$¢ logiczna

P(A)- p(B) = p(A)+ p(B) = p(A)+ p(B) @

Uwzgledniajac, ze dla danych binarnych, logiczne i arytme-
tyczne operacje sumy i iloczynu sa identyczne, zalezno$¢ (2)
realizuje sume arytmetyczna. Poniewaz w procesie losowania,
kazdy z kanaléw uczestniczy w operacji sumowania S$rednio
z wagg Y2, wynik operacji sumowania rowniez jest rowny potowie
rzeczywistego wyniku. A wiec uklad przedstawiony na rys. 1,
w istocie, jest uktadem mnozaco — sumujacym. Przywrocenie wia-
sciwego wyniku sumowania w procesie derandomizacji, polega na
przesunigciu estymatora wartosci oczekiwanej zmiennej losowe;j
liczby symboli 1 w ciagu wynikowym, w lewo o jeden bit.

Jesli dane wejSciowe sa liczbami determinowanymi, badZ maja
charakter losowy, lecz nie spetniaja warunkéw schematu Bernoulliego,
nalezy przeprowadzi¢ randomizacj¢ danych wejsciowych, wykorzy-
stujac mechanizm losowania niezaleznego, z wykorzystaniem genera-
toréw liczb losowych, badz pseudolosowych, o rozktadzie réwno-
miernym GLP. Jako zrédto losowosci moga by¢ zastosowane sprzetowe
generatory liczb pseudolosowych zbudowane na LFSR’ach [7, 8].
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Dodatkowo zatozono, ze dane wejsciowe A i B przedstawione
sa w postaci liczb staloprzecinkowych tak, aby zaréwno dane
wejsciowe jak i liczby pseudolosowe miaty ten sam zakres (0,1).
Alternatywnym rozwiazaniem jest skalowanie liczb pseudoloso-
wych z GLP, do zakresu danych wejsciowych A i B. Przy tych
zatozeniach sumator stochastyczny moze by¢ zbudowany poprzez
dodanie do wyzej przedstawionego schematu (rys. 1) uktadéw
randomizujacych. Prostsza realizacj¢ sumy, z zapewnieniem
rozlacznosci zdarzen A i B, mozna uzyskaé zastepujac elementy
NOT i NAND, multiplekserem MUX (rys. 2).
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Rys. 2. Stochastyczny sumator z randomizacja danych wej$ciowych
Fig.2.  Stochastic adder with randomisation of input data

Uktad randomizujacy, zbudowany na komparatorach K1 i K2,
umozliwia przeprowadzenie niezaleznego losowania, poprzez
poréwnanie danych A oraz B z liczbami pseudolosowymi uzyski-
wanymi z niezaleznych kanatow GLP1 oraz GLP2 generatora
wielokanatlowego GLP o rozktadzie rownomiernym [7]. Zastoso-
wanie réznych generatoréw liczb pseudolosowych zwicksza pew-
no$¢ niezaleznosci generowanych binarnych ciagdw losowych na
wyjsciach komparatorow K1 oraz K2. Oczywiscie, poniewaz
w kazdym kanale GLP produkowane liczby pseudolosowe sa
niezalezne, to mozna byto w procesie randomizacji wykorzystac¢
liczby pseudolosowe generowane przez jeden wspdlny generator.

Jesli poréwnywana liczba A lub B jest wigksza od liczby pseu-
dolosowej wygenerowanej odpowiednio przez generator GLP1 lub
GLP2 (rys. 2), to na wyjsciu komparatora K1 lub K2, pojawia si¢
warto$¢ 1. W wyniku wielokrotnego przeprowadzenia losowania
niezaleznego, na wyjsciach komparatoréw formuja si¢ losowe
ciagi binarne o rozktadzie zerojedynkowym, z prawdopodobien-
stwem wystapienia wartosci 1 oznaczonym odpowiednio p(4) lub
p(B). Multiplekser MUX, przekazujacy sygnal z jednego wejsé na
wyjscie zgodnie z wartoscig sygnatu zegarowego clk, zapewnia
roztaczno$é zdarzen w kanatach A i B.

Derandomizacj¢ wyniku przetwarzania mozna przeprowadzi¢
zliczajac ilos¢ pozytywnych wynikéw niezaleznych losowan, tzn.
zliczajac ilo$¢ symboli o wartosci 1 w wyjsciowym losowym
ciagu binarnym. Zliczanie przeprowadza si¢ z zastosowaniem
licznika o pojemnosci nie mniejszej niz liczba przeprowadzanych
losowan niezaleznych.

Specyfikacje, w $rodowisku jezyka VHDL, przedstawionych
koncepcji sumatoréw stochastycznych, przeprowadzono w sposéb
strukturalny, w edytorze schematéw blokowych BDE. Jako zrodta
losowosci wykorzystano generatory nazwane generatorl2 i gene-
ratorl5 generatora wielokanatowego GLP [7] (rys. 3).
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Rys. 3. Specyfikacja sumatora stochastycznego na multiplekserze
Fig. 3.  Stochastic adder specification on multiplexer
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Dla uproszczenia schematu, sygnatlom: zegarowemu CLK, oraz
ustawiajacemu RST, nadano atrybut sygnaléw globalnych. Wyj-
Sciowy losowy ciag binarny zostal podany na wejscie licznika
asynchronicznego licznik, o pojemnosci 2'', co zapewnia mozli-
wos¢ przeprowadzania derandomizacji losowych ciagéw binar-
nych o licznosci probki do 2048. Przedstawiony na rys.3, sumator
po wyspecyfikowaniu w jezyku VHDL, zostat poddany weryfika-
cji w trybie symulacji funkcjonalnej. Wyniki symulacji potwier-
dzity poprawnos¢ dziatania uktadu.

Na przebiegach czasowych symulacji funkcjonalnej (rys. 4) dla
przyktadowych, podanych w postaci binarnej, wartosci A = 25000,
oraz B = 15000 (co odpowiada prawdopodobienistwom p(A) = 0,38,
oraz p(B) = 0,23), widoczna jest na wyjsciu W, w postaci dzie-
sigtnej, liczba zliczonych wartosci 1 w czasie niezaleznego loso-
wania. Odnoszac zawarto$¢ licznika do liczby przeprowadzonych
prob (liczby taktow zegara CLK), uzyskujemy warto$é srednig
pozytywnych wynikéw losowan do ogdlnej liczby losowan, a
wigc estymator prawdopodobienistwa [p(A) + p(B)]/2.
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Rys. 4. Przebiegi symulacji funkcjonalnej sumatora stochastycznego
Fig. 4. Functional simulation courses of stochastic adder

Wyznaczajac doktadnosé¢ wykonywania operacji sumowania
przedstawionych powyzej sumatoréw stochastycznych, nalezy
uwzglednié, ze zmienna losowa K, odpowiadajaca liczbie wartosci
1 w wynikowym losowym ciggu binarnym, ma rozktad dwumia-
nowy, dla ktdrego funkcja prawdopodobienstwa ma postaé [6]

P(k)=C,p*(1-p)" = (1-p*

Warto$¢ oczekiwana i wariancja dla rozktadu dwumianowego
E(K)=np; Var(K)=np(1-p)
Uwzgledniajac, ze bledy, przy losowaniu niezaleznym, dla du-

zych n maja rozktad normalny, btad wzglgdny sumowania stocha-
stycznego wyniesie

JVar(K) Jnp(l=p) %
= <z 3
E(K) b w o n @

3(K)="h,

Z wyrazenia (3) wynika, ze doktadnos$¢ przetwarzania jest pro-
porcjonalna do kwadratu liczby losowan. Dla zapewnienia bledu
wzglednego 8(Z) < 5%, z prawdopodobienistwem 0,95 (kwantyl
rozktadu normalnego X, = 1,645), licznik stosowany do derando-
mizacji, powinien by¢ licznikiem co najmniej 10 bitowym.

W wyniku syntezy i implementacji opracowanych sumatorow
stochastycznych w uktadach FPGA, uzyskano czgstotliwos¢ pracy
powyzej 100 MHz, przy znikomym wykorzystaniu zasoboéw struk-
tury. Przy tej czestotliwosci taktowania, sumator stochastyczny
wykonuje operacje sumowania, z doktadnoscia 5%, w ciagu 10 ps,
a wiec kolejne wyniki sumowania moga by¢ uzyskiwane z czgsto-
tliwoscia 100 kHz.

Uktady realizujace odejmowanie zmiennych losowych przedsta-
wionych w postaci losowych ciaggéw binarnych, mozna nazwac,
analogicznie do nazwy sumatoré6w stochastycznych, subtraktorami
stochastycznymi. W uktadach tych operacja odejmowania zastepo-
wana jest operacja sumowania zdarzen, w ktorej zdarzenie odpo-
wiadajace odjemnikowi, zastgpowane jest zdarzeniem przeciwnym.
W przypadku losowych ciagéw binarnych, zdarzenia przeciwne
uzyskuje si¢ dokonujac inwersji poszczegolnych bitéw ciggu loso-
wego. Operacja ta jest bardzo prosta do realizacji sprzgtowej przy
wykorzystaniu najprostszego elementu logicznego NOT, umiesz-
czonego na wejsciu odjemnika do multipleksera MUX (rys. 3).
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Dla zachowania jednoznacznej postaci zapisu estymatora war-
tosci oczekiwanej wyniku, nalezy przeprowadzi¢ wstgpne porow-
nanie operandéw, tak aby warto$¢ bezwzgledna odjemnej byta
zawsze wigksza od wartosci bezwzglednej odjemnika. Operacja
poréwnania liczb jest bardo prosta dla postaci deterministycznej
operanddw, natomiast, jesli przetwarzane sg losowe ciagi binarne
odpowiadajace atrybutom obiektéw lub proceséw transportowych,
z kontekstu atrybutu mozna przeprowadzi¢ poréwnanie wartosci
jego estymatoréw. Tak sytuacja ma miejsce np. przy modelowaniu
rozptywu strumieni pojazdéw w ruchu drogowym.

Poniewaz w procesie odejmowania przeprowadzane sa losowa-
nia niezalezne zgodnie ze schematem Bernoulliego, doktadnos¢
i szybkos$¢ dziatania subtraktorow stochastycznych wyznacza si¢
z tych samych zaleznosci jak dla sumatoréw stochastycznych.
Weryfikacja prototypdw subtraktoréw zaimplementowanych
w uktadach FPGA w petlni potwierdzita poprawnos¢ ich dziatania,
a uzyskane parametry dokladnosci i szybkos$ci dziatania odpowia-
daja parametrom sumatoréw stochastycznych.

3. Stochastyczne multiplikatory i uktady
potegujace

Dla niezaleznych zdarzen A i B, prawdopodobienstwo iloczynu
zdarzen jest rowne iloczynowi prawdopodobienstw zdarzen

P(ANB)=P(A)- P(B) “)

Zalezno$¢ (4) jest podstawowgq zaleznoscia wykorzystywang do re-
alizacji operacji mnozenia zmiennych probabilistycznych, odwzoro-
wywanych w postaci niezaleznych losowych ciagéw binarnych.
A wiegc operacja mnozenia moze by¢ zrealizowana sprzetowo na jed-
nym elemencie logicznym AND. Specjalizowane uktady mnozace
losowe ciagi binarne, nazywane beda multiplikatorami stochastycznymi.

Jesli dane wejsciowe sg zdeterminowane, badz sa zmiennymi
losowymi niespetiajacymi warunkéw losowania niezaleznego
zgodnego ze schematem Bernoulliego, nalezy przeprowadzié
proces randomizacji przetwarzanych danych wejsciowych. Multi-
plikator stochastyczny, z randomizacja danych wejsciowych,
przedstawiono na rys. 5.
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Rys. 5. Multiplikator stochastyczny z randomizacja danych wejsciowych
Fig. 5. Stochastic adder with random channel choice

Uktad randomizacji danych wejsciowych dziata analogicznie ja
w przypadku sumatoré6w stochastycznych, zakres zmiennych
wejsciowych jest taki sam jak zakres generowanych liczb pseudo-
losowych (0,1), natomiast niezalezno$¢ generowanych losowych
ciagéw binarnych p(4) oraz p(B), zapewniajg zaro6wno parametry
generowanych liczb pseudolosowych, oraz, dodatkowo, zastoso-
wanie dwoch niezaleznych generatoréow GLP1 oraz GLP2 z wie-
lokanatowego generatora liczb pseudolosowych GLP [7].

Poniewaz uczestniczace w operacji mnozenia, losowe ciagi bi-
narne sa ciggami niezaleznymi, wigc i wynikowy losowy ciag
binarny jest ciagiem niezaleznym. A wigc, doktadnos¢ wykonania
operacji okreslana jest zaleznoscig (3), a uzyskana szybkosé dzia-
fania multiplikatora determinowana jest szybkoscia taktowania
GLP, i przy implementacji w uktadzie Spartan 3, czestotliwosé
taktowania przekracza 100MHz.

Do realizacji operacji podnoszenia do dowolnej catkowitolicz-
bowej potegi m, mozna wykorzysta¢ przedstawione powyzej

multiplikatory stochastyczne, jednak znacznie prostsza realizacje
mozna uzyskaé, podajac na wejscia elementu AND ten sam loso-
wy ciag binarny, ktérego realizacje przesuniete sg o jeden, lub
wigcej taktow zegarowych. Przesunigcie to mozna uzyska¢ stosu-
jac przerzutniki D w jednym z kanatow (rys. 6).

ol [Tod [T

Rys. 6. Stochastyczny uktad podnoszacy do m potegi
Fig. 6.  Stochastic circuit raising to m power

Specjalizowane uktady potegowania (rys. 6) sa implementowa-
ne w programowalnych strukturach logicznych FPGA, w ktérych
realizacja funkcji logicznej AND o dowolnej liczbie wejs¢ nie
stanowi zadnego problemu. Wigc, jesli posrednie wartosci poteg
nie s nam niezbgdne, celowa jest realizacja uktadu podnoszacego
do potegi m, z wykorzystaniem m-1 bitowego rejestru przesuwaja-
cego, oraz m wejsciowego elementu logicznego AND.

4. Whnioski

Przedstawione w artykule uktady arytmetyki stochastycznej
wraz z wczesniej opracowanymi probabilistyczno — czasowymi
uktadami dzielacymi [9], pozwalaja na stwierdzenie, ze zostal
opracowany funkcjonalnie petny zbidr uktadéw arytmetyki sto-
chastycznej, zbudowany z elementéw logicznych i rejestrow
przesuwajacych. Zaimplementowanie opracowanych ukladow
w strukturach FPGA, pozwala na przetwarzanie z czgstotliwoscia
taktowania przekraczajaca 100 MHz.

Dzigki temu mozliwe jest uzyskanie estymatorow danych loso-
wych przedstawionych w postaci ciggéw binarnych z czestotliwo-
$cig przekraczajaca 100 kHz, co pozwala na tworzenie efektyw-
nych modeli proceséw transportowych, dziatajacych w czasie
rzeczywistym.
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