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Streszczenie

W referacie przedstawiony jest problem przydzialu zmiennych do zbioru
wolnego i zwiazanego przy dekompozycji funkcji logicznych. Jako przy-
ktad rozwazana jest dekompozycja Ashenhursta funkcji implementowa-
nych w uktadach FPGA typu LUT. Zaprezentowane rozwiazanie polega-
jace na wykorzystaniu Boole’owskiego rachunku rézniczkowego proble-
mu jest bardzo wygodne wtedy kiedy proces dekompozycji prowadzony
jest w dziedzinie spektralnej Reeda-Mullera. Uzyskiwane podziaty zmien-
nych dla uktadow testowych sa bardzo korzystne z punktu widzenia wyni-
kéw dekompozycji.

Stowa kluczowe: dekompozycja, FPGA, rozniczki boole’owskie.

Boolean Differential Calculus in decomposition
of logic functions implemented in FPGA

Abstract

In the paper the problem of input variables assigning to the free and
bounded sets during logic function decomposition is investigated. The
Ashenhurst decomposition is considered with respect to implementation
of logic functions in LUT based FPGA. The method of finding profitable
input variables partitioning is based on utilization of Logic Differential
Calculus. The elaborated method is very convenient, especially if decomposition
is carried out in the Reed-Muller spectral domain because the Boolean
differentials can be easily calculated from Reed-Muller forms of a logic
function which are simply calculated as the reverse Reed-Muller transform.
As it can be seen in Table 2, the obtained subsets of variables are very
useful from the point of view of decomposition. The results presented in
Table 2 are not only an effect of the Ashenhurst decomposition but the
Curtis decomposition, too. So, if it was not possible to execute the Ashenhurst
decomposition, the Curtis decomposition presented in [6] was performed.

Keywords: decomposition, FPGA, Boolean differentials.

1. Wstep

Od momentu wprowadzenia na rynek przez firm¢ Monolithic
Memory uktadow FPGA dekompozycja - jakkolwiek zawsze
obecna, czgsto niezauwazalnie, w dziatalnosci projektowej - stata
si¢ wazna metoda stosowang w projektowaniu uktadow cyfro-
wych. Wspotczesne uktady FPGA czy PSoC skladaja si¢ z tysig-
cy konfigurowalnych blokéw logicznych lub podobnych podze-
spotow co jeszcze bardziej podnosi znaczenie dekompozycji
w projektowaniu. Wraz z minimalizacjq jest jednym z najwazniej-
szych sktadnikow stale rozwijanych i udoskonalanych narzedzi
komputerowego wspomagania projektowania. Autorzy tej pracy
skupili swoja uwage na dekompozycji wykonywanej w dziedzinie
spektralnej Reeda-Mullera [6, 7]. Biorac pod uwage modele
dekompozycji sformutowane przez Ashenhurst [2] i Courtis [4]
wazne jest przyporzadkowanie argumentéw funkcji do zbioru
wolnego (A) i zbioru zwigzanego (B). Ten problem powinien by¢

rozwiazany na samym poczatku procesu dekompozycji, gdyz
w sposob istotny wpltywa na jego wyniki. Jedno ze stosowanych
rozwiazan jest oparte na tzw. rachunku podziatéw [8]. Inne podej-
$cie wykorzystuje Binarne Diagramy Decyzyjne [9]. Te podejscia
dobrze sprawdzaja si¢ wtedy gdy proces dekompozycji dokony-
wany jest w dziedzinie Boole’owskiej. W niniejszej pracy prezen-
towane jest podejscie oparte na wykorzystaniu Boole’owskiego
rachunku rézniczkowego, przydatne wtedy gdy dekompozycja
wykonywana jest w dziedzinie spektralnej Reeda-Mullera.

2. Podstawy Boole’owskiego Rachunku
Roézniczkowego

Definicja
Niech f(x) bedzie funkcja boole’owska. Wyrazenie:

df )

l
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gdzie X = X,.|Xu2...Xo; N —liczba zmiennych funkcji, nazywamy
pochodna boole’owska funkcji f{x) wzgledem zmiennej x;[1].
Jezeli f(x) 1 g(x) sa funkcjami boole’owskimi to [10, 11]:
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Przyklad 1
@) . df * (%)

Obliczy¢ pochodne Boole’owskie
1 dx,dx,

funkcji lo-
gicznej danej za pomoca jej mintermow:

Ao xaxxg) = =m(1,2,5,6,7,8,11,13).

—

. Na poczatek obliczane jest spektrum Reeda-Mullera zadanej
funkcji:

/£ =[0110000110001010]

2. Na podstawie obliczonego spektrum Reeda-Mullera obliczana
jest liniowa forma rozwazanej funkcji logicznej [5, 6]:

F(x3x,1%) = x5 D x; D x5 D x5 D 3%, D x3x,x,

A )

dx,  dxdx,
Pochodne boole’owskie moga by¢ obliczane na podstawie defi-
nicji 1 i wyrazenia (8). Dla rozwazanej funkcji uzyskuje sig:

3. Nastepnie obliczane sg pochodne

% =1®x,x, Dx3x,
1
Bardziej efektywnym sposobem obliczania pochodnych

boole’owskich jest sposob w ktérym wykorzystuje si¢ nastepu-
jaca obserwacje:

Obserwacja 1
Jezeli zmienna wzglgdem, ktorej obliczana jest pochodna

boole’owska:

- nie jest zawarta w skladniku funkcji to analizowany sktadnik
jest usuwany z wyrazenia wynikowego.

- wchodzi w sktad analizowanego sktadnika to ten sktadnik przepi-
sywany jest do wyrazenia wynikowego ale bez tej zmienne;.
Biorac pod uwage powyzszg obserwacje pochodna boole’owska

stopnia 2 wylicza sig¢ jako:

dr?
dx,dx,

=x, D x;

3. Zasady przyporzadkowania zmiennych
funkcji do zbioru wolnego i zwigzanego

W poprzednich pracach [6, 7] autorzy skupiali swoja uwage na
roztacznej dekompozycji Ashenhursta wykonywanej w dziedzinie
spektralnej Reeda-Mullera ukierunkowanej na uktady FPGA typu
LUT. W tej pracy prezentujemy podzial zmiennych funkcji na
zbior wolny i zbidr zwiazany z wykorzystaniem boole’owskiego
rachunku rézniczkowego.

Obliczenia rozpoczynajg si¢ od wyznaczenia spektrum Reeda-
Mullera rozwazanej funkcji. W nastgpnym kroku dla przyjetych
wartosci mocy zbiordw, wolnego i zwigzanego, obliczane sa
odpowiednie pochodne boole’owskie. Dla granicznych wartosci
wektorow wejsciowych obliczane sa wartosci obliczonych po-
chodnych. Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:
x=1 — wszystkie zmienne sa réwne 1
x=0 — wszystkie zmienne sa réwne 0

Dla takich wektorow wejSciowych pochodne boole’owskie
z przyktadu 1 przyjmuja ponizsze wartosci:

2 2
d’f =0 poniewaz d
dx,dx

/ =X, ®x;],,=1®1=0
=170 T2 |,
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2
d, dx; - ’

0

Pochodne Boole’owskie dla x=1 i dla x=0 moga przyjmowac
jedng z 4 wartosci: 0, 1, 0/1, 1/0. 0/1 oznacza, ze dla x=1 pochod-
na Boole’owska réwna jest 0 a dla x=0 réwna jest 1 oraz 1/0
oznacza, ze dla x=1 pochodna Boole’owska rowna jest 1 a dla x=0
réwna jest 0.

Dla réznych funkcji logicznych zbadano wiele podzialow
zmiennych wejsciowych, dla ktérych obliczono pochodne
Boole’owskie. Na tej podstawie poczyniono nastgpujaca obserwacje:

Obserwacja 2
- Jezeli jako zmienne zwigzane zostang wybrane takie zmienne,

d?f
dx;...dx .dx

P 0
je unikalng warto$¢ ze wszystkich wartosci pochodnych
boole’owskich stopnia B, to takie przyporzadkowanie zmien-
nych jest bardzo korzystne jesli chodzi o znalezienie rozlacznej
dekompozycji rozwazanej funkcji.
- Jezeli powyzszy warunek nie jest spelniony jako zmienne zwia-
zane i zmienne wolne wybierane sa takie zmienne, dla ktorych

dla ktorych , gdzie B = || x;...xjx|, przyjmu-

B
para pochodnych boole’owskich _dar , gdzie
dx;..dx ;dx;
x=1/0
. d’f .
= || Xj.. X Xy|| I ———— , gdzie o = || Xj...XmXql],
B =1 Xi-.oX Xl oy, g Il i l

przyjmuje unikalne wartosci, lub takie zmienne, dla ktérych
moc zbioru warto$ci par pochodnych boole’owskich jest naj-
mniejsza.

Przyklad 2
Sprawdzi¢ dla jakiego przyporzadkowania zmiennych do zbioru
wolnego i zwiazanego funkcja

Socaxsxxx0)==m(1,3,4,5,8,10,13,14,17,18,19,21,22,23,24,27,28,31)

posiada rozltaczna dekompozycje wedlug modelu Ashenhursta

J(x) = H (G(B),A).
1. Obliczone spektrum Reeda-Mullera jest nastgpujace:

S =[0 1001111 1 0000101 O 0111111 O 0010101]
So S S, S5

2. Jesli przyjmiemy arbitralnie podzial zmiennych - A={xy4, X3},
B={x,, X1, X¢}; (0=2/p=3) — w spektrum Reeda-Mullera moze-
my znalez¢ cztery podspektra jak zostato to pokazane powyze;j.
Poniewaz S=S;#S,#S; to oznacza to, ze roztaczna dekompozy-
cja Ashenhursta nie istnieje dla takiego podziatu zmiennych.

3. Na podstawie odwrotnej transformacji Reeda-Mullera wylicza-
na jest liniowa forma (forma Reeda-Mullera) rozwazanej funk-
cji logicznej [11]:

f(X4,X3,X2,X1,X()):X()®X2®X2X()®X2X]®X2X1X0®X3®X3XQX()®
235X 12 0Dx ;D X0 1x ) Dx 20D X020, 9D x2% ;D X% 1x D
X003 XD X232 0D X4 3% 0 X,

4. Nastepnie wyliczane sg drugie i trzecie pochodne boole’owskie.
n 5

Dla podziatu a=2/B=3 mozliwych jest [ﬂJ = (3] =10 przypo-

rzadkowan zmiennych funkcji do zbioru wolnego i zwigzanego.

Obliczone warto$ci pochodnych boole’owskich dla x=1 i x=0 dla
wszystkich mozliwych przyporzadkowan zmiennych przedsta-
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3
_dar -1

wione sa w tabeli 1. W tej tabeli tylko
dx ydx,dx,

x=1/0
jest wartoscig unikalng. Zatem przyporzadkowanie zmiennych do
zbioréw wolnego i zwigzanego mogtoby by¢ nastepujace:

B ={x4 X2, X1} 1 A= {x3, Xo}.

Tab. 1. Pochodne boole’owskie funkcji z przyktadu 2
Tab. 1. Boolean differentials of the function from example 2

Wartos$¢ 3-ciej pochodnej Warto$¢ 2-giej

Lp- boole’owskiej pochodnej boole’owskiej
3 2
1. _4J | =0/1 af =0
dx ydxy dxy /0 dxsdbx, o
3 2
2. 4T on 4/ =1/0
dixydxydx /0 dxsydx; /0
3. ds—f =1/0 a’f =0/1
dx ydxydx, 0 dix,dx, /o
& 2
4. —f =1 & =1/0
dxgdyda| desdo]
5 d3f =0 dzf =0/1
. drgdvsda| doado|

df
dix ydxsdx,

2
=0 af =0
dxydbx
x=1/0 x=1/0

3 2
7. 7 =1/0 d°f =0/1
dxsdx dx, o dbxydx, /0
3 2
8. AV R s =0/1
dxsdx,dx, o dx 4dx, o
0 af o A I
desdaad| drgdxo| g
3 2
o, | =L —on a7 =1/0
dxodxydx /0 dixydxy /0

5. W celu sprawdzenia, ze dla znalezionego podziatu zmiennych
roztaczna dekompozycja Ashenhursta istnieje nalezy policzy¢
spektrum Reeda-Mullera dekomponowanej funkcji dla nowego
uporzadkowania zmiennych: X;, Xo, X4, X, X;. Tak obliczone
spektrum ma nastepujacg postac:

f=[010101111 1010111 1 0000000 0 1010111]
So Sy Sz Ss

Poniewaz podspektra Sy, S, S sa takie same a podspektrum S,
jest zerowe to dla znalezionego podzialu zmiennych istnieje
roztaczna dekompozycja Ashenhursta dla znalezionego podzia-
tu zmiennych dekomponowanej funkcji (rys. 1).

X10——

X2 0— G g

X4 o——| f(x)
Xo H "
X3

Rys. 1. Implementacja rozwazanej funkcji
Fig. 1. Implementation of the considered function

4. Podsumowanie

Implementacja funkcji logicznych w uktadach FPGA wymaga
przeprowadzenia dekompozycji funkcji ze wzgledu na granularnos$é
struktury wewnetrznej tych uktadow. Aby to zrobi¢ nalezy wykonad
przyporzadkowanie zmiennych funkeji do zbioréw wolnego i zwiaza-

nego. W artykule zostalo zaprezentowane rozwigzanie tego problemu
oparte na wykorzystaniu boole’owskiego rachunku rézniczkowego.

Ze wzgledu na to, ze w prosty sposob wylicza si¢ pochodne bo-
ole’owskie z liniowej formy Reeda-Mullera funkcji logicznej to
podejscie jest szczegdlnie wygodne wtedy gdy dekompozycja
dokonywana jest w dziedzinie spektralnej Reeda-Mullera. Metoda
polega na poszukiwaniu unikalnych wartosci pochodnych
boole’owskich i sprawdzaniu czy dla tego podziatu zmiennych dla
ktérego ta unikalna warto$¢ pochodnej wystepuje jako podziatu
dajacego szans¢ znalezienia dekompozycji. Przeprowadzenie
formalnego dowodu stusznosci tego podejscia bedzie tematem
dalszych prac. Metoda zostata jednak pozytywnie zweryfikowana
na wielu uktadach testowych zaprezentowanych w [3]. Rezultaty
tych obliczen, zorientowane na uktady XC4000, zostaty przedsta-
wione w tabeli 2. Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, ze wyniki
zaprezentowane w tabeli 2 nie sa tylko efektem dekompozycji
Ashenhursta ale takze dekompozycji Curtisa. Jezeli uktad nie
podlegat dekompozycji Ashenhursta stosowano przedstawiona
w pracy [6] dekompozycje Curtisa w dziedzinie spektralne;j.

Tab. 2. Pordéwnanie wynikow dekompozycji
Tab. 2. The comparision of decomposition results

: A 2|z
Elel e B8]
2} (72} < — m o 2z
Benchmark S 7 2 s | = lalalz
2 = s < ]
3 = s | &1 92 < E
] 7] S|l S| 2 5 =
2 & 2122
Sxpl 21 19 15 |19 1319 13] 16 14
9sym 7 7 7 6 7 6 8 7 6
clip 42 18 | 36 22 | 20 24
f51m 23 | 20 12 | 16 81 | 13 | 15 13
misex1 17 14 12 |16 | 15 | 18 | 15| 13 16
rd73 8 9 8 8 8 7 8 7
rd84 13 12 12 8 |10 | 13 | 10 | 12 10
8202 45 | 37 23 | 37 26 | 20 | 28 22
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