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Streszczenie

Funkcja boolowska jest nazywana odwracalna, gdy jest wzajemnie jedno-
znaczna. W literaturze zaproponowano kilka heurystyk stuzacych do syntezy
odwracalnych uktadow logicznych, jednak do tej pory nie znaleziono roz-
wigzania, ktore dawatoby zadowalajace wyniki. Przy pracach nad ulepsza-
niem tych algorytméw potrzebne jest dobre kryterium oceny jakosci po-
szczegllnych heurystyk. W pracy pokazano jak wykorzysta¢ baz¢ optymal-
nych uktadow odwracalnych do oceny dziatania heurystyk oraz przedstawio-
no wyniki obliczen pozwalajacych na poréwnanie ich efektywnosci.

Slowa kluczowe: odwracalne uklady logiczne, miary zlozonosci funkcji
odwracalnych.

Comparison of Heuristic Complexity Measure
Quality for Reversible Boolean Functions

Abstract

A Boolean logic function is reversible if it is a bijective mapping. Synthesis
of such functions is motivated by advances in quantum computing,
nanotechnologies and low power design. Several heuristic synthesis
algorithms has been proposed, but so far none of them produces circuits of
good quality in acceptable time. All of them are based on exploration of
the search tree guided by a complexity measure function. Search for better
algorithms is important and for this aim a good evaluation criterion of
a heuristic complexity measure quality is needed. In this article the
comparison of reversible function complexity measures known from the
literature is made. Their accuracy is checked on the library of the optimal
circuits of 3 inputs/outputs. The results are presented in Table 1. The
numeric factor Q is introduced on the basis of calculating the probability
of taking a wrong way in the search tree by a synthesis algorithm for every
reversible function. This factor was calculated for five heuristic complexity
measures and shown in Table 2. According to it the Reed-Muller spectrum
based complexity measure gives best synthesis results, however there is
still a lot of space for improvements.

Keywords: reversible logic circuits, reversible function complexity measure.

1. Wstep

Projektowanie kombinacyjnych uktadéw logicznych realizuja-
cych odwracalne funkcje boolowskie (tj. wzajemnie jednoznacz-
ne) jest stosunkowo nowa dziedzina. Gtowng motywacja do zaj-
mowania si¢ takimi uktadami sa zastosowania w obliczeniach
i komputerach kwantowych, nanotechnologii oraz uktadach o ma-
tym poborze energii. Do tej pory nie zostaly jednak znalezione
zadowalajace rozwiazania problemu syntezy takich ukladow.
Wsrod zaproponowanych w literaturze rozwigzan istotna grupe
stanowig heurystyki, mimo ze najczgsciej nie jest mozliwe sfor-
mutowanie dowodu poprawnos$ci czy zbieznosci takich algoryt-
méw. Czesto jednak czas ich dziatania jest znacznie krdtszy niz
czas dzialania nieheurystycznych algorytméw znanych z literatu-
ry, ktére generuja uktady porownywalnej jakosci. Takie algorytmy
polegaja bowiem na projektowaniu wieloetapowym, gdzie

w pierwszym kroku znajdywany jest najczesciej uktad daleki od
optymalnego, a w kolejnych etapach jest on redukowany. W pra-
cach nad ulepszaniem algorytmdéw heurystycznych potrzebne jest
dobre kryterium oceny jakosci poszczegdlnych heurystyk. Takie
kryterium umozliwia rowniez szybkie sprawdzanie hipotez lub
modyfikacji miary zlozonosci bez potrzeby ponownej syntezy
wszystkich testowych uktadow.

2. Podstawowe pojecia

Definicja 1: Boolowska funkcja logiczna o jednakowej liczbie
wejs¢ 1 wyjs$é jest nazywana odwracalng gdy jest wzajemnie jed-
noznaczna.

Funkcja odwracalna realizuje permutacje elementow ze swojej
dziedziny. Istnieje zatem doktadnie 2"! réznych boolowskich
funkcji odwracalnych o » argumentach. Dla takiej funkcji mozli-
we jest pelne odtworzenie wartosci wejsciowych na podstawie
wartosci wyjsciowych (stad nazwa — odwracalna).

Definicja 2: Bramka logiczna jest odwracalna, gdy realizuje
funkcje odwracalng (z reguty bardzo prosta).

Dla takiej bramki stan wyj$¢ mozna w pelni okresli¢ na podsta-
wie wartosci wejSciowych oraz odwrotnie — stan wej$¢ mozna
okresli¢ na podstawie tylko wartosci wyjsciowych.

Definicja 3: Ukladem odwracalnym nazywany kaskadowe po-
Iaczenie dowolnej liczby bramek.

Kazdy uktad odwracalny realizuje pewna funkcj¢ odwracalna.
W uktadzie takim nie moga wystgpowac rozgalezienia sygnatu
z jednego wyjscia do wielu wej§¢ bramek (ang. fan-out). Uktad
odwracalny ma z definicji taka sama liczbg wejs¢ i wyjsé.

Definicja 4: Biblioteka bramek nazywamy zbiér bramek od-
wracalnych, z ktérych moga by¢ zbudowane uktady odwracalne.

W literaturze zaproponowano wiele réznych bramek odwracal-
nych, jednak zdecydowana wigkszos¢ prac dotyczy ukladow
zbudowanych z bramek nalezacych do biblioteki NCT, w sktad
ktdrej wehodza nastepujace bramki:

e NOT (klasyczny inwerter — jedno wejscie i jedno wyjscie),

e CNOT (sterowany inwerter — 2 wejscia i 2 wyjscia, linia sterujaca
przechodzi przez bramke niezmieniona, a linia sterowana jest ne-
gowana, gdy na wejsciu sterujacym jest sygnat o wartosci 1)

o bramka Toffoliego (3 wejscia, w tym 2 wejscia sterujace i jedno
sterowane, ktore jest negowane, gdy na obu wejsciach steruja-
cych wystapia sygnaty o wartosci 1).

W niektorych pracach wyrdznia si¢ jeszcze uogoélniong bramke
Toffoliego. Pierwsze n-1 sygnatéw wejsciowych jest przez taka
bramke przekazywane na pierwsze n-1 wyjsé bez jakiejkolwiek
modyfikacji. Wszystkie te sygnaly sa nazywane sterujacymi.
Warto$¢ ostatniego, n-tego wejscia jest przekazywana na n-te
wyjscie w postaci zanegowanej, gdy warto§¢ wszystkich linii
sterujacych wynosi 1, albo w postaci niezmienionej w przeciw-
nym wypadku.
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3. Synteza uktadéw odwracalnych

Schemat dziatania wszystkich zaproponowanych w literaturze
algorytméw heurystycznych jest bardzo podobny. W kazdym
kolejnym kroku algorytmu wybierana jest konkretna bramka (lub
bramki), ktora jest dotaczana do aktualnej kaskady bramek,
a nastgpnie algorytm jest powtarzany dla nowej kaskady. Jezeli po
dodaniu danej bramki nie udaje si¢ znalez¢ uktadu realizujacego
zadang funkcj¢ odwracalna, przeprowadzana jest proba dla kolej-
nej bramki z biblioteki. Glownym elementem rézniagcym poszcze-
g0lne heurystyki jest kryterium wykorzystywane przy wyborze
bramek w kolejnych krokach algorytmu — nazywane miarg ztozo-
nosci. Realizacja algorytmu sprowadza si¢ do zbudowania drzewa
przeszukiwan i nastgpnie jego efektywnego przegladania wedtug
zadanej miary ztozonosci.

Definicja 5: Czg¢sciowa realizacjg funkcji odwracalnej nazy-
wamy dowolna kaskad¢ bramek, ktéra po dodaniu kolejnych
bramek odwracalnych bedzie tacznie realizowata zadang funkcje
odwracalna.

Definicja 6: Funkcja resztowa to funkcja, jakg ma zrealizowaé
uktad bramek, ktory nalezy dodaé¢ do czgéciowej realizacji funkcji
w celu uzyskania uktadu realizujacego zadang funkcj¢ odwracalna.

Definicja 7: Miara zlozonosci to funkcja, ktéra przyporzadko-
wuje kazdej funkcji odwracalnej pewna liczbg.

Idealna miara ztozonosci przyporzadkowuje wartosci monoto-
nicznie malejace (lub rosnace) funkcjom resztowym po kazdej
kolejnej bramce odwracalnej w optymalnym uktadzie realizuja-
cym zadang funkcje odwracalng oraz warto$ci malejace (rosnace)
niemonotonicznie funkcjom resztowym po kazdej kolejnej bramce
dla ukladéw realizujacych zadana funkcj¢ odwracalna, ale nie
bedacymi optymalnymi wedlug zadanych kryteriow oceny jakos$ci
uktadu (np. liczba bramek, czy suma kosztdw wszystkich bramek
w uktadzie).

W literaturze stosowane sa nastgpujace miary ztozonosci:

e odleglos¢ Hamminga mi¢dzy wierszami tabel prawdy dla
funkcji resztowej i funkcji tozsamosciowej [1],

e liczba wyrazéw w opisie funkcji resztowej za pomoca wyrazen
PPRM (ang. Positive Polarity Reed-Muller expressions) [2],

e rozmiar wspoldzielonego binarnego diagramu decyzyjnego
z zanegowanymi krawedziami (ang. Complemented-edge
Shared Binary Decision Diagrams, w skrdécie diagramy
CSBDD) funkcji resztowej [3],

e rozmiar widma Reeda-Mullera funkcji resztowej [4].

Wartos$¢ tych miar zlozonosci maleje dla coraz to prostszych
(wymagajacych mniejszej liczby bramek do ich realizacji) funkcji.
W literaturze rozpatrywana byla roéwniez miara ztozonos$ci oparta
na widmach Rademachera-Walsha funkcji resztowej [5], ktorej
warto$ci rosna dla coraz to prostszych funkcji, dlatego przyjelismy
jej warto$ci ze znakiem minus, aby moc uzywaé w dalszej czgsci
okreslen mniejsze lub wigksze wartosci miary ztozonosci w tym
samym znaczeniu do wszystkich rozpatrywanych miar.

4. Kryteria oceny jakosci ukladéw

Dla kazdej funkcji odwracalnej istnieje wiele uktadéw odwra-
calnych realizujacych ja. Uklady te réznia si¢ typami oraz kolej-
noscia wystepowania poszczegdlnych bramek odwracalnych.
Zeby mozliwa byta ocena jakosci poszczegodlnych uktadow, istnie-
je potrzeba zdefiniowania kosztu uktadu, co pozwoli ocenié, ktory
z zaproponowanych uktadow jest ukltadem optymalnym. Zaktada
sig, ze koszt uktadu jest rowny sumie kosztow bramek.

Koszty bramek przyjmuje si¢ najczesciej jako wartosci wzgled-
ne, pozwalajace oceni¢ poziom skomplikowania kazdej z bramek
wzgledem pozostalych, przy zatozeniu, ze koszt najprostszej
bramki wynosi 1. W literaturze spotyka si¢ wiele propozycji kosz-
tu kazdej bramki dla réznych przewidywanych technologii, jednak
obecnie nie mozna jeszcze okresli¢, ktora z nich umozliwi zbudo-
wanie rzeczywistych uktadow odwracalnych.
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Najprostszym ze stosowanych kryteriow jest liczba bramek po-
trzebnych do zbudowania uktadu, co oznacza, ze przyjmuje si¢ taki
sam koszt kazdej z bramek. Jest to kryterium bardzo ogolne, jednak
wydaje si¢ by¢ pewne, ze uktad zbudowany (w dowolnej technolo-
gii) z 3 bramek, bedzie lepszy od ukfadu realizujacego taka sama
funkcje, a zbudowanego np. z 8 bramek. Kryterium to jest czgsto
spotykane w literaturze i stuzy za punkt odniesienia przy poréwny-
waniu roznych algorytméw syntezy uktadéw odwracalnych.

Majac okreslone kryterium optymalnosci oraz biblioteke do-
stepnych bramek, poprzez proste rekurencyjne przeszukiwanie
wszystkich mozliwych kaskad bramek odwracalnych zbudowali-
$my baze wszystkich uktadow optymalnych o 3 wejsciach i wyj-
Sciach (wszystkich takich uktadow jest 8! = 40320). Na wspolcze-
snych komputerach nie jest mozliwe obliczenie takiej bazy dla
uktadow o wigkszej liczbie wejsé 1 wyjsc.

5. Wyniki obliczen

Wykorzystujac naszg bazg¢ optymalnych uktadow dla biblioteki
NCT 1 kosztu uktadu okreslonego liczba bramek, wykonalismy
obliczenia przedstawionych wczesniej miar zlozonosci dla
wszystkich funkcji odwracalnych z tej bazy. Uzyskane wyniki
(tabela 1) pokazujg zaleznosé wartosci miar ztozonos$ci od kosztu
optymalnego uktadu realizujacego dang funkcje. W kazdej komor-
ce tabeli podana jest liczba funkcji, dla ktérych uktady optymalne
maja dlugos¢ podang w nagtéwku kolumny i warto§¢ miary zto-
zonos$ci podana w pierwszej komodrce danego wiersza.

Tab. 1. Zalezno$¢ wartosci miar ztozonosci od kosztu optymalnego uktadu
realizujacego dang funkcje (biblioteka NCT)
Tab. 1. Correlation between values of complexity measures and the cost

of optimal circuit realizing a given function (NCT library)

koszt uktadu (liczba bramek)
0 1 2 3 4 5 6 7 8

0o 1 o0 o o o o0 o0 0 0
2l ol 3 e ol 3 o o 9o o

o 4 0 6 15 30 24 30 9 0 0
L2 8 0 0 27 111 173 200 158 195 12
cE 8 0 3 21 147 507 1044 1191 846 96
£5 10 0o 0 12 120 774 2160 3720 2181 129
ST 12 0 0 18 66 600 2799 5583 3126 220
©3 14 0 0 0 84 330 1650 4338 2598 96
S® 16 0 0 3 42 219 774 1689 1104 24
g 18 0 0 0 12 132 180 349 203 0
20 0 o0 0 12 6 8 12 0 0

22 0o o0 o0 o0 12 0o 0 0o o

24 0 0 0 1 0 0 0 o0 o

456 1 3 3 4 12 9 2 14 o0

452 0 6 30 42 30 78 102 0 0

448 0 0 12 87 183 225 69 0 0

444 0 0O 6 42 90 108 42 0 0

440 0 0 0 12 78 5 0 0 0

5o 380 0 3 21 63 78 180 129 102 0
&G 378 0 0 6 48 126 108 258 30 O
22 376 0 0 12 90 216 342 45 36 0
& 374 0 0 0 21 210 531 366 24 0
<% 370 0 0 0 12 114 288 150 12 0
‘é § -308 0 0 0 3 39 141 237 156 0
Sg 306 0 0 6 60 258 570 912 480 18
§& 304 0 0 6 84 534 1350 1950 684 O
E 302 0 0 0 12 144 684 1044 420 0O
3000 0 0 0 12 156 750 1206 180 0

234 0 0 0 0 32 476 2090 1891 119

232 0 0 0 12 165 1086 3810 3837 306

230 0 0 0 6 153 1284 3312 2037 120

228 0 0 0 15 162 657 914 350 14

0o 1 6 20 40 58 83 66 14 0

g9 1 0 4 34 132 254 361 231 40 0O
@ 2 0 2 31 193 573 1040 1085 244 0
8§06 3 0 0 14 172 944 2297 3092 1052 13
°E 4 0 0 3 62 510 1980 3484 1952 73
S 5 0 0 0 25 399 2679 7316 5496 405
= 6 0 0 0 1 39 445 1605 1286 80
7 0 0 0 0 3 3 170 169 6
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Tab. 1. ciag dalszy
Tab. 1. continued

koszt uktadu (liczba bramek)
0 1 2 3 4 5 6 7 8
3 1 0 0 3 0 0 2 0 0
4 0 12 6 0 30 12 6 6 0
5 0 0 54 54 51 93 48 24 0
= 6 0 0 42 145 156 303 174 50 0
2a 7 0 0 0 258 399 405 594 126 0
Ng 8 0 0 0 102 606 915 951 330 12
‘_c“.§ 9 0 0 0 51 800 1332 1587 574 36
c® 10 0 0 0 12 426 2001 2568 1335 84
52 M 0 0 0 0 228 2049 3546 2007 108
%g 12 0 0 0 0 66 1050 3605 2559 160
£X 13 0 0 0 0 12 579 2346 1965 102
€T 14 0 0 0 0 6 144 1122 912 66
¥ 15 0 0 0 0 0 32 378 274 6
16 0 0 0 0 0 6 90 81 3
17 0 0 0 0 0 0 30 6 0
18 0 0 0 0 0 0 2 4 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 12 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 54 0 0 0 0 0 0
3 0 0 48 103 0 0 0 0 0
4 0 0 0 288 75 0 0 0 0
5 0 0 0 126 564 57 0 0 0
o 6 0 0 0 78 821 471 72 0 0
Seo 7 0 0 0 30 513 1653 324 24 0
ES 8 0 0 0 0 498 1935 1449 96 0
= 9 0 0 0 0 171 1845 2972 450 0
&3 10 0 0 0 0 90 1500 3462 1194 0
g§ 1 0 0 0 0 36 657 3309 2112 48
Ss 12 0 0 0 0 6 494 2393 2269 120
ocE 13 0 0 0 0 6| 189 1476 1911 174
S 14 0 0 0 0 0 78 981 1071 108
E 15 0 0 0 0 0/ 24 383 689 64
16 0 0 0 0 0 12 153 312 24
17 0 0 0 0 0 6 54 78 36
18 0 0 0 0 0 0 18 34 0
19 0 0 0 0 0 0 0 12 3
20 0 0 0 0 0 0 3 0 0
21 0 0 0 0 0 0 0 1 0

6. Ocena jakosci heurystyk

Dla idealnej miary ztozonosci spetniona powinna by¢ propor-
cjonalna zalezno$¢ warto$ci miary ztozonosci funkcji od kosztu
uktadu optymalnego realizujacego dana funkcje. Oznacza to, ze
w czgéciach tabeli 1 odpowiadajacych poszczegélnym miarom
ztozonosci wigkszos¢ funkcji powinna znajdowacé si¢ blisko prze-
katnej przechodzacej z lewego gornego do prawego dolnego rogu.

Jakos¢ poszczegdlnych heurystyk mozna doktadniej ocenié¢ na
podstawie liczby funkcji, dla ktorych algorytm syntezy bedzie
wybierat nieprawidlowa gataz w drzewie przeszukiwan. Dla funk-
cji odwracalnej o koszcie rownym i oraz ztozonos$ci j prawdopo-
dobienstwo wybrania btednej sciezki w drzewie przeszukiwan
Wynosi:

_[sclr)<i)nst(f)< i)
N Ist(r)< i

gdzie C(f) — koszt optymalnego uktadu dla funkcji £, V(f) — miara
ztozonosci funkcji £, S(w) — zbior wszystkich funkcji spelniajacych
warunek w, || — moc zbioru.

Prawdopodobienstwo to obliczane jest na podstawie liczby nie-
poprawnych drég (tj. takich, dla ktérych warto§¢ miary ztozonosci
maleje, a optymalny uktad ma wigkszy koszt) oraz liczby wszyst-
kich mozliwych sciezek w danym wezle drzewa przeszukiwan
(. wszystkich funkcji o mniejszej wartosci miary ztozonosci).

Liczac srednig arytmetyczng prawdopodobienstw P dla wszyst-
kich funkcji odwracalnych uzyskuje si¢ wspotczynnik Q, ktory
okresla jakos¢ danej heurystyki. Dla idealnej miary ztozonosci
(Scisle monotoniczna zalezno$¢ migedzy wartoscia miary ztozono$ci
a kosztem funkcji) wspdtczynnik ten wynosi zero. W tabeli 2 znaj-
duja si¢ wartosci wspoltczynnika Q obliczone dla analizowanych
heurystycznych miar ztozonosci.

(M

Tab. 2. Wartosci wspdtczynnika Q dla pigciu heurystycznych miar ztozonosci
Tab. 2. Values of the Q factor for five heuristic complexity measures

Miara zlozonoSci Wspélczynnik Q
odlegtos¢ Hamminga 0,5685
rozmiar widma Rademachera-Walsha 0,5199
liczba sktadnikow wyrazefi PPRM 0,4986
rozmiar diagramu CSBDD 0,4930
rozmiar widma Reeda-Mullera 0,3807

7. Wnioski

Dla poprawnego dziatania heurystycznych algorytmow syntezy
istotne jest, aby w tabeli 1 nie wystepowaty komoérki, odpowiadaja-
ce malej mierze ztozonosci i duzemu kosztowi optymalnego uktadu.
Istnienie takich przypadkéw powoduje, ze algorytm, ktory podczas
syntezy jest kierowany tylko warto$ciami miary ztozonosci, bedzie
generowat uktady znacznie dtuzsze od optymalnych lub nawet moze
w ogole nie odnalez¢ uktadu realizujacego zadang funkcje.

Z praktycznego punktu widzenia dobrze jest rowniez, gdy miara
ztozonosci posiada mozliwie duzo wartosci, bowiem moze to wpty-
na¢ w znacznym stopniu na ograniczenie drzewa przeszukiwan.
Natomiast, gdy miara ztozonosci ma mato wartosci, wowczas moze
okazac sig, ze istnieje bardzo duzo galezi o tej samej wartosci miary
ztozonosci 1 dziatanie algorytmu nie bedzie si¢ roznito od zwyktego
przeszukiwania wszystkich mozliwych kombinacji bramek.

Z tabeli 1 wida¢, ze najlepiej spetnia powyzsze warunki miara
zlozonosci oparta na widmach RM. Do wartosci 10 i dlugoscei ukta-
du réwnej czterem bramkom w bardzo duzym stopniu spetniony jest
warunek skupiania si¢ wynikow na przekatnej. Dla pozostatych
miar ztozono$ci wystepuja znaczne odchylenia od wartosci na
przekatnej oraz istnieja kolumny zawierajace bardzo krotkie uktady,
dla ktérych miara zlozonosci jest stosunkowo duza oraz uklady
o relatywnie duzej liczbie bramek i bardzo matej wartosci miary
ztozonosci. Z tabeli 1 widaé¢ rowniez, ze wadg miary opartej na
rozmiarze diagraméw CSBDD jest bardzo mata liczba wartosci,
czego efektem jest bardzo duza liczba funkcji, dla ktérych miara
ztozonosci jest rowna 0, mimo Ze ich optymalne realizacje wymaga-
ja nawet 7 bramek. Obserwacje te potwierdzaja wartoSci wspot-
czynnika Q obliczone dla kazdej z miar ztozonosci.

Wprowadzony w pracy wspotczynnik Q pozwolit na poréwnanie
jakosci poszczegdlnych miar ztozonosci. Pokazat on, Zze dotychczas
zaproponowane miary ztozonosci sa dalekie od idealnej, a zatem ze
nalezy nadal pracowa¢ nad ulepszaniem algorytméw heurystycz-
nych. Moze to przyczyni¢ si¢ do opracowania lepszych niz istnieja-
ce algorytméw syntezy uktadéw odwracalnych.
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