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Streszczenie

W pracy zostal przedstawiony szybki algorytm liczenia splotu kotowego
N-elementowych wektoréow danych ze zredukowana liczbg operacji aryt-
metycznych (lub uktadow mnozacych i sumatordw, jesli chodzi o imple-
mentacj¢ sprzgtowa) w przypadku, gdy N=2", m — liczba catkowita. Po-
zwala to przy implementacji zmniejszy¢ naktady obliczeniowe lub zapo-
trzebowanie na zasoby sprzgtowe oraz stworzy¢ dogodne warunki do
efektywnej realizacji operacji splotu kotowego w dowolnym sprzg¢towo-
programowym srodowisku implementacyjnym.

Slowa kluczowe: szybkie algorytmy, splot kolowy, notacja macierzowa.

Fast circular convolution algorithm
for N=2"

Abstract

In the work the fast algorithm for 2"-point circular convolution calculating
with the reduced number of arithmetic operations (or multipliers and
adders — in hardware implementation case) is presented. Computational
procedure for describing the algorithm, based on the successful decomposition
of the circulant matrix of arbitrary order is shown. This approach allows to
lower hardware expenses and to create favorable conditions for effective
convolution realization in the reprogrammable platform. Computational
procedure for circular convolution realization can be described by means
of matrix algebra notation. Matrix algebra offers not only a formalism for
describing the algorithm, but it enables the derivation by pure algebraic
manipulations of an algorithm that is well suited to be implemented in
vector and matrix digital signal processors with various levels of parallelism.
In addition, the mentioned procedures can be directly used for easy
implementation in matrix-oriented languages like Matlab.

Keywords: fast algorithms, circular convolution, matrix notation.

1. Wstep

Splot kotowy (Circular Convolution — CC) jest podstawowa
operacja cyfrowego przetwarzania sygnatow [1].

W przypadku operacji bazowej splotu kolowego mamy do czy-
nienia z dwoma wektorami danych (sygnalami cyfrowymi)
Xy :[xo,xl,...,fol]T 1H,, :[hO’hl""’hJV—l]T oba o rozmiarze
N elementéw (probek), przy czym operacja ta w postaci macie-
rzowej jest opisana w sposdb nastepujacy:

Yya=Hy Xy M

gdzie: Y, =[y,, 0, ¥y, ]" jest wektorem wynikow, za$ ma-
N-1 ; . L. .

cierz H, =wm(I1$”-H,,) - macierza, ktorej komponentami sa
i=0

w odpowiedni sposdb ulokowane elementy wektora H,, .

Znaczenie wykorzystanych tu i w dalszej czgsci artykutu sym-
boli przedstawiono ponize;j:
I - macierz jednostkowa o wymiarze okreslonym za pomoca
dolnego indeksu, natomiast indeks gérny (jezeli jest) wskazuje
liczbe pozycji cyklicznego przesunigcia wierszy macierzy jed-
nostkowej w kierunku wskaznika [2]; wm - symbol poziomej
konkatenacji dwoch lub wigcej macierzy [3];@ - symbol sumy
prostej (tensorowej) dwoch macierzy [6];

Wzor (1) przybiera wowczas postac:

Yo hy  hy, hy Xo
o h hy h, X @
Y- hyy by, o hy ] Xy

Latwo zauwazy¢, ze realizacja procedury (1) wymaga N2 ope-
racji mnozenia oraz N(N —1) operacji dodawania. Tak duza
liczba mnozen stata si¢ czynnikiem stymulujacym do poszukiwan
efektywniejszych rozwigzan algorytmicznych. Pojawito si¢ wiele
algorytméw, ktorych celem jest minimalizacja tych operacji [4].
Najbardziej znanym podejsciem do efektywnego wyznaczania
splotu kotowego dwdch N-elementowych wektorow jest sprowa-
dzenie tego zadania do wyznaczenia iloczynu tych wektorow
w domenie wybranej dyskretnej transformaty ortogonalne;j,
a nastepnie przeniesienie wyniku do domeny czasowej za pomoca
odwrotnej transformaty. Zazwyczaj taka operacja moze by¢ efek-
tywnie zrealizowana za pomoca szybkiej transformaty Fouriera
(Fast Fourier Transform - FFT), szybkiej transformaty Hartleya
(Fast Hartley Transform — FHT), transformat liczbowych Fermata
(Fermat number transform -FNT) lub Mersene’a (Mersene number
transform - MNT) oraz innych dobrze znanych oraz powszechnie
stosowanych ,,szybkich” algorytméw dyskretnych transformat
ortogonalnych. Do obliczania splotu kotowego bezposrednio
w domenie czasu rowniez opracowano dos¢ duzo algorytméw. Do
rozwigzan algorytmicznych tego typu naleza m.in.: algorytmy
krotkich” splotow Winograda, algorytm Agarwala-Cooleya,
algorytmy Reeda-Truonga, Nussbaumera [5-10]. Przewaznie sa to
algorytmy, ktdre zostaty opracowane dla konkretnych dtugosci N
wektora danych wejsciowych. Znany jest tez algorytm wykorzy-
stujacy ,.krotkie” sploty do obliczania splotow wektorow dtugosci
N (wielokrotno$¢ ,.krotkich” ciaggdéw) za pomoca metody ,,za-
gniezdzania” [11-12]. Natomiast dla wektoréw danych o dowolnej
dhugosci N, chociazby bedacej potega dwdjki, tak jak w FFT,
ogoblnego algorytmu bezposredniego (w domenie czasowej) wy-
znaczania splotu kotowego bodajze jak dotad nie opublikowano.
Wiasnie taki ,,szybki” algorytm syntetyzowany za pomoca metody
[13] zostat przedstawiony w niniejszej pracy.
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2. Synteza ,,szybkiego” algorytmu liczenia
splotu kotowego dla N = 2™

W celu syntezy struktury algorytmicznej specjalizowanej jed-
nostki procesorowej realizujacej operacj¢ bazowa splotu kotowego
wprowadzmy kilka konstrukcji macierzowych:

- macierze definiujace przeksztatcenia na iteracjach poprzedzaja-
cych mnozenia:

A(k) = (EZ ®(IL(k) ®T2><3))®Iszk 5

KD ()

- macierze definiujace przeksztalcenia na iteracjach nastgpuja-
cych po mnozeniu:

A% :(E2®(IL(k) ®T3><2))®l

KO (k=) Jmk >

k=2
2" (243 30k >1,
i=0 >

k-2
gdzie: k =1,m, L = ;3 k>1 JKW
0, k<1 2", k<1

0 1
11 101 ,
Bl T, l,TM:i (1),

m=1
- diagonalna macierz S, = diag(s,,s,,-s,,,),zedu M =1+ 3'
i=0
ktérej elementy wyznaczane sa na podstawie elementéw wekto-
ra H,,, wedlug metody [13].

Na rysunku 1 zostal pokazany program w jezyku MatLab do
wyznaczania elementow macierzy S | .

function Y = divCmatrix (X)

1=1;

d = length(X);

11=0;

while d/1~=1 %dopdki wymiar podmacierzy = 1
Y = [1];

i=0;

while i~=1

x = X(1+d/1*i:d/1+d/1*1i, 1+d/1*i:d/1+d/1*1i);
%$i-ta podmacierz

a = x(1:d/1/2,1:d/1/2); %podzial podmacierzy
na 4

b = x(1:d4/1/2,d4/1/2+1:d/1);

c = x(d/1/2+1:d4/1,1:d/1/2);

i=i+1;

if b == ¢ Swybdr odpowiedniego wzoru

tmp = 0.5*pdiag(atb,a-b);

11 = 11+1;

Else

tmp = pdiag(b-a,pdiag(c-a,a)):;

11 = 11+2;

End

Y = pdiag (Y, tmp); %dopisanie nowych podmacie-
rzy do Y

end

1 = 1+11; %$aktualizacja liczby podmacierzy

11 = 0;

X =Y;

d = length(X);

end

Y = X;

Rys. 1. Program w MatLab wyznaczania warto$ci elementoéw macierzy
diagonalnej Sy,
Fig. 1. MatLab program listing for matrix S,, element calculation

Uwzgledniajac wprowadzone konstrukcje macierzowe, szybki
algorytm liczenia splotu kolowego mozna przedstawic nastgpujaco:

ZAD

@ Al
Nxl K<°>xk“)AK“)xK(2) A

Y Sy ¥

m)

K(m—l)xk(m) (3)
X (m) X (m-1) AW

X AK(m)XK(m—l) AK(m—l)XK(m—Z) K(l)x[((o) Xle

Rozpatrzmy przyktad proponowanego algorytmu w przypadku,
gdy N=8. Wowczas procedura (3) przybiera postac:

_AD @) 6
Yya = AK<0>X,<<1) AK(nxK(m AK(2>X,<<3>

A0 A A0
x A A A X
KO g ) X L (1) (0) RNl

S, %

)

poszczegdlne zas macierze sa postaci:

A(l)

8x8

=E,®I, =A,,
Al =(E,QL)®(T,,®L,).
AD . =E,®(1,®T,,):
A —E,®I,8T,,):
AD = (E,®L)®(T,, ®L,),
S, =diag(sy,S,,858,55857855651051158125813) >

gdzie poszczegodlne elementy ostatniej macierzy sa wyliczane za
pomoca programu pokazanego na rysunku 1 na podstawie sumo-
wania algebraicznego elementow wektora H

8t *

Sog=hy+h +hy+hy+h, +h;+hg+h,>

s,=hy=h +h,—hy+h,—h; +h;—h,>

Sy, =—hy—h +hy +hy—h,—hs +hg+h,>

Sy =—hy+h +h,—h;—h,+hs+h;—h,>
Sy =hy—hy+h,—hg,

Ss=hy—h +hy+h,—h, +h;—h, +h,>
sg=hy—h +h,—hy—h, +h;—hg—h,,
S, =—hy—h, +h, +hg>
Sg=hy+h —hy,+hy—h, —hs+h; —h,»
Sq=hy—=h —hy+hy—h,+hs+h; —h,»
Sy =—hy +hy +h, —hg>
Sy =~hy—hy+h, +h,,

Sy, =—hy +h +h, —hs>

Sy =hy—hy
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Rysunek 2 przedstawia model grafo-strukturalny ilustrujacy
organizacje procesu obliczeniowego wyznaczania splotu koto-
wego zgodnie z opracowang procedura dla N=8. Liniami pro-
stymi oznaczone sg operacji transferu danych. W przypadku tego
modelu skupienie linii prostych w odpowiednich punktach ozna-
cza operacj¢ dodawania, natomiast linie rozchodzace si¢ (rozga-
lezienia) — zwykte operacje dublowania danych. Kétkami na tym
grafie sa przedstawione operacje mnozenia przez stalag w nich
wpisang, prostokatami za$ oznaczone zostaly bloki mnozenia
wpisanych w nich macierzy przez odpowiednie podwektory
danych.

Rys. 2. Model grafostrukturalny organizacji procesu obliczeniowego
wyznaczania splotu kotowego wedtug procedury (3)
dla przyktadu N=8

Fig. 2.  The graph-structural model of computation process organization
for circular convolution calculation according to example (3)
for N=8

3. Oszacowanie liczby operacji mnozenia
oraz dodawania

Jak widaé, zaproponowany w artykule algorytm pozwala zredu-
kowac¢ taczna liczbe operacji mnozenia oraz dodawania wzgledem
metody ,,naiwnej”. Dla rozwazonego przyktadu mamy 14 mnozen
zamiast 64 oraz 46 dodawan zamiast 56.

Dla dowolnego N liczba mnozen niezbednych do realizacji al-
gorytmu moze by¢ opisana za pomoca nastgpujacego wzoru:

m-1

6, =1+ 3",
i=0
natomiast liczba dodawan jest okreslona jako:
m=1 . 3 i1 X
6, =2""+ 22”'*’(2723').
i1 =

W tabeli 1 przedstawione sa wyniki oszacowania liczby opera-
cji arytmetycznych w przypadku opracowanego algorytmu
W poréwnaniu z algorytmem “naiwnym”.
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Tab. 1. Oszacowanie liczby operacji arytmetycznych dla réznych N
Tab. 1.  Estimation of arithmetic operations for various N

mnozenia dodawania
N naiwny proponowany naiwny proponowany
2 4 2 2 4
4 16 5 12 15
8 64 14 56 46
16 256 41 240 135
32 1024 122 992 394
64 4096 365 4032 1155
128 16384 1094 16256 3406
256 65536 3281 65280 10095
512 262144 9842 261632 30034
1024 1048576 29525 1047552 89595

4. Podsumowanie

W artykule opisano ,,szybki” algorytm liczenia splotu kotowego
dla N-elementowych wektoréw danych, gdy N=2"".

Rozpatrzono przyktad syntezy szybkiego algorytmu oraz zbu-
dowano model grafo-strukturalny dla przyktadu wektorow o dtu-
gosci N=8.

Oczywiste jest, ze w podobny sposob moga by¢ realizowane
efektywne (posiadajace mniej operacji mnozenia i dodawania)
algorytmy splotu kotowego dla dowolnych bedacych potega
dwojki dtugosci wektorow danych.
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