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S t r e s z c z e n i e  
 

W  p rac y z os t ał  p rz ed s t aw i ony s z yb k i  alg oryt m  li c z eni a s p lot u k oł ow eg o 
N-elem ent ow yc h w ek t oró w  d anyc h z e z red uk ow aną li c z b ą op erac j i  aryt -
m et yc z nyc h ( lub  uk ł ad ó w  m noż ąc yc h i  s um at oró w , j eś li  c hod z i  o i m p le-
m ent ac j ę s p rz ęt ow ą) w  p rz yp ad k u, g d y N = 2m, m – li c z b a c ał k ow i t a. Po-
z w ala t o p rz y i m p lem ent ac j i  z m ni ej s z yć  nak ł ad y ob li c z eni ow e lub  z ap o-
t rz eb ow ani e na z as ob y s p rz ęt ow e oraz  s t w orz yć  d og od ne w arunk i  d o 
ef ek t yw nej  reali z ac j i  op erac j i  s p lot u k oł ow eg o w  d ow olnym  s p rz ęt ow o-
p rog ram ow ym  ś rod ow i s k u i m p lem ent ac yj nym . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  s z yb k i e alg oryt m y, s p lot  k olow y, not ac j a m ac i erz ow a. 
 F as t  c i rc u lar c o nv o lu t i o n alg o ri t h m   f o r N = 2m 

 
A b s t r a c t  

 
I n t he w ork  t he f as t  alg ori t hm  f or 2n-p oi nt  c i rc ular c onvolut i on c alc ulat i ng  
w i t h t he red uc ed  num b er of  ari t hm et i c  op erat i ons  ( or m ult i p li ers  and  
ad d ers  – i n hard w are i m p lem ent at i on c as e) i s  p res ent ed . C om p ut at i onal 
p roc ed ure f or d es c ri b i ng  t he alg ori t hm , b as ed  on t he s uc c es s f ul d ec om p os i t i on 
of  t he c i rc ulant  m at ri x  of  arb i t rary ord er i s  s how n. T hi s  ap p roac h allow s  t o 
low er hard w are ex p ens es  and  t o c reat e f avorab le c ond i t i ons  f or ef f ec t i ve 
c onvolut i on reali z at i on i n t he rep rog ram m ab le p lat f orm . C om p ut at i onal 
p roc ed ure f or c i rc ular c onvolut i on reali z at i on c an b e d es c ri b ed  b y m eans  
of  m at ri x  alg eb ra not at i on. M at ri x  alg eb ra of f ers  not  only a f orm ali s m  f or 
d es c ri b i ng  t he alg ori t hm , b ut  i t  enab les  t he d eri vat i on b y p ure alg eb rai c  
m ani p ulat i ons  of  an alg ori t hm  t hat  i s  w ell s ui t ed  t o b e i m p lem ent ed  i n 
vec t or and  m at ri x  d i g i t al s i g nal p roc es s ors  w i t h vari ous  levels  of  p aralleli s m . 
I n ad d i t i on, t he m ent i oned  p roc ed ures  c an b e d i rec t ly us ed  f or eas y  
i m p lem ent at i on i n m at ri x -ori ent ed  lang uag es  li k e M at lab . 
 
K e y w o r d s :  f as t  alg ori t hm s , c i rc ular c onvolut i on, m at ri x  not at i on. 
 1 .  W s t ę p  
 
S pl ot k oł owy ( C i rc ul ar C onv ol uti on – C C ) je st pod stawową  

ope rac ją  c yf rowe g o prz e twarz ani a syg nał ó w [ 1 ] .  
W  prz ypad k u ope rac ji  b az owe j spl otu k oł owe g o m am y d o c z y-

ni e ni a z  d wom a we k toram i  d anyc h  ( syg nał am i  c yf rowym i ) 
Τ

−× = ],...,,[ 1101 NN xxxX  i  Τ
−× = ],...,,[ 1101 NN hhhH  ob a o roz m i arz e  

N e l e m e ntó w ( pró b e k ), prz y c z ym  ope rac ja ta w postac i  m ac i e -
rz owe j je st opi sana w sposó b  następują c y: 
 

11 ×× ⋅= NNN XHY ,       ( 1 ) 
 

g d z i e : Τ
−× = ],...,,[ 1101 NN yyyY  je st we k tore m  wyni k ó w, z aś  m a-

c i e rz   )( 1
)(1

×
←−

=
 ⋅= N

i
N

N

0iN HIH ��   - m ac i e rz ą , k tó re j k om pone ntam i  są  
w od powi e d ni  sposó b  ul ok owane  e l e m e nty we k tora 1×NH . 
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Z nac z e ni e  wyk orz ystanyc h  tu i  w d al sz e j c z ęś c i  artyk uł u sym -
b ol i  prz e d stawi ono poni ż e j: 

)( α←
NI - m ac i e rz  je d nostk owa o wym i arz e  ok re ś l onym  z a pom oc ą  

d ol ne g o i nd e k su, natom i ast i nd e k s g ó rny ( je ż e l i  je st) wsk az uje  
l i c z b ę poz yc ji  c yk l i c z ne g o prz e suni ęc i a wi e rsz y m ac i e rz y je d -
nostk owe j w k i e runk u wsk aź ni k a [ 2 ] ;  ��  - sym b ol  poz i om e j 
k onk ate nac ji  d wó c h  l ub  wi ęc e j m ac i e rz y [ 3 ] ; ⊕  - sym b ol  sum y 
proste j ( te nsorowe j) d wó c h  m ac i e rz y [ 6 ] ;   
W z ó r ( 1 ) prz yb i e ra wó wc z as postać : 
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Ł atwo z auważ yć , ż e  re al i z ac ja proc e d ury ( 1 ) wym ag a 2N  ope -

rac ji  m noż e ni a oraz  )1( −NN  ope rac ji  d od awani a. T ak  d uż a 
l i c z b a m noż e ń  stał a si ę c z ynni k i e m  stym ul ują c ym  d o posz uk i wań  
e f e k tywni e jsz yc h  roz wi ą z ań  al g orytm i c z nyc h . P ojawi ł o si ę wi e l e  
al g orytm ó w, k tó ryc h  c e l e m  je st m i ni m al i z ac ja tyc h  ope rac ji  [ 4 ] . 
N ajb ard z i e j z nanym  pod e jś c i e m  d o e f e k tywne g o wyz nac z ani a 
spl otu k oł owe g o d wó c h  N-e l e m e ntowyc h  we k toró w je st sprowa-
d z e ni e  te g o z ad ani a d o wyz nac z e ni a i l oc z ynu tyc h  we k toró w  
w d om e ni e  wyb rane j d ysk re tne j transf orm aty ortog onal ne j,  
a następni e  prz e ni e si e ni e  wyni k u d o d om e ny c z asowe j z a pom oc ą  
od wrotne j transf orm aty. Z az wyc z aj tak a ope rac ja m oż e  b yć  e f e k -
tywni e  z re al i z owana z a pom oc ą  sz yb k i e j transf orm aty F ouri e ra 
( F ast F ouri e r T ransf orm  - F F T ), sz yb k i e j transf orm aty H artl e ya 
( F ast H artl e y T ransf orm  – F H T ), transf orm at l i c z b owyc h  F e rm ata 
( F e rm at num b e r transf orm  -F N T ) l ub  M e rse ne ’ a ( M e rse ne  num b e r 
transf orm  - M N T ) oraz  i nnyc h  d ob rz e  z nanyc h  oraz  powsz e c h ni e  
stosowanyc h  „ sz yb k i c h ”  al g orytm ó w d ysk re tnyc h  transf orm at 
ortog onal nyc h . D o ob l i c z ani a spl otu k oł owe g o b e z poś re d ni o  
w d om e ni e  c z asu ró wni e ż  oprac owano d oś ć  d uż o al g orytm ó w. D o 
roz wi ą z ań  al g orytm i c z nyc h  te g o typu nal e ż ą  m .i n.: al g orytm y 
„ k ró tk i c h ”  spl otó w W i nog rad a, al g orytm  A g arwal a-C ool e ya, 
al g orytm y R e e d a-T ruong a, N ussb aum e ra [ 5 -1 0 ] . P rz e waż ni e  są  to 
al g orytm y, k tó re  z ostał y oprac owane  d l a k onk re tnyc h  d ł ug oś c i  N 
we k tora d anyc h  we jś c i owyc h . Z nany je st te ż  al g orytm  wyk orz y-
stują c y „ k ró tk i e ”  spl oty d o ob l i c z ani a spl otó w we k toró w d ł ug oś c i  
N ( wi e l ok rotnoś ć  „ k ró tk i c h ”  c i ą g ó w) z a pom oc ą  m e tod y „ z a-
g ni e ż d ż ani a”  [ 1 1 -1 2 ] . N atom i ast d l a we k toró w d anyc h  o d owol ne j 
d ł ug oś c i  N, c h oc i aż b y b ęd ą c e j potęg ą  d wó jk i , tak  jak  w F F T , 
og ó l ne g o al g orytm u b e z poś re d ni e g o ( w d om e ni e  c z asowe j) wy-
z nac z ani a spl otu k oł owe g o b od ajż e  jak  d otą d  ni e  opub l i k owano. 
W ł aś ni e  tak i  „ sz yb k i ”  al g orytm  synte tyz owany z a pom oc ą  m e tod y 
[ 1 3 ]  z ostał  prz e d stawi ony w ni ni e jsz e j prac y. 
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2. S y n t e z a  „ s z y b k i e g o ”  a l g o r y t m u  l i c z e n i a  
s p l o t u  k o ł o w e g o  d l a  N = 2m 

 
W  c el u  s y n t ez y  s t r u kt u r y  a l g o r y t m i c z n ej  s p ec j a l i z o w a n ej  j ed -

n o s t ki  p r o c es o r o w ej  r ea l i z u j ąc ej  o p er a c j ę b a z o w ą s p l o t u  ko ł o w eg o  
w p r o w a d ź m y  ki l ka  ko n s t r u kc j i  m a c i er z o w y c h :  
-  m a c i er z e d ef i n i u j ąc e p r z eks z t a ł c en i a  n a  i t er a c j a c h  p o p r z ed z a j ą-
c y c h  m n o ż en i a :  
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-  m a c i er z e d ef i n i u j ąc e p r z eks z t a ł c en i a  n a  i t er a c j a c h  n a s t ęp u j ą-
c y c h  p o  m n o ż en i u :  
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- d i a g o n a l n ą m a c i er z  ),,( 110 −
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iM  
kt ó r ej  el em en t y  w y z n a c z a n e s ą n a  p o d s t a w i e el em en t ó w  w ekt o -
r a  1×NH  w ed ł u g  m et o d y  [ 1 3 ] . 
N a  r y s u n ku  1  z o s t a ł  p o ka z a n y  p r o g r a m  w  j ęz y ku  M a t L a b  d o  

w y z n a c z a n i a  el em en t ó w  m a c i er z y  MS . 
 
 
 
f u n c t i o n  Y  =  d i v C m at r i x ( X )  
l = 1 ;  
d  =  l e n g t h ( X ) ;  
l l = 0 ;  
w h i l e  d / l ~ = 1     % d o p ó k i  w y m i ar  p o d m ac i e r z y  =  1  
Y  =  [ ] ;  
i  =  0 ;  
w h i l e  i ~ = l  
x  =  X ( 1 + d / l * i : d / l + d / l * i ,  1 + d / l * i : d / l + d / l * i ) ;  

% i -t a p o d m ac i e r z  
a =  x ( 1 : d / l / 2 , 1 : d / l / 2 ) ;  % p o d z i ał  p o d m ac i e r z y  

 n a 4  
b  =  x ( 1 : d / l / 2 , d / l / 2 + 1 : d / l ) ;  
c  =  x ( d / l / 2 + 1 : d / l , 1 : d / l / 2 ) ;  
i = i + 1 ;  
i f  b  = =  c         % w y b ó r  o d p o w i e d n i e g o  w z o r u  
t m p  =  0 . 5 * p d i ag ( a+ b , a-b ) ;  
l l  =  l l + 1 ;  
E l s e  
t m p  =  p d i ag ( b -a, p d i ag ( c -a, a) ) ;  
l l  =  l l + 2 ;  
E n d  
Y  =  p d i ag ( Y , t m p ) ;   % d o p i s an i e  n o w y c h  p o d m ac i e - 

r z y  d o  Y  
e n d  
l  =  l + l l ;    % ak t u al i z ac j a l i c z b y  p o d m ac i e r z y  
l l  =  0 ;  
X  =  Y ;  
d  =  l e n g t h ( X ) ;  
e n d  
Y  =  X ;  
 

 
 R y s .  1 .   P r o g r a m  w  M a t L a b  w y z n a c z a n i a  w a r t o ś c i  e le m e n t ó w  m a c i e r z y   

d i a g o n a ln e j  S M  
 F i g .  1 .   M a t L a b  p r o g r a m  li s t i n g  f o r  m a t r i x  S M e le m e n t  c a lc u la t i o n  
 
 

U w z g l ęd n i a j ąc  w p r o w a d z o n e ko n s t r u kc j e m a c i er z o w e, s z y b ki  
a l g o r y t m  l i c z en i a  s p l o t u  ko ł o w eg o  m o ż n a  p r z ed s t a w i ć  n a s t ęp u j ąc o :  
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R o z p a t r z m y  p r z y kł a d  p r o p o n o w a n eg o  a l g o r y t m u  w  p r z y p a d ku , 

g d y  N = 8 . W ó w c z a s  p r o c ed u r a  ( 3 )  p r z y b i er a  p o s t a ć :  
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p o s z c z eg ó l n e z a ś  m a c i er z e s ą p o s t a c i :  
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),,,,,( 13121110987654310 sssssssssssssdiagM =S , 
 

g d z i e p o s z c z eg ó l n e el em en t y  o s t a t n i ej  m a c i er z y  s ą w y l i c z a n e z a  
p o m o c ą p r o g r a m u  p o ka z a n eg o  n a  r y s u n ku  1  n a  p o d s t a w i e s u m o -
w a n i a  a l g eb r a i c z n eg o  el em en t ó w  w ekt o r a  18×H . 
 

765432100 hhhhhhhhs +++++++= , 
 

765432101 hhhhhhhhs −+−+−+−= , 
 

765432102 hhhhhhhhs ++−−++−−= , 
 

765432103 hhhhhhhhs −++−−++−= , 
 

64204 hhhhs −+−= , 
 

765432105 hhhhhhhhs +−+−++−= , 
 

765432106 hhhhhhhhs −−+−−+−= , 
 

64207 hhhhs ++−−= , 
 

765432108 hhhhhhhhs −+−−+−+= , 
 

765432109 hhhhhhhhs −++−+−−= , 
 

642010 hhhhs −++−= , 
 

743011 hhhhs ++−−= , 
 

541012 hhhhs −++−= , 
 

4013 hhs −=  
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Rysunek 2 przedstawia model grafo-strukturalny ilustruj ą c y 
organizac j e proc esu ob lic zeniowego wyznac zania splotu koł o-
wego zgodnie z oprac owaną  proc edurą  dla N = 8 .  L iniami pro-
stymi oznac zone są  operac j i transferu danyc h .  W  przypadku tego 
modelu skupienie linii prostyc h  w odpowiednic h  punktac h  ozna-
c za operac j ę  dodawania,  natomiast linie rozc h odzą c e się  ( rozga-
ł ę zienia)  – zwykł e operac j e dub lowania danyc h .  K ó ł kami na tym 
grafie są  przedstawione operac j e mnoż enia przez stał ą  w nic h  
wpisaną ,  prostoką tami zaś  oznac zone został y b loki mnoż enia 
wpisanyc h  w nic h  mac ierzy przez odpowiednie podwektory 
danyc h .  
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R y s .  2.   M o d e l  g r a f o s t r u k t u r a l n y  o r g a n i z a c j i  p r o c e s u  o b l i c z e n i o w e g o   

w y z n a c z a n i a  s p l o t u  k o ł o w e g o  w e d ł u g  p r o c e d u r y  ( 3)   
d l a  p r z y k ł a d u  N = 8  

F i g .  2.   T h e  g r a p h -s t r u c t u r a l  m o d e l  o f  c o m p u t a t i o n  p r o c e s s  o r g a n i z a t i o n   
f o r  c i r c u l a r  c o n v o l u t i o n  c a l c u l a t i o n  a c c o r d i n g  t o  e x a m p l e  ( 3)   
f o r  N = 8  

 
 
3. O s z a c o w a n i e  l i c z b y  o p e r a c j i  m n o ż e n i a  

o r a z  d o d a w a n i a  
 
J ak  w i d ać , z ap r op on ow an y w  ar t yk u l e  al g or yt m  p oz w al a z r e d u -

k ow ać  ł ą c z n ą  l i c z b ę op e r ac j i  m n oż e n i a or az  d od aw an i a w z g l ęd e m  
m e t od y „ n ai w n e j ” . D l a r oz w aż on e g o p r z yk ł ad u  m am y 1 4  m n oż e ń  
z am i as t  6 4  or az  4 6  d od aw ań  z am i as t  5 6 .  
D l a d ow ol n e g o N l i c z b a m n oż e ń  n i e z b ęd n yc h  d o r e al i z ac j i  al -

g or yt m u  m oż e  b yć  op i s an a z a p om oc ą  n as t ęp u j ą c e g o w z or u :  
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n at om i as t  l i c z b a d od aw ań  j e s t  ok r e ś l on a j ak o:  
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W  t ab e l i  1  p r z e d s t aw i on e  s ą  w yn i k i  os z ac ow an i a l i c z b y op e r a-

c j i  ar yt m e t yc z n yc h  w  p r z yp ad k u  op r ac ow an e g o al g or yt m u   
w  p or ó w n an i u  z  al g or yt m e m  ” n ai w n ym ” . 
 
 
 
 

T a b .  1 .  O s z a c o w a n i e  l i c z b y  o p e r a c j i  a r y t m e t y c z n y c h  d l a  r ó ż n y c h  N   
T a b .  1 .  E s t i m a t i o n  o f  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s  f o r  v a r i o u s  N   
 

mnożenia d od aw ania 
N n a i w n y  p r o p o n o w a n y  n a i w n y  p r o p o n o w a n y  
2 4 2 2 4 
4 1 6  5 1 2 1 5 
8 6 4 1 4 56  46  
1 6  256  41  240  1 35 
3 2 1 0 24 1 22 9 9 2 39 4 
6 4 40 9 6  36 5 40 32 1 1 55 
1 28 1 6 38 4 1 0 9 4 1 6 256  340 6  
25 6  6 5536  328 1  6 528 0  1 0 0 9 5 
5 1 2 26 21 44 9 8 42 26 1 6 32 30 0 34 
1 0 24 1 0 48 57 6  29 525 1 0 47 552 8 9 59 5 

 
 
4 . P o d s u m o w a n i e  
 
W  ar t yk u l e  op i s an o „ s z yb k i ”  al g or yt m  l i c z e n i a s p l ot u  k oł ow e g o 

d l a N-e l e m e n t ow yc h  w e k t or ó w  d an yc h , g d y N = 2 m.  
R oz p at r z on o p r z yk ł ad  s yn t e z y s z yb k i e g o al g or yt m u  or az  z b u -

d ow an o m od e l  g r af o-s t r u k t u r al n y d l a p r z yk ł ad u  w e k t or ó w  o d ł u -
g oś c i  N = 8 . 
O c z yw i s t e  j e s t , ż e  w  p od ob n y s p os ó b  m og ą  b yć  r e al i z ow an e  

e f e k t yw n e  ( p os i ad aj ą c e  m n i e j  op e r ac j i  m n oż e n i a i  d od aw an i a)  
al g or yt m y s p l ot u  k oł ow e g o d l a d ow ol n yc h  b ęd ą c yc h  p ot ęg ą  
d w ó j k i  d ł u g oś c i  w e k t or ó w  d an yc h .  
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